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Vorwort. 


W^ährend  meiner  langjährigen  Thätigkeit  als  Professor 
der  höheren  Mathematik  an  der  k.  u.  k.  technischen  Militär- 
Akademie  wäre  es  mir  oft  erwünscht  gewesen,  über  ein  Lehr- 
buch au  verfligen,  welches  den  Vorträgen  zur  G-ruadlage 
dienen  könnte.  Auf  Wunsch  meiner  Schüler  ließ  ich  die 
Vorträge  autographieren.  Unter  den  bestehenden  Verhält- 
nissen mussten  jedoch  die  Autographien  ziemlich  knapp 
gehalten  werden  und  besaßen  dieselben  auch  nicht  jene 
Übersicht,  wie  ein  gedrucktes  Werk.  Ich  begann  daher 
mit  den  Vorarbeiten  äu  einem  Lehrbuche  und  vertiefte  mich 
dabei  in  die  bestehende  Literatur  über  analytische  und 
synthetische  Geometrie,  sowie  über  die  Theorie  der  Determi- 
nanten und  Invarianten.  Das  Studium  der  schönen  Arbeiten 
von  O.  Hesse,  Salmon-Fiedler,  J.  Piücker,  A.  Clebsch, 
P.  Gordan,  R.  Baltzer,  F.  Joachimsthal,  G.  Escherich,  A. 
Hohenheim,  R.  Heger,  H.  Schröter,  E.  Weyr  und  C.  Schmitt 
führten  mich  aber  über  mein  ursprüngliches  Ziel  hinaus. 
Wenn  das  so  entstandene  Buch  noch  immer  als  Grundlage 
des  von  der  analytischen  Geometrie  handelnden  Theils  meiner 
Vorträge  benützt  werden  kann,   so  enthält  es  doch  sehr 

Vieles,  was  in  den  Vorträgen  ausgeschlossen  werden 

musste.  Es  schwebte  mir  eben  ein  umfassenderes  Bild 
dieser  Disciplinen  vor,  als  in  solchen  Vorlesungen  wieder- 
gegeben werden  kann,  welche  für  die  Bedürfnisse  der 
technischen  Militär- Akademie  passend  erscheinen. 


IV 


In  diesem  Buche  ist  das  Princip  der  Reciprocität  oder 
Dualität  durchwegs  gewahrt.  Es  ist  auch  möglich,  zuerst 
die  in  nicht  homogenen  Coordinaten  gefassten  Theile  zu 
studieren  und  hierauf  zu  den  homogenen  Coordinaten  über- 
zugehen. Von  den  wichtigen  Hilfsmitteln,  welche  die  Theorie 
der  Determinanten  bietet,  ist  ein  umfassender  Gebrauch 
gemacht.  Ich  habe  mich  bemüht  die  Sätze  in  möglichster 
Einfachheit  und  Klarheit  im  Zusanmienhange  hinzustellen, 
um  die  Schwierigkeiten,  welche  mathematische  Studien  bieten, 
so  viel  als  möglich  herabzumindern.    Auf  diesem  Wege  glaube 

ich  das  Buch  zur  allgemeinen  Anwendbarkeit  fflr 
Studierende   der   Mathematik  überhaupt    brauchbar 

gemacht  zu  haben  und  speciell  meinen  Schülern  ein 
Lehrbuch  bieten  zu  können,  welches  den  Inhalt  der  Vor- 
lesungen wiedergibt,  und  gleichzeitig  solchen,  welche  mathe- 
matische Studien  mit  Vorliebe  betreiben,  die  Erweiterung 
ihrer  mathematischen  Kenntnisse  nach  Thunlichkeit  erleichtert. 

Ich  bitte  demnach  das  Buch  zu  beurtheilen,  als  einen 
Versuch,  die  schönen  Errungenschaften  der  bezeichneten 
mathematischen  Forscher  der  neueren  Zeit,  in  leicht  fass- 
licher Form  den  Studierenden  der  Mathematik  zugänglich 
zu  machen. 


Wien,  den  30.  October  1890. 


Der  Verfasser. 
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Erster  Abschnitt 


Capitel  L 
Einleitung. 

§  1.    Parallel -Coordinaten  eines  Punktes. 

Man  denke  sich  in  der  Ebene  einen  festen  Punkt  0 
(Siehe  Fig.  1)  und  durch  diesen  die  beiden  festen  Geraden 
{x)  und  (y),  welche  die  Ebene  in  vier 
Felder  I,  II,  III,  IV  (Quadranten)  theilen 
und  bestimme  auf  einer  jeden  dieser 
zwei  Geraden  die  eine  Kichtung  als 
die  positive  und  die  entgegengesetzte 
als  die  negative.  Hierbei  sei  gleich- 
zeitig darauf  aufmerksam  gemacht,  dass 
in  der  Figur  die  Richtungen  von  0 
nach  (a?),  beziehungsweise  von  0  nach 
(y),  als  die  positiven  gelten  und  daher 
für  einen  in  der  Geraden  {x)  liegenden 
Punkt  P  die  Strecke  OP  dann  positiv  ausfällt,  wenn  P 
rechts  von  0  sich  befindet,  dagegen  wird  für  einen  in  der 
Geraden  {y)  befindlichen  Punkt  Q  die  Strecke  OQ  positiv, 
sobald  Q  oberhalb  0  zu  liegen  kommt.  Irgend  ein  Punkt  M 
in  der  Ebene  der  Figur  1  ist  nun  eindeutig  bestimmt,  so- 
bald man  die  zu  den  festen  Geraden  {x)  und  (y)  parallelen 
Strecken  QM=  OP  und  PM  =  OQ  kennt  und  dieselben 
sind  nach  dem  eben  Vorausgeschickten  beide  positiv,  sobald 
M  im  ersten  Quadranten  liegt.  Für  einen  dem  zweiten 
Quadranten  angehörigen  Punkt  M  ist  dagegen  OP  negativ 
und  blos  OQ  positiv;  liegt  M  im  dritten  Quadranten,  so 
erscheinen  OP  und  OQ  gleichzeitig  negativ;  befindet  sich 
endlich  M  im  vierten  Quadranten,   so   ist  OP  positiv  und 

Hasissr,  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte.  X 


2  I.  §  2.  Normalprojectionen  von  Strecken. 

OQ  negativ.  Nachdem  nun  QM  =  OP  und  PM  ^=^  OQ 
den  Punkt  M  eindeutig  bestimmen,  sind  sie  Coordinaten 
von  My  u.  zw.  führen  dieselben  noch  speciell  den  Namen 
der  Parallelcoordinaten ,  weil  die  diese  Coordinaten  aus- 
machenden Strecken  QM  und  PM,  die  künftighin  mit 
X  und  y  bezeichnet  werden  mögen,  zu  den  beiden  festen 
Geraden  (o?)  und  (y)  parallel  gerichtet  sind.  Man  nennt 
noch  insbesondere  die  Strecke  QM  =  OP  die  Abscisse  und 
jene  PM  =  OQ  die  Ordinate  des  Punktes  M  und  in  ana- 
loger Weise  die  feste  Gerade  (a?)  die  Abscissenachse  und 
die  andere  (y)  die  Ordinatenachse,  beide  zusammen  aber 
die  Coordinatenachsen  des  Systems.  Der  feste  Punkt  0  heißt 
der  Ursprung,  Anfangspunkt  oder  Nullpunkt  und  der  Winkel 
(Xyy)  der  beiden  festen  Geraden  (a?)  und  (y)  der  Coordinaten- 
winkel.  Je  nachdem  letzterer  ein  rechter  Winkel  ist  oder 
nicht,  sind  die  Parallelcoordinaten  rechtwinkelige  (orthogonale) 
oder  schiefwinkelige.  In  der  Folge  werden  wir  immer  ortho- 
gonale Parallelcoordinaten  voraussetzen,  wenn  nicht  die 
Natur  der  Aufgabe  schiefwinkelige  Coordinaten  bedingt. 

Das  hier  angegebene  Coordinatensystem  rührt  von 
Cartesius  her  und  nennt  man  demnach  auch  die  besprochenen 
Coordinaten  eines  Punktes  die  Cartesischen  Coordinaten***) 
des  letzteren. 

Es  ist  somit  klar,  dass  ein  Punkt  M  in  der  Ebene 
eindeutig  bestimmt  erscheint  durch  die  beiden  Gleichungen : 

6) X  =  a,        y  =  i, 

in  welchen  a  und  h  die  Coordinaten  von  M  darstellen,  welche 
im  allgemeinen  positiv,  negativ  oder  gleich  null  sein  können. 
Gehört  M  der  Abscissenachse  an,  so  wird  b  =  o]  liegt  er 
in  der  Ordinatenachse,  so  wird  dagegen  a  ^=  o'^  fällt  endlich 
M  mit  dem  Ursprünge  O  zusanunen,  so  sind  a  und  b  gleich- 
zeitig gleich  null. 

§  2.    NormalprojectioiieiL  von  Strecken. 

Sind  Pi  und  P^  (Siehe  Fig.  2)  die  Normalprojectionen 
der  Punkte  M^  und  M2  ,  welche  die  in  der  Geraden  (L) 
liegende  Strecke  (Chorde)  M^  M^  begrenzen,  auf  die  Gerade 
(oj),   d.  h.   also   die   Fußpunkte   der  aus    M^^    und  M2    auf 

***)  Auch  Cartesianische  oder  gemeine  Coordinaten. 


I.  §  2.  Normalprojectionen  von  Strecken. 

(x)  gefällten  Senkrechten,  so  ist  offen- 
bar nach  einem  bekannten  Satze 
der  ebenen  Trigonometrie,  die  ortho- 
gonale Projection  dieser  Strecke  auf 
die  Gerade  (a?),  d.  i.  die  Strecke 

(2)  .  .  .  Pj  Pg  =  Jtfi  Jtf,  .  cos  {x,  L) 

oder  auch 

a^jj^ld  man  noch  der  Einfachheit  wegen,  cos  (x,L)  =  K 
setz^  Der  in  obiger  Gleichung  vorkommende  Coefficient  K 
wird  aue)^  der  Proj^tionsfactor  genannt,  während  die  Ge- 
rade {x)  dieit  f  rojectionsAchse  heißt  Es  ist  klar,  dass  unter 
(a?,  L)  derjenige  Winkel  zu  verstehen  ist,  welchen  die  posi- 
tive Kichtung  der  Projectionsachaa  mit  der  positiven  Richtung 
der  Geraden  (i)  —  Richtung  von  M^  nach  M^  —  bildet. 
Man  findet  somit  die  or^ogonale  Projection  einer  Strecke 
auf  eine  Gerade,  wenn  man  4iese  Strecke  multipliciert  mit 
dem  Cosinus  desjenigen  Winkab,  den  die  Projectionsachse 
.  mit  derjenigen  Geraden  bildet,  ^r  die  zu  projicierende 
Strecke  angehört. 


fl     Pz     P3       P^    Ps      Pni  Pn 

Fig.  3. 

Überträgt  man  nun  diesen  Satz  auf  das  in  Fig.  3  an- 
gegebene ebene  Vielstreck  ilf^  3/2  ifs  .  .  .  3f»-i  if»  und  nennt 
auch  hier  wieder  Pi  die  orthogonale  Projection  des  Punktes 
Mi  auf  die  Projectionsachse  (a?),  endlich  (ij),  (L^)*  .  .(i»— 1) 
die  Strahlen,  auf  welchen  die  Strecken  M^  M^ ,  M^  M^  .  . 
Mn^x  Mn,  liegen,  so  ist  zimächst,  wie  ein  Blick  auf  Fig.  3  so- 
fort erkennen  lässt: 


1* 


4  !•   §  8.  Entfernung  zweier  Funkte« 

Pl  P^  -{-  P2  Ps  -{-   '     .     .    +  -Pm— 1  Pn   =   PiPn 

und  daher  nach  Gl.  (2) 

+  ikfn-l-äfn  .  COS  (XjLn^i)    =^   M^Mn  .    COS  (XyLn), 

wenn  noch  die  Grerade,  in  welcher  die  durch  die  beiden 
Punkte  Jfi  und  Mn  bestimmte  Strecke  zu  liegen  kommt^ 
mit  (in)  bezeichnet  wird.  Die  Strecke  M^M„y  welche  durch 
den  Anfangs-  und  Endpunkt  des  Vielstrecks  bestimmt  er- 
scheint, heißt  die  geometrische  Summe  oder  Resultante  der 
Strecken  M^M^y  M^M^  .  .  .  Jfn-i  Mn  und  daher  flihren  diese 
Gleichungen  zu  dem  wichtigen  Satze: 

Die  Summe  der  Projectionen  der  aufeinander  folgenden 
Strecken  eines  Vielstrecks  auf  irgend  eine  Gerade  als  Pro- 
jectionsachse  ist  gleich  der  Projection  ihrer  geometrischen 
Summe  auf  dieselbe  Projectionsachse. 

In  dem  besonderen  Fall,  wo  das  Vielstreck  Af  1  ik^  .  .  Mn 
geschlossen  ist,  fällt  Mn  mit  M^  zusammen  und  wird  folglich 
Jtfj  ilfrt  =  0 ,  mithin  zufolge  der  letzten  zwei  Gleichungen : 

P,P,  +  P,P,   + Pn^iP,    ==    O 

oder 

M^  M.2  .  cos  (a?,ZJ  -f-  ilf,  ilfg  .  cos  {xyL^)  + 

+  -Mn-i  Ml  cos  (OJ,  Zä— 1)  =  0 

und  hieraus  fließt  der  ebenfalls  sehr  wichtige  Satz: 

Die  Summe  der  Projectionen  der  aufeinander  folgen- 
den Strecken  eines  geschlossenen  Vielstrecks  auf  irgend 
eine  Projectionsachse  ist  gleich  null. 

Von  selbst  erkennt  man  nun,  dass  bei  zwei  geschlosse- 
nen Vielstrecken,  welche  eine  Strecke  mit  einander  gemein 
haben,  die  Summe  der  Projectionen  der  übrigen  Strecken 
auf  eine  und  dieselbe  Projectionsachse  bei  beiden  gleich 
groß  sein  muss. 

§  3.    Entfemiing  zweier  Funkte. 

Die  beiden  Punkte  M^  und  M^  (Fig.  4),  deren  Ent- 
fernung JH^Jkfi  =  rf  zu  bestimmen  ist,  sind  gegeben  durch 
ihre  orthogonalen  Coordinaten  0?^,  y^  und  x^,  y^  Wie  die 
Figur  zeigt,  erscheint  M^  M^  als  die  Hypotenuse  eines  recht 
winkeligen   Dreiecks   von   den    beiden   Katheten    M2  B   =^ 


I.  §  4.  Winkel  zweier  Geradeo. 


P2-P1  =  «1  —  a?2  und  EMj^  ~  Q^Q, 
=  yi  — ^3  und  besteht  somit  nach 
dem  Pythagoräiachen  Lehrsatze  die 
Gleichung : 

welche  in  dem  speciellen  Fall,  wo   j^ 
Mf  mit  O  zusammenfällt;  übergeht  in  ~ 

Gleichzeitig  sei  noch  bemerkt,  dass  die  beiden  Strecken 
Pa  P,  =  a?!  — ajg  und  Q^  Q^  =  y^  — y^y  welche  die  Strecke 
Jfg  M^  eindeutig  bestimmen,  die  Coordinaten  dieser  Strecke 
genannt  werden. 


Fig.  4. 


§  4.    Winkel  zweier  Geraden. 

Wir  machen  die  Annahme,  dass  eine  jede  der  beiden 
Geraden  (L^)  und  (ia),  deren  Winkel  (L^yL^)  =  e  zu  be- 
stimmen wäre,  durch  den  Ursprung  0  de&  Coordinaten- 
systems  (Siehe  Fig.  4)  hindurchgeht  und  nennen  die  Winkel, 
welche  die  beiden  Coordinatenachsen  (x)  und  (y)  mit  dem 
Strahl  {Li)  einschließen,  cc,  und  ßi.  Die  beiden  letzten  Symbole 
sind  daher  definiert  durch  die  Rel. :  «i  =  (x,  Li)  und 
ßi  =  (yjLi)    und     wird     noch     darauf    hingewiesen,     dass 

«t  +  Ä  =  rt  8ö5^  muss,  indem  ja  ein  rechtwinkeliges  Coor- 

dinatensystem  unserer  Betrachtung  zu  Grunde  Hegt.  Daher 
ist  auch  cosj^i  =  sina<,  smßi  =  cosa»  und  cos^a,  -|-  cos^/9» 
=  sin^a,  +  sin^/9,  =  1.  Auf  den  Strahlen  (i^)  und  (L^) 
wähle  man  nun  die  Punkte  M^  und  M^  und  hat  jetzt  nacn 
dem  Satze  über  die  Projection  eines  Vielstrecks  (§  3)  die 
Gleichung 

OMy^  .  cos  (L2  A)  =  OPi  cos  (ig?  ^)  +  A  ^1  •  cos  (ig?  y) 
und  aus  dieser  folgt,  wenn  man  noch  bedenkt,  dass  OP^ 
=  OMj^  .  cos  (XjL^)j  Pi  Mj^  =  OM^  cos  (y,  L^)  und 

cos  (i<,  Ä?)  =  cos  {Xj  Li)  ist, 

cos  (i^  ia)  =  cos  (a?,  ij) .  cos  (x,  L^)  -|-  cos  (y,  LJ  .  cos  (yjij) 

oder  nach  der  oben  gewählten  Bezeichnung 

(5)   .    .    .    .  cose  =  cos«!  .  cos «2  +  cos/9i  .  cos  ß^. 


6  I.  §  5.  Product  zweier  Strecken. 

Jetzt  kann  man   aber  auch  sin^  berechnen,  denn  es 
ist  ja  bekanntlich 

sin^f  =1  —  cos^e=  (cos^aj  +  cos^^J  (cos^ttg  +  cos^/^a)  — 
(cos  tti  cos  ttg  +  cos  /9i  cos  ß^)  ^  =  (cos  «1  cos  ß^  —  cos  tta  cos  /9j )  ^, 

folglich 

6) .    .   sin  £  = 


cos  a^ ,  cos  «2 


=  C08«i  COS/Sg  —  COSOj  COS^j. 
cos  /?!  ,    cos  ß2 

Nachdem  übrigens  s  ==  a^  —  a^  ist,  führen  die  beiden  vor- 
hergehenden Gleichungen  (5)  und  (6)  zu  den  bekannten 
trigonometrischen  Formeln : 

cos  («2  — a^)  =  cosa^  cosccg  +  sina^  sinog  , 
sin  («2  —  «i)  =  sin  «2  cosßj^  —  cosccg  sina^ . 

Da  jedoch  die  Richtung  einer  Geraden  in  der  Ebene 
bereits  durch  einen  Winkel  bestimmt  erscheint,  entfällt  in 
Hinkunft  der  Winkel  ßi  und  wird  also  in  den  beiden  Glei- 
chungen (5)  und  (6),  unter  Annahme  eines  rechtwinkeligen 
Coordinatensystems,  cos  ßt  einfach  durch  sin  a,  und  sin/9, 
durch  cos  at  ersetzt. 


§  5.    Product  zweier  Strecken. 

Die  den  Geraden  (L^)  und  (i,)  angehörenden  Strecken 
Ml  M^  ^^^  ^8  ^4,  erscheinen  bestimmt  (Fig.  5)  durch  die 
Coordinaten  «,,  y<  ihrer  Begrenzungspunkte  Mi  (t  =  1,  2, 3, 4) 

und     sind     also     wieder 

(»2— a?i),    (j/2  —  yi)   und 

(a?4  — ajg),    (y^  —  ys)    die 

Coordinaten  der  Strecken 

y  M^  M^  und  M^  M^.    Nach 

dem   in    §   2    gegebenen 

Satze  über  die  Projection 

einer    Strecke    auf   eine 

Gerade  ist  nun,  sobald  o,- 

Y^f.  den     Winkel     bedeutet, 

welchen  die  Achse  der  x 

mit  der  Geraden  (Li)  —  i 

Fig.  5.  =1,2  —  bildet: 
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M1M2  cos «1  =  Pjiij "=  X2 — «1 ,  M^ M^  sin a^  =  RM2  =  ^2 — ^i ? 
ifsJtfi  ciMÄg  =  P3P4  =  a;^-— a?3,  ifg  Jf^  sin  Og  =  SM^^  =  y^— yg, 

tind  hieraus  findet  man,  weil  (L^  L^)  ==  «2 — ^1  ^s* 

(7)   ..  .    .  M^M^.M^Mj^^.  cos  (i^,  ig)  =  (a?2— «i)(^4  — ^s) 

+  (3/2— yi)  (y^—ys),  ^iM^  .  M^M^  sin  (i^^ia) 
=  (a?o— a?J  (^4— 2/3)  —  («'4— «^s)  (^2  —  2/1) (8) 

Dividiert  man  jetzt  die  zweite  dieser  beiden  Gleichungen 
durch  die  erste,  so  folgt 

/Qx         .„fT   T  ^  _  (^2— a?i)  iy4.—yz)  —  (ag4— a^a)  iy%—yi) 

und  hieraus  kann  man  aus  den  Coordinaten  der  beiden 
Strecken  M^  M^  und  M^  M^  ihren  Neigungswinkel  berechnen. 

Der  rechts  vom  Gleichheitszeichen  in  (7)  vorkommende 
Ausdruck  kann  aber  noch  auf  eine  andere  Form  gebracht 
werden.     Denn  zunächst  ist  ja 

2  (aJa— »1)  (a?4  — a?3)  =  {x^—x^Y  +  [x^—x^Y 

\^i      ^^3)  (a?2      x^)   j 

2  (y2—yx)  iy^—y%)  =  (y^—y^y  +  (2/2—2/3)^ 
—  iyi—y^y  —  iy^—y^y 

und    daher   wird,    nachdem  Mi  Mk^  =  {Xi — XkY  +  {yi — y*)^ 

ist,  zufolge  der  früheren  Gleichung  (7): 

(10)   .    .  2  M^M^.M^M^.  Qo&{L^L^)  =  M^M^^ +  M^M^^ 

0  1  1 

1  M,  M^^  M,  Mi" 

und  damit  ist  eine  zweite  Form  für  diesen  Ausdruck  ge- 
funden.. Aber  auch  eine  andere  von  Carnot  herrührende 
Form  kann  noch  leicht  ausfindig  gemacht  werden.  Es  ist 
nämlich  das  in  (7)  vorkommende  Product 

,  .    .  /o?!  +  ajs         aJa  +  xA 

(ajg      x^)  (a?4      ajg)  —  l       g  2        I 


2 


_  /^?L+^  _  ?2_+^\ 
V      2  2      ) 


und  hieraus  folgt,  weil    die  Coordinaten    a?,,*   und    y»,*    des 

Mittelpunktes  iH-,jt  der  Strecke  Jfj  Jüi  aus  leicht  begreiflichen 

1  1 

Gründen   sich   ergeben  aus  a?,-,jt  =  ^(ccj  +  a?*)  undy/,^  =  -^ 

(»i  +  y*)?  dass 
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I.  §  6.  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  und  eines  n-Ecks. 


(ajg      ajj)  (x^      »3)  —  («Jus      ^iu)  (^lu      ^299) 

ist.     In  derselben  Weise  findet  man  aber  auch 

(2/2  — yi)  (y*  — ys)  =  (ym  —y2>d^  —  iyv4.—y2,zY 

und  schließlich  durch  Addition  der  beiden  letzten  Gleichungen : 

(x^ — a?i)  («4 — a?8)  +  (^2 — yj  (y4  —  ys)  =  («^i?3  —  a?2,j2 
"r  (yi>3     ysji)       (^lu     ^2'3)  — vyi?4 — 3^273)  ; 

es  ist  demnach  das  Product 

2 

11)    .    M,M^  .M^M^.  cos  (ij, ia)  =  ^i;3  ^2;4  —  ^lu ^2?3 


2 


§  6.    Fläoheninhalt  eines  Dreiecks  und  eines  n-Eoks. 

In  der  Folge  erscheint  die  Bestimmung  des  Flächen- 
inhalts eines  Dreiecks  aus  den  Coordinaten  seiner  Ecken 
von  besonderer  Wichtigkeit  und  daher  mag  in  diesem  Ca- 
pitel  auch  diese  Aufgabe  in  Betracht  gezogen  werden.  Da- 
bei wird  aber  vorerst  die  Annahme  gemacht,  dass  die  Ecke 
M^  des  Dreiecks  M^  M^  M^  (Fig.  4),  dessen  Flächeninhalt 
zu  bestimmen  ist,  mit  dem  Ursprünge  0  des  Coordinaten- 
systems  zusammenfalle.  Alsdann  ist,  wie  ein  Blick  auf  die 
Figur  sofort  zeigt 

2./SM^M^0  =  Xiy,  +  (äJi— a?2) {y^  +yi)  —  a?,y,  ^x^y^—'X^y^ 

oder  auch 


(12) 


2.^M,M^0  = 


1         2 

«1    Vx 

Vi  y% 

«2  y% 

Auch  wenn  M^  nicht  mit  0  zusammenfällt,  lässt  sich  der 
Flächeninhalt  des  Dreiecks  in  Determinantenform  geben. 
Man  hat  nämlich  dann,  in  (12)  einfach  blos  x^  und  a?2 
durch  (a?^ — x^  und  (ajg— a^s);  y^  und  y^  durch  (y^ — y^  und 
(^2 — ys)  zu  ersetzen,  wodurch  man  erhält 

yXy """ «Co  I)  ia>Q-~~ii?oi 

(13). . .  2.  A^xif.it^3=  (,;_,:;;(,:_,:) 

Die  hier  erscheinende  Determinante  kann  nun  durch  eine 
3^  elementige  Determinante  ersetzt  werden,  indem  ja  nach 
der  Lehre  von  den  Determinanten  die  Gleichheit  besteht 


(yi-ys)    (y2— ya) 


X 


1  ? 

yi? 
1, 


X, 


y* 
1, 


1 


und  ist  daher  schließlich  der  doppelte  Flächeninhalt 


I.  §  6.  Flächeninhali  eines  Dreiecks  und  eines  n-Ecks.  9 

(14)  .    .    .  2  .  A-*^i^a^3  ==  yi  (i^fi—^i)  +  y%  («1— «s) 


«^ 

«1» 

Viy 

1 

Vi 

^ — : 

iB», 

ys> 

1 

1 

*8  > 

ys> 

1 

+  Vi  iP^  —  ^i)  =    Vi,  Vi, 

jl,  1, 

Die  in  Gl.  (14)  Torkommende  3^  elementige  Deter- 
minante^  welche  den  doppelten  Flächeninhalt  des  Dreiecks 
bestimmt^  heißt  die  Dreieckdeteiminante  und  sie  Mit  bei 
der  in  der  Figur  angenommenen  Aufeinanderfolge  der  drei 
Ecken  des  Dreiecks  positiv  aus.  Müsste  man  aber^  um  von  M^^ 
über  ifg  nach  M^  zu  gelangen,  die  entgegengesetzte  Rich- 
tung einschlagen,  so  würde  selbstverständlich  die  Deter- 
minante in  (14)  negativ  werden,  wie  es  auch  sein  muss. 
In  dem  besonderen  Fall,  wo  alle  drei  Punkte  Ifj,  M^  und 
M^  einer  und  derselben  Geraden  angehören,  ist  /\  M^  M.^  M^ 
=  O  und  daher  die  Determinante  in  (14)  =  0. 

Mit  Zuhilfenahme  der  in  (14)  gegebenen  Formel  zur 
Berechnung  des  Flächeninhalts  eines  Dreiecks  M^  M^  M^ 
aus  den  Coordinaten  seiner  Ecken  kann  man  auch  den 
Flächeninhalt  eines  w-Ecks  My^M^M^  ,  .  .  Mn  berechnen, 
sobald  die  Coordinaten  a?,-,  y,-  der  Ecken  Mi  dieser  Figur 
gegeben  sind.     Damach  ist  nämlich 

2  M^M.M^  =  y^  (a?3— aJa)  +  y^  ix^—x^)  +  Vz  («2— »i), 
2  M^M^M^  ==  yi  («4  — »3)  +  Vz  («1— ^»4)  +  Va.  {^z—^i) 
und  hieraus  folgt  durch  Addition 

2  M^  M^  M^  M^  =  2/1  («4  —  aj^)  +  y^  {x^  —  «3)  +  Vz  {x^—x^) 

+  yAxz—x^)\ 
femer  ist 

2  M^M^M^  =  y^  {x^—xj  -f  y^  (x.—x^)  +  y^  {x^  —  x^) 

"und  die  beiden  letzten  Gleichungen    liefern  durch  ^Addition 

(15).    .    .  2  M,M.,M^M^M,  =  y,{x^—x,)-\-y^(x^^x^) 

+  ys  (Xi  —  x^)  +  y^  («3  —  »5)  +  y^  (a?4  —  x^), 
welche  Gleichung  den  von  Gauss  gefundenen  Satz  zur  Be- 
rechnung des  Flächeninhalts  eines  n-Ecks  aus  den  Coordi- 
naten seiner  Ecken  ausspricht.  Darnach  findet  man  nämlich 
den  doppelten  Flächeninhalt  eines  n-Ecks,  wenn  man  die 
Ordinate  einer  jeden  Ecke  dieser  Figur  multiplicieii;  mit 
der  Diflferenz  der  Abscissen  der  vorangehenden  und  der 
nachfolgenden  Ecke  und  diese  Producte  addiert. 
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I.   §  7.  Polar-Coordinaten  eines  Punktes. 


§  7.     Polax-Coordinaten  eines  Fnnktes. 

lESn  fWkt  M  (Fig.  6)  wird    in   Bezug    auf   die    feste 
Gerade  (a?)  und  den  in  9ff  ^a^gssoAaEL  Punkt  O   dorjch   den 
hux  Winkel  (a?,  r)  =  9)  und  die  auf  der 

Geraden  (r)  liegende  Strecke  OM  =  r 
eindeutig  bestimmt.  Der  Winkel  tp 
heißt  die  Anomalie  und  die  Strecke 
OM  =^    r   der   Radius  -  Vector    des 

jy^J^ Punktes  Mj   während   r    und   q)   zu- 

^        '  ^^^  sammen  die  Polar-Coordinaten  von  M 
Fig.  6.  genannt    werden.      Es    bedarf   wohl 

keines  Beweises,   dass  die  Polar-Coordinaten  r,  gp  und  jene 
—  r,  jt  -^  (p  einen  und  denselben  Punkt  bestimmen. 

Zwischen  den  Polar-Coordinaten  r,  (p  des  Punktes  M 
und  seinen  orthogonen  Coordinaten  x  =  OP  und  y  =  PM 
besteht  ein  einfacher  Zusammenhang,  denn  aus  Fig.  6  er- 
gibt sich  sofort 

OP  =  OM.  cos  (a-,  r)      PM  -=■  OM ,  sin  (aj,  r) 
oder 

(16)   .    . 


a?  =  r  cos  g) 


y  = 


sm  <p 


und  hieraus 

(17)   . 


r  =  Vä^+y^,       cos  ip 

y 


X 


sm  9p  5=  ry 


W+y 


2^ 


*g  ^  =z: 


X 


§  8.    Die  Coordinaten  einer  Geraden. 

Nach  dem  berühmten  Geometer  Plücker  versteht  man 
(y)    •  unter  den  Coordinaten  einer 

Geraden  die  negativen  reci- 
B  proken    Werte     ihrer    Ab- 

schnitte auf  den  Coordinaten- 
achsen  (a?)  und  (y).  Be- 
zeichnet man  sonach  diese 
^"^^-^  Abschnitte  der  Geraden  mit 
a  und  6,  setzt  also  (Fig.  7) 
(Jvj  die  Strecken  OA  =  a  und 

Fig.  7.  OB  =  b  —  wenn  A  und 


1 

1 

a, 

^  -         h 

1 

l               ' 

u 

V 

I.  §  8.  Die  Goordinaten  einer  Geraden.  H 

B  die  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  den  Coordinatenachsen 
(x)  und  (y)  repräsentieren  —  und  nennt  die  Goordinaten  der 
Geraden  u  und  v,  so  erscheinen  die  letzteren  definiert  durch 

(18)  .    .  w  ==  - 
woraus  sich  ohneweiters  ergibt 

(19)  .    .   a  =  - 

Die  Wahl  dieser  Bestimmungsstücke  fiir  die  Goordi- 
naten einer  Geraden  hängt  mit  dem  in  der  neueren  Geo- 
metrie so  wichtigen  Principe  der  Dualität  oder  Reciprocität 
innig  zusammen,  nach  welchem  nämlich  in  den  meisten  Fällen 
zu  jedem  Satze  ein  reciproker  Satz  gefunden  werden  kann. 
Es  erscheint  jedoch  nicht  zweckdienlich,  jetzt  schon  in  dieses 
Princip  näher  einzugehen  und  werden  wir  ohnedies  in  der 
Folge  reichlich  Gelegenheit  finden,  darüber  zu  sprechen; 
gehört  doch  dieses  Princip  zu  den  schönsten  und  frucht- 
barsten Errungenschaften  der  mathematischen  Wissenschaften. 
Nicht  unerwähnt  mögen  jedoch  hier  noch  einige  specielle 
Fälle  bleiben.  Ist  nämlich  die  Gerade  parallel  zur  Achse 
der  X  gerichtet,  so  wird  a  =  oo  und  demnach  t^  =  o;  es 

bestimmen  sonach  die  Goordinaten  u  =  o  und   v  =  n  eine 

1 
Gerade,  welche  im  Abstände   OB  = vom  Ursprünge 

zur  Achse  der  x  parallel  erscheint;  ebenso  sind  u  ==  m 
und  V  =  0  die  Goordinaten  einer  zur  Achse  der  y  paralle- 
len   Geraden    und    ist   deren  Abstand    vom  Ursprünge  OA 

= .    Für    die  Achse    der   x   kann    OA  ==   cx>   und 

gesetzt  werden    und   deshalb   auch   u  =  o  und 
für    die   Achse  der  y   aber    umgekehrt    u  =  oo 

0. 

Wir  werden  später  sehen,  dass  der  geometrische  Ort 
aller  unendlich  fernen  Punkte  einer  Ebene  eine  Gerade 
ist,  genannt  die  unendlich  ferne  Gerade  dieser  Ebene.  Für 
dieselbe  ist  a  =  6  =  oo,  mithin  u  =  v  =  o. 

Schließlich  sei  hier  noch  erwähnt,  dass  die  beiden 
Gleichungen 


m 

OB 

—    0 

V  — 

~, 

und 

^J     mSSS 
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(20) w  =  m,  v  =  n 

eine  Gerade  eindeutig  bestimmen.    Die  Achsenabschnitte  der- 
selben   sind    natürlich    OA    = und  OB  = . 

TU  n 

Stellt  man  jetzt  die  Gleichungen   (1)    und    (20)    zusammen, 
wodurch  man  die  beiden  Gruppen   von  Gleichungen   erhält 

y  =  h  V  =  n, 

so  bestimmen  die  ersteren  einen  Punkt  von  der  Abscisse  a 
und  Ordinate   6,    die   letzteren    aber  eine  Gerade  von  den 

Achsenabschnitten  -  —  und  -  - . 

m  n 


Capitel  IL 
Die  Gerade  und  der  Punkt. 

§  9.    Gleichung  der  Geraden. 

Die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  M  einer  Ge- 
raden (Z)  sind  offenbar  nicht  unabhängig  von  einander, 
denn  wählt  man  die  Abscisse  x  eines  solchen  Punktes,  so 
erscheint  dessen  Ordinate  y  eindeutig  bestimmt,  wie  Fig.  7 
auch  zeigt.  Es  muss  daher  zwischen  den  Coordinaten  der 
einzelnen  Punkte  einer  Geraden  eine  Gleichung  bestehen, 
welche  nach  der  eindeutigen  Bestimmung  von  y  aus  x  — 
oder  umgekehrt  —  vom  ersten  Grade  sein  wird  und  gleich- 
zeitig die  Gleichung  der  Geraden  selbst  repräsentiert.  Be- 
hufs Auffindung  dieser  Gleichung  verweise  ich  auf  Fig.  7, 
aus  welcher  man  die  Proportion  abliest 

(a)   .    .    .  PAiPM  =  OAiOB. 
Nun  ist  aber  OA=^a^=r-  — ,  0  B  =  b  =  —  — , 

PA  = X  und  PM  =  y,  weshalb  aus  (a)  folgt 


u 


—  I Uajl:w= : 

\u     '       /    ^  u  V 

oder 

(21)   .    .    .  ux  -^-vy  -\~\  =  0. 

Die  Coordinaten  ar,  y  aller  Punkte  einer  Geraden  (L), 
welche  die  Coordinaten  w,  v  besitzt,  haben  somit  der  Glei- 
chung (21)  zu  gentigen  und  demnach  ist  dies  die  Gleichung 
einer  Geraden  von  den  Coordinaten  Uy  v.  Wir  werden 
gleichzeitig  diese  Form  dfer  Gleichung  der  Geraden  die 
„Normalform''  nennen  und  es  muss  hier  noch  ausdrücklich 
bemerkt   werden,    dass   in   (21)  u  und  v  constante    Größen 
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sind,  während  x  und  y  veränderlich   ersehnen.     IJachdem 

1  1    .  . 

nun  u  =^ und  v  = =-  ist,  resultiert   aus    (?1)    die 

a  0 

Gleichung  der  Geraden  aus  den  Achsenabschnitten 

Es  ist  klar,  dass  die  lineare  Gleichung  Ax  -]-  By  -j^ 
C  =  0  stets  auf  die  Form  (21)  gebracht  werden  kann;  man 

braucht  sie  zu  diesem  Zwecke  blos  mit  dem  Factor  q  =  -^ 

zu  multiplicieren   und    deshalb    ist   auch    das    geometrische 
Äquivalent  der  Gleichung 

(23)   .    .    .   L  =  Ax  +  By  +  C  =  0 

eine  Gerade,  u.  zw.,  wie  ein  Blick  auf  (21)  und  (22)  zeigt, 

A  B 

von  den  Coordinaten  u  =  -z^y  ^  =  yr    ^^^    ^^^    Achsen- 

C  C 

abschnitten  a  = ^    ft  = -.     Diese  Form  der  Glei- 

A^  B 

chung  einer  Geraden  ist  zugleich  eine  allgemeinere  und  wir 

werden  sie  kurz   mit   L  =  o  bezeichnen,   wobei   wir  unter 

das  Symbol  L  das  Trinom  Ax-]-  By'\-C  verstehen. 

Man  kann  jedoch  die  Gleichung  einer  Geraden  auch  aus 
ihrer  Normaldistanz  d  =  NO  vom  Ursprünge  und  dem 
Winkel  a  bestimmen,  welchen  die  Abscissenachse  mit  der 
Normalen  NO  oder  (N)  dieser  Geraden  bildet,  indem  diese 
beiden  Größen  die  Gerade  ebenfalls  eindeutig  bestimmen  und 
daher  nebenbei  bemerkt  als  Coordinaten  der  Geraden  ange- 
sehen werden  könnten.  Hierbei  wird  der  Winkel  a  von  der 
rechten  Hälfte  der  Abscissenachse  von  0*^  bis  360®  herum, 
u.  zw.  von  rechts  nach  links  gezählt  Zufolge  des  früher 
gegebenen  Satzes  über  die  Projection  eines  geschlossenen 
Vielstrecks  wird  fllr  das  in  Fig.  7  erscheinende  Vielstreck 
OPMNO,  wenn  man  die  Normale  {N)  als  Projectionsachse 
annimmt : 

OP  cos  {N,x)  +  PJf  cos  {N,y)  +  MN  cos  {N^L) 

-{-  NO  cos  {N,N)  =  o 

und,  weil  OP  =  a?,  PM  =  y^  NO  =  d,  {x,N)  =  cc, 
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iyjN)  =  ia  — ^  j  und  {N^L)  =  -^-  ist,  so  führt  obige  Ret 

zur  Gleichung 

(24)  .    .    .   Z  H^  oj.cos  cc 'f' ysina -|- d  =  0 

und  dies  ist  die  Grieichung  der  durch  die  Parameter  a  und  d 
bestimmten  Geraden  (Z,).  Die  Gleichung  der  Geraden  in 
dieser  Form  wurde  zuerst  von  dem  berühmten  Mathematiker 
Otto  Hesse  gegeben  und  heißt  deshalb  die  Gleichung  der 
Geraden  in  der  Hesse'schen  Normalform.  Wir  werden 
diese  Gleichung  kurz  mit  l  =  o  bezeichnen  und  das  hier 
vorkommende  Symbol  vertritt  wieder  die  Stelle  des  Trinoms 
X  cos  a  -f-  y  sin  a  -f-  d.  Selbstverständlich  kann  nun  die  Glei- 
chung (23)  immer  auf  die  Form  (24)  zurückgeführt  werden. 
Denn,  nachdem  beide  Gleichimgen  ein  und  dasselbe  geo- 
metrische Äquivalent  besitzen,  können  deren  Gleichungs- 
polynome nur  durch  einen  von  x  und  y  unabhängigen  Factor  q 
von  einander  sich  unterscheiden,  d.  h.  es  muss  stets 
ein  Factor  q  sich  finden  lassen,  für  welchen  die  Identität 
besteht 

(6)   .    .    .   QiAx-^-  By-^-C)  =  X  CO» a-^-y sin a-{'d 

und  hieraus  folgt 

(c)   .    .    .  qA  =  cos  a,     () jB  =  sin (X,     qC  ^^=  d. 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  drei  Gleichungen  erhält 
man  aber,  wenn  man  sie  vorerst  quadriert  und  alsdann 
addiert,  q^^A^-^-B^)  =  1  und  hieraus 

(25)  ...()=  ^ 


es  ist  sonach 

(26)   .    .    .  cos  a  =  -^    sin  a 


d  = 


C 


dz^A^^BK 

Hierbei  hat  man  in  den  Formeln  (26)  das  positive  oder  ne- 
gative Vorzeichen  zu  nehmen,  je  nachdem  die  Größe  C  po- 
sitiv oder  negativ  ist,  indem  d  stets  positiv  und  daher  dann 
nach  der  dritten  der  Gleichungen  (c)  auch  das  Product  q  .  C 
positiv  erscheint. 
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Nach  Gleichung  (5)  besteht  somit  zwischen  den  beiden 
Trinomen  L  =  Ax-\-  By  -j-  C  und  Z  =  aj  cos cc  -f-  y  sin a  -|- ^ 
die  Beziehung 

(27)  ,    .    .  l  ^  qL 

und  ist,  wenn  L  =^  o  die  Gleichung  einer  Geraden  in  der 
allgemeineren  Form  darstellt, 

(28)  .    .    .  qL  =  0 

die  Gleichung  derselben  Geraden  in  der  Hesse'schen  Normal- 
form. Der  Factor  q  erscheint  bestimmt  durch  die  Gl.  (25). 
Für  die  Gleichung  der  Geraden  in  der  durch  (21)  gegebenen 

Form  ist  A  =  Uj  B  =  v,  mithin  n  =  — =  d. 

Nachdem  nun  eine  Gerade  auch  eindeutig  bestimmt  ist 
durch  die  Angabe  zweier  ihrer  Punkte  oder  durch  die  An- 
gabe eines  derselben  .  und  des  Winkels  r  =  (a?,  i),  unter 
welchem  selbe  gegen  die  Abscissenachse  geneigt  ist,  drängt 
sich  von  selbst  die  Frage  heran:  wie  lautet  die  Gleichung 
der  Geraden,  welche  durch  die  Punkte  M^  und  M^  von  den 
Coordinaten  x^yy^^  und  052?  2/2  hindurchgeht,  sowie  die  Glei- 
chung der  Geraden,  welche  durch  den  Punkt  M^  hindurch- 
geht und  mit  der  Achse  der  x  den  Winkel  t  einschließt. 
Hier  ist  wieder  der  Winkel  r  von  der  rechten  Hälfte  der 
Abscissenachse  von  0  bis  180^  herum,  u.  zwar  von  rechts 
nach  links  zu  zählen,  wenn,  wie  in  Fig.  7  angenommen 
wird,  0  (x)  rechts  von  (y)  liegt.  Auf  die  Beantwortung 
der  ersten  Frage  übergehend,  bemerke  ich,  dass,  wenn  u 
und  V  die  Coordinaten  der  durch  die  beiden  Punkte  M^  und 
M^  bestimmten  Geraden  darstellen,  die  drei  Gleichungen 
gleichzeitig  bestehen  müssen  ^ 

wo?  -f-  vy  -f- 1  '===  0 
(d)    .    .    .       uXi-\-  vyi-{-  1  =  0 

ux2+vy2-{-  1  =  0, 

aus  denen  nach   der  Lehre   von  den  Determinanten   durcji 
die  Elimination  von  u  und  v  sich  ergibt 

^?      2/;      1 
(29)   .    .    .  ÄJj,     yn     ^     =  0. 

^2;     2/2;      1 
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Diese  Beziehung  stellt  aber  den  Zusammenhang  dar  zwi- 
schen den  Coordinaten  x^y  irgend  eines  Punktes  der  durch 
die  Punkte  M^  und  M^  bestimmten  Geraden  und  ist  dem- 
nach die  Gleichung  der  letzteren.  Durch  Berechnung  obiger 
Determinante  erhält  man 

und  hieraus  leicht 

(30)  .    .    .      y-y,  =  p^J-  {x-x,) 

als  Gleichung  der  Geraden  M^  M^  in  einer  zweiten  Form. 
Fiele  der  Punkt  M^  mit  dem  Nullpunkte  0  des  Coordinaten- 
systems  zusammen,  so  würde  x^  =  y^  ^=z  o  und  ist  demnach 

(31)  .    .    .   y=  ^.x 

die  Gleichung  einer  durch  den  Ursprung  0  und  den  Punkt 
M^  gehenden  Geraden. 

In  dem  zweiten  Fall,  wo  die  Gerade  durch  Punkt  und 
Richtung  gegeben  ist,  hat  man,  sobald  die  Strecke  M^  M 
mit  R  bezeichnet  wird,  nach  dem  Satze  über  die  Projection 
einer  Strecke  (§  2) 

X  —  a?i  =  i?  cos  T,  y  —  y^  =  R  sin  r 

und  dem  zufolge 

(32)  .    .    .    ^=:f^  =  ^TllL 

cos  r  sm  r 

als  Gleichung  der  Geraden,  welche  übrigens  auch  ersetzt 
werden  kann  durch  die  folgende 

(83)   .    .    .     y  — yi  =  tgr.(aj  — aji). 

Liegt  nun  M^  in  der  Ordinatenachse,  so  wird  nach  der  in 
§  8  gewählten  Bezeichnung,  x^  =  o  und  y^^^^h  und  nimmt 
dann  Gl.  (33)  die  einfache  Form  an 

(34)  .    .    .  y  =  aj.tgr  +  6 
oder,  sobald  man  tgr  =  m  setzt, 

(35)  ,    ,    .  y  =  m.a?+6 

und  es  bedeutet  somit  in  der  letzten  Gleichung,  der  Coefficient  m 
von  X  die  trigonometrische  Tangente  desjenigen  Winkels, 
welchen  die  Abscissenachse  mit  der  Geraden  bildet  und  6 
den  Achsenabschnitt   der  letzteren   auf  der  Ordinatenachse. 

Hahmkb,  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte  2 
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Der  Coefficient  m  heißt  deshalb  auch  der  Richtungscoefficient. 
Liegt  endlich  M^  im  Ursprünge,  dann  ist  x^  =  y^  =  o 
und  also 

(36)  .    .    .  y  =  aj.tgT 

die  Gleichung  der  Geraden. 

Discnssion  der  Gleichiing:  Ax'\-By'{'  C  =  o.  , 

Wir  haben  in  dem  Vorhergehenden  gesehen,  dass  dies  die 
Gleichung    einer    Geraden   ist   von    den   Achsenabschnitten 

C  C  , 

a  = j  und  6  =  —  ^-.     Ist  somit  C  =  o,  so  verschwin- 

m 

den  diese  Achsenabschnitte  gleichzeitig  und  geht  die  Ge- 
rade durch  den  Ursprung,  weshalb 

(37)  ...     Ax-^-By  =  0 

die  Gleichung  einer  durch  den  Ursprung  hindurchgehenden 
Geraden  darstellt,  welche  gegen  die  Achse  der  x  unter  dem 
Winkel    r    geneigt    ist,     resultierend     aus     der    Gleichung 

tgr  = ^,  wie  ein  Blick    auf  Gl.  (36)  sofort  erkennen 

lässt.     Würde   dagegen  -4  =  o,  so  erhielte  man  —    =    o 

oder  a  =  oo,  d.  h.  die  durch  die  Gleichung  By  -]-  C  =  o 
gegebene  Gerade  durchschneidet  die  Achse  der  x  gar  nicht 
oder  ist  zu  der  letzteren  parallel  gerichtet;  es  ist  daher 

(38)  ...     By  +  C  =  o 

die  Gleichung  einer  zur  Achse  der  x  parallelen  Geraden  im 

Abstände  —   -^  vom  Ursprünge  und  ebenso 

(39)  .    .    ..   Ax  +  C  =  o 

die  Gleichung  einer  zur  Achse  der  y  parallelen  Geraden  im 

C 
Abstände  —  -j  vom    Ursprünge.      Die    durch    die    beiden 

letzten  Gleichungen  dargestellten  Geraden  fallen  übrigens 
mit  den  Coordinatenachsen  zusammen,  sobald  auch  C  ver- 
schwindet. Die  Gleichung  der  Abscissenachse  lautet  des- 
halb y  =^  Oj  jene  der  Ordinatenachse  aber  a?  =  o.  Schließ- 
lich mag  noch  derjenige  Fall  erörtert  werden,  wo  A  und  B 

gleichzeitig  verschwinden.     Hier  ist  nun  —  =  -—  =  o  oder 

a  0 


1 

i 
( 
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a  =  6  ==  oo^  d.  h.  die  Grerade  durchschneidet  die  beiden 
Coordinatenachsen  gar  nicht  oder  sie  liegt  unendlich  ferne 
und  man  erkennt  sonach,  das«  bei  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden die  Coefficienten  A  und  B  gleichzeitig  gleich  null 
werden,  dagegen  der  dritte  Coefficient  von  0  verschieden 
sein  muss.  Auf  den  letzten  Fall,  der  an  diesem  Orte  nicht 
weiter  untersucht  werden  mag,  werden  wir  später  bei  den 
homogenen  Coordinaten  noch  einmal  zu  sprechen  kommen 
und  dort  gleichzeitig  die  Gleichung  der  unendlich  fernen 
Geraden  aufstellen. 

§  10.  Oleichiuig  des  Punktes. 

Zwischen  den  Coordinaten  x^  y  eines  Punktes  M  und 
denjenigen  u,  v  einer  durch  letzteren  gelegten  Geraden  (i) 
besteht,  wie  in  §  9  gezeigt  wurde,  die  lineare  Gleichung 

ux-\-  vy  4"  1  =  0. 

Erscheint  nun  u  und  v  constant,  so  drückt  dieselbe  die  Be- 
ziehung aus  zwischen  den  Coordinaten  x^  y  aller  in  der 
Geraden  (£)  liegenden  Punkte,  d.  h.  die  Coordinaten  Xj  y 
derjenigen  Punkte,  welche  in  der  Geraden  liegen,  deren 
Coordinaten  u,  v  sind,  müssen  obiger  Gleichung  genügen. 
Nun  liegt  es  aber  auch  nahe,  die  Annahm^  zu  machen,  dass 
nicht  u  und  v,  sondern  umgekehrt  x  und  y  constant  er- 
scheinen, in  welchem  Falle  die  Gleichung 

(40)   ...     m  ^  aju-|-yv  +  l  =  o 

eine  Beziehung  darstellt,  welcher  die  Coordinaten  w,  v  aller 

derjenigen  Geraden   unterworfen  erscheinen,   welche    durch 

einen  Punkt  hindurchgehen,  der  durch  die  Coordinaten  Xy  y 

gegeben  erscheint,  d.  h.  (40)  ist  die  Gleichung  des  Punktes 

M  von  den  Coordinaten  Xy  y.    Mann  nennt  nun  diese  Form 

der   Gleichung    eines  Punktes    die   „Normalförm"  und   wir 

werden  sie  in  der  Folge  wieder  kurz  mit  m  =^  o  bezeichnen, 

wobei   das  Symbol  m  das   in  Gleichung  (40)  vorkommende 

Trinom  xu  -}-  yv  -{-l  darstellt.    Es  sind  also  in  Gleichung 

(40)  x  und  y  constant,  dagegen  u  und  t;  veränderlich.   Aber 

auch  die  lineare  Gleichung  Au'\'  Bv  -\-  C ^=  o  kann  durch 

1 
Multiplication  mit  dem  Factor  (>  =  -^  auf  die  Form  (40) 

2* 
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gebracht  werden  und  aus  diesem  Grunde  ist  daher  das 
geometrische  Äquivalent  von 

(41)  .    .    .     M.^  Au  +  Bv-^C  =  0 

ebenfalls    ein   Punkt,    welcher    nach    (40)   die    Coordinaten 

A  B 

X  =  -p  und  y  =  7=f  besitzt.     Diese   Form   der   Gleichung 

eines  Punktes  ist  zugleich  eine  allgemeinere  und  mag  in  Hin- 
kunft kurz  mit  M  =^  o  bezeichnet  werden,  wobei  wieder 
M die  Stelle  des  Trinoms  Au-\-  Bv  -\-C  vertritt.  Zwischen 
den  beiden  Trinomen  M  und  m  besteht  die  einfache  Be- 
ziehung 

(42)  .    .    .     m  =  ()M, 

1 
wenn  (>  =  yf  ist;  man  kann  daher  sagen:  ist  ikf  =  o  die 

Gleichung   eines  Punktes   in   der  allgemeinen  Form,    so  ist 

(43)  .    .    .     qM  =  0 

die  Gleichung  desselben  Punktes  in  der  Normalform. 

In  §  9  haben  wir  die  Gleichung  einer  Geraden  be- 
stimmt, welche  durch  zwei  Punkte  ifj  (ajj,  y^)  und  iktj  {x^,  y^) 
gegeben  erscheint;  es  liegt  somit  nahe,  die  Gleichung  des- 
jenigen Punktes  aufzusuchen,  der  gegeben  ist  durch  die 
Coordination  u^,  v^  und  u^,  V2  zweier  durch  ihn  gehenden 
Geraden  {L^)  und  {L^).  Nennt  man  wieder  a?,  y  die  Coor- 
dinaten dieses  Punktes,  so  gelangt  man,  zufolge  der  Glei- 
chung   (40)    zu    den    drei    gleichzeitig    in    Kraft   tretenden 

Gleichungen 

XU  -\-yv  '\-l  =  0 

ajWi-|-y^i+  1  =  0 

aus  welchen  durch  die  Elimination  von  x  und  y  folgt 

u,       V,       1 


(44) 


Wi,      Vi,      1 

U.,        t?o,        1 


und  diese  Beziehung  stellt  den  Zusammenhang  dar  zwi- 
schen den  Coordinaten  u,  v  irgend  einer  Geraden,  die  durch 
den  Schnittpunkt  der  beiden  durch  ihre  Coordinaten  m^,  v^ 
und  u^,  V2  gegebenen  Geraden  (ij  und  (Z^)  hindurchgeht^ 
ist  also   mit    einem  Worte   die    Gleichung    dieses  Punktes. 
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Es  ist  an  sich  klar,  dass  man  GL  (44)  wieder  ersetzen 
kann  durch 

(45)  .    .    .     V  —  V,   =  -^ (u  —  u.). 

Wj — '^l 

Diseussion  der  Gleichung :  AU'\- BV'{'  C  =  o. 

Die  eben  angestellten  Betrachtungen  ließen  erkennen,  dass 
das   geometrische  Äquivalent    dieser   Gleichung    ein  Punkt 

A  B 

ist  von  den  Coordinaten  x  ^=  -^  und  y  ==:  -^«  Würde  da- 
her der  Coefficient  B  ^=  o^  so  ist  y  =  o  und  liegt  der 
Punkt  in  der  Abscissenachse,  weshalb  auch 

(46)  ...     Au  +  C  =  0 

die  Gleichung  eines  der  Abscissenachse  angehörigen  Punktes 

A 
ist,  dessen  Entfernung  vom  Ursprünge  gleich  ~j=t  wäre ;  ebenso 

leicht  findet  man  auch,  dass 

(47)  ...     Bv^C  =  0 

die  Gleichung  eines  in  der  Ordinatenachse  liegenden  Punktes 

repräsentiert,    dessen  Entfernung  vom  Ursprünge  gleich  -w 

ist.  Wird  C  allein  gleich  null,  so  stellt  vorliegende  Gleichung 
einen  Punkt  dar,   dessen  Coordinaten   x,  y  resultieren   aus 

den  Gleichungen  —  =  -j,   —  =  ^  ^^^^  a?  =  oo^  y  =  oo 

X         jcx      y         Jj 

und  d.  s.  die  Coordinaten  des  gemeinsamen  unendlich  fernen 

Punktes   aller   derjenigen   zu    einander   parallelen  Geraden, 

welche    gegen    die    Abscissenachse    unter    dem    Winkel    r 

geneigt    sind,     bestimmt     durch    tg  r  =   — p,    indem  ja 

V  B 

nach    den    vorhergegangenen    Gleichungen    -^  =   -^^     ist. 

X  ^x 

Hieraus  folgt  aber  auch  zugleich  die  geometrische  Bedeu- 
tung der  beiden  Gleichungen  u  =  o  und  v  =  o.  Denn 
setzt  man  in  der  Gleichung  zur  Bestimmung  des  Winkels  r 

zunächst  -4  =  1  und  B  =  o,  so  erhält  man  tg  t  =  -^  =  o, 

d.  h.  die  Geraden,  deren  unendlich  ferner  Punkt  durch  die 
Gleichung  u  =  o  bestimmt  erscheint,  sind  parallel  gerichtet 


32  II.  §  11.  Das  Gesetz  der  Keciprocität. 

zur    Abscissenachse ;    substituiert   man    aber  in  tgr  =  -j' 

-4  =  0  und  5  =  1,  so  erhält  man  cotgr  =  —  =  o  und 

sind  somit  diejenigen  Geraden,  deren  unendlich  femer  Punkt 
durch  V  =  0  gegeben  ist,  sammt  und  sonders  parallel  zur 
Ordinatenachse.  Endlich  verbleibt  noch  derjenige  Fall  in 
Betracht  zu  ziehen,  wo  die  Coefficientön  A  und  B  gleich- 
zeitig verschwinden,  C  aber  von  null  verschieden  ist.     Da 

jetzt  X  =  y  =  -^  =  o  werden,  ist  das  geometrische  Äqui- 
valent unserer  Gleichung  der  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
systems.  Wir  werden  später  bei  den  homogenen  Coordina- 
ten  auf  die  Gleichung  des  Ursprungs  noch  einmal  zu  sprechen 
kommen  und  heben  jetzt  nur  hervor,  dass  der  Ursprung 
und  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  unseres  Coor- 
dinatensystems  zu  einander  reciprok  sind. 

§  11.   Das  Oesetz  der  Beciprocität. 

Vergleicht  man  die  in  dem  letzten  Paragraphen  gefun- 
denen Gleichungen  mit  jenen  des  Paragraphen  9,  so  ergibt 
sich  zwischen  beiden  ein  bemerkenswerter  Zusammenhang. 
Um  nun  diesen  sofort  zu  erkennen,  stellen  wir  die  diesbezüg- 
lichen Gleichungen  zusammen.     So  ist  nach  dem  Früheren 


(a)    ...   ux  -{-vy  -]-  1  ==  0 

die  Gleichung  einer  Geraden 
von  den  Coordinaten  t/,  v, 
wenn  u,  v  constant  und  a?,  y 
veränderlich 


a?t*  +  yv-j- 1  =  0   .   .  .   (a^) 

die  Gleichung  eines  Punktes 
von  den  Coordinaten  x,  y, 
wenn  a?,  y  .constant  und  w,  v 
veränderlich 


gedacht  werden  und    aus  diesen  Gleichungen   ersieht  man, 
dass  das  geometrische  Äquivalent  der  linearen  Gleichung 


(b)  .  .  .  Äx-{-By  +  C  =  o 
eine  Gerade  ist  von  den  Coor- 
dinaten   u    =   Yfj  ^  =  yf  ? 

während  x,  y  die  Coordina- 
ten irgend  eines  Punktes  in 
dieser  Geraden  darstellen. 


Äu  +  Bv'i'C=o  .  .  .  (60 
ein  Punkt  ist  von  den  Coor- 
dinaten X  =  Yf,   y  =  ~7T  7 

während  u,  v  die  Coordina- 
ten irgend  einer  durch  diesen 
Punkt  gelegten  Geraden  sind. 
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Ferner  fanden  wir  in  §  9  und  §  10 


(c) 


o?. 


X, 


1 

1 
1 


u. 


V, 


u 


w 


29 


V 
V 


IJ 


29 


1 
1 
1 


=  0  .  .  .  (c^) 


als  Gleichung  des  Schnitt- 
punktes zweier  Geraden  (Z^) 
und  (Lj)  von  den  Coordina- 
ten  Ulf  Vi  und  %,  t;,. 


als  die  Gleichung  einer  durch 
die  beiden  Punkte  M^  und  M2 
bestimmten    Geraden^    wenn 

*i?  Vi  ^^^  ^2>  y«  ^^ö  Coor- 
dinaten    dieser  Punkte   sind. 

Wie  (a)  bis  (6^)  lehren,  erhält  man  somit  die  Glei- 
chung des  Punktes  aus  der  Gleichung  der  Geraden,  wenn 
man  in  letzterer  die  veränderlichen  Coordinaten  x,  y  ersetzt 
durch  die  veränderlichen  Liniencoordinaten  Uy  v  oder,  wenn 
man  sich  x,  y  nicht  als  Punktcoordinaten^  sondern  als 
Liniencoordinaten  denkt.  Ganz  dasselbe  gilt,  sobald  man 
(c^)  aus  (c)  herleitet;  auch  hier  hat  man  blos  Punktcoordi- 
naten  durch  Liniencoordinaten  zu  ersetzen.  Dies  stimmt 
jedoch  auch  mit  der  Thatsache  überein,  dass  in  der  Ebene, 
der  Geraden  der  Punkt  und  mithin  der  Verbindungsgeraden 
zweier  Punkte  der  Schnittpunkt  zweier  Geraden  reciprok 
gegenüber  steht.  Wir  werden  in  der  Folge  sehr  häufig 
derartige  Betrachtungen  anstellen  und  dadurch,  dass  in  einer 
Gleichung  zwischen  veränderlichen  Punktcoordinaten  die 
letzteren  ersetzt  werden  durch  veränderliche  Liniencoordi- 
naten, Sätze  gewinnen,  welche  bereits  gefundenen  Sätzen 
reciprok  gegenüber  stehen.  Dies  alles  wäre  jedoch  ohne 
Zuhilfenahme  der  Liniencoordinaten  ganz  unmöglich  oder 
doch  sehr  schwerfällig  und  hat  demnach  Plücker  durch  die 
Einführung  der  Liniencoordinaten  die  analytische  Geometrie 
wesenüich  erweitert  und  diese  der  sogenannten  neueren 
Geometrie  würdig  zur  Seite  gestellt. 

um  schon  hier  in  das  Wesen  der  Reciprooität  inten- 
siver einzudringen,  mögen  noch  eine  Reihe  von  passend  ge- 
wählten Beispielen  und  Sätzen  vorgeführt  werden. 

Es  sind  zu  bestimmen  die  Coordinaten 


des   Schnittpunktes   der  bei- 
den Geraden 

A  =  ^,aj  +  J5,y  +  .Ci  =  0, 
i  =  1,2. 


der  Verbindungsgeraden  der 
beiden  Punkte 

i  =  1,2. 


24 


II.   §  11.  Das  Gesetz  der  Reciprocität. 


Nachdem  der  Schnitt- 
punkt beiden  Geraden  ange- 
hört, haben  seine  Coordinaten 
den  Gleichungen  zu  genügen : 

A,x  +  5,2/  +  C'i  =  0 
Ä^x  +  B^y  +  Q  =  0 


Nachdem  die  Verbin- 
dungsgerade durch  beide 
Punkte  hindurchgeht,  haben 
ihre  Coordinaten  den  Glei- 
chungen zu  genügen: 
A^u  +  B^v  -f-  Ci  =  0 
Ä^u  -f-  B^v  -f  Cg  =  0 

und  sind   daher   die  Wurzeln    dieser   zwei  Gleichungen  die 
gesuchten  Lösungen.     Für  die  Coordinaten 


des     Schnittpunktes     beider 
Geraden 


der  Verbindungsgeraden  bei- 
der Punkte 


erhält  man  somit 


(48) 


X 


y 


jBj  Cj  —  B^  (7j 

C/j  -CL2   02  ■".! 


_  -Bi  Cg  —  -Bg  Ci 
A,B,-A,B,' 

Oj  ^2  ~~^  \^2  ■"•1 

^  a^b^-a;b^- 


(49) 


V 


Ist  nun  in  einem  speciellenFall  der  Nenner  A^B^  —  Juj  JS^  =  0, 
oder  A^  =  kA^  und  B2  =  AjJ5i,  so  wird 
1  1 


=  —  ==  0,  d.  h.  03  =  V  =00 
OS  y  '  ^ 

und  durchschneiden  sich  die 
beiden  Geraden  L^  =:  0  und 
L2  "=  0  gar  nicht  oder  sind 
parallel.  Zwei  gerade  Linien, 
deren  Gleiohungspolynome 
nur  durch  das  letzte  Glied 
sich  unterscheideu,  sind  daher 
parallel. 


11 
—  =  —  =  o,a.h.u  =  v  =  oo 

u         V 

und  folglich  a  =  6  =  —  =  0, 

weshalb  die  Verbindungsge- 
rade durch  den  Ursprung  geht. 
Zwei  Punkte,  deren  Gleich- 
ungspolynome nur  durch  das 
letzte  Glied  sich  unterschei- 
den,   bestimmen    somit    eine 


Gerade  durch  den  Ursprung. 
Man  soll  untersuchen,  wann  die  durch  die  Gleichungen 


A  ^  AiX  +  B^y  +  Ci  =  0, 
i  ==  1,2,3,  gegebenen  drei 
Geraden  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  sich  durch- 
schneiden. 

Nimmt  man  an,  dass  die 
drei  Geraden  in  der  That  in 
einem  einzigen'  Punkte   sich 


Mi  ^  A^u  -f-  BiV  -f-  C5  =  0, 
i  =  1,2,3,  gegebenen  drei 
Punkte  in  einer  und  derselben 
Geraden  liegen. 

Nimmt  man  an,  dass 
die  drei  Punkte  in  der  That 
in    einer    einzigen    Geraden 


n.  §  11.  Das  Gesetz  der  Reciprocität. 


25 


durchschneiden^  so  muss  ein 
Wertesystem  von  cc,  y  exi- 
stiren^  welches  den  drei 
Gleichungen 

A^x -{- B^y -\- C^  =  0 


liegen,  so  muss  ein  Werte- 
system von  u,  V  existieren, 
welches  den  drei  Gleichungen 

Si»M-  a;hv  +  q  =  0 

JLgtt  +  ÄgV  +  Cg  =  0 


gleichzeitig  gentigt,    und  aus   diesen   findet    man  durch  die 
Elimination  von  x  und  y,  beziehungsweise  u  und  v 

Au     -Bu     W 


(50) 


A^y 

Afij 


•^2? 
-^3? 


'2 
'3 


0 


als   Bedingimg,    welche    erfüllt    sein  muss,    damit   die   drei 


Punkte  in  einer  und  derselben 
Geraden  liegen. 


Geraden  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  sich  durch- 
schneiden. 

Aus  der  eben  gewonnenen  Gleichung  (50)  folgt  aber  noch, 
dass  die  drei 


Geraden  von  den  Coordinaten 
Uiy  Viy  i  =  1?2,3,  dann  in 
einem  einzigen  Punkte  sich 
durchschneiden,  wenn 

Vi,     1 

W«,        Vo,        1 


(51) 


3> 


3> 


Punkte  von  den  Coordinaten 
x^y  y„  1=  1;2,3,  dann  in  einer 
einzigen  Geraden  zu  liegen 
kommen,  wenn 

2/2?     1 


X 


i) 


X, 


2y 


x^ 


8;       2/8  > 


(53) 


wird. 


Mittelst  der  Gleichung  (50)  lassen  sich  auch  zwei  wichtige 
Sätze  herleiten,  von  denen  wir  später  noch  häufig  Gebrauch 
machen  werden.  Es  ist  nämlich  nach  den  Elementen  der 
Determinantentheorie  die  3^  elementige  Determinante 


Ai,    ^i;    ii 

A27    -^2?    ^2 
A^y    -D3,    Z/3 

-^17    ^1)    A^ 

Ai)  B^y  A2 
-^37  -"s;  -^3 


A,,  B,,  {A,x  +  B,y  +  C,) 
^2,  2^2,  {A^x  +  B^y  -f  (72) 
^,   ^3,  (A,aj  +  53y4-  C3) 


cc  -j- 


-^2?   -^2;    "^2 


y  + 


^a«     x7q,     Ol 


"■s; 


'27 
'37 


8 


und  hieraus  folgt,  nachdem  die  beiden  ersten  Determinanten 
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rechts    vom   Gleicheitszeichen  für  sich  verschwinden,   unter 
gleichzeitiger  Berücksichtigung  von  (50) : 


-0-2;    -^27    ^2 


0 


oder   nach    erfolgter   Berechnung    der    in    dieser  Gleichung 
vorkommenden  Determinante 

{A,B,-A,B^).L,^{A^B,-A,B^).L^+{A,B^-A^B,). 

Setzt  man  jetzt  noch 

fti  :=A^B^  —  A^B^,  k^  =  A^Bj^  —  A,B^,  k^  =  A^B^  —  A^B^, 

so  erhält  man    nach    dem  Gesetze  der  Reciproeität  die  bei- 
den wichtigen  Sätze: 

Durchschneiden  die  drei 
Geraden 

A  =  A,x  +  B^y  +  Ci  =  0,     Ml 
i  =  1,2,3, 

sich  in  einem  und  demselben 
Punkte, 


Liegen  die  drei  Punkte 
i  =  1,2,3, 


in   einer   und  derselben   Ge- 
raden, 

so  lassen  sich  stets  drei   reelle  Coefficienten  äJi,  ig;  ^^^  ^3 
ausfindig  machen,  für  welche  die  Identität  besteht: 

(53)  *!  L,  +  k^  LA- ksL^=o  1  k,M^+k^M^  +  k^M^  =  o  (54) 


Und  umgekehrt. 


Sind  demnach  w,,  Vj,  i  =  1,2,3, 
die  Coordinaten  dieser  drei 
Geraden, 


Sind  demnach  oji,  y,,  i  =  1,2,3, 
die  Coordinaten  dieser  drei 
Punkte, 


so  erscheinen  dieselben  unter  einander  verbunden  durch  die 
nachfolgenden  Gleichungen,  u.  zw.: 


*1  ^1  +  *^2  «*2  +  *3  ^3    ==    0 

K  ^1  +  ^^2  ^2  +  h  ^3    —    Oy 


K  Vi  +  *^2  ^2  +  h  ys  =  0, 


wenn  noch  zwischen  den  drei  hier  in  Betracht  kommenden 
Coefficienten  ki  die  Bedingung  obwaltet: 

/Cj   -|-  /C2  -f-  ^B    ^^^    ^* 

Im  Anschlüsse  sollen  zur  weiteren  Erklärung  des  hier 
erörterten  Principes  der  Reciproeität  oder  Dualität  noch  die 
folgenden,  ebenfalls  nicht  unwichtigen  Sätze  beigefügt  werden. 
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In  einer  imaginären  Ge- 
raden***) existiert  blos  ein 
einziger  reeller  Punkt. 


L=  {A  -f  tA')x  -f  (5  +  iB')y 

+  (C  +  iC")  =  o 
die  Qleichung  der  imaginären 
Geraden,  so  ersetze  man  erstere 
durch  die  folgende 

L={Ax-{'By-{'C) 
+  i  {A'x  +  B'y  +  C")  =  0 


Durch  einen  imaginären 
Punkt***)  kann  man  bloa 
eine  einzige  reelle  Gerade 
hindurchlegen. 

Denn  ist 

M=  {A  +  iA')u  +(J5  -^iB')v 

-^iC  +  iC)  =  0 
die  Gleichung  des  imaginären 
Punktes,  so  ersetze  man  erstere 
durch  die  folgende 

M=iAu'\'Bv  +  C) 
+  i  (^'w  +  5't;  +  (?)  =  0 


und  diese  Gleichungen  werden  für  solche  Werte  von  x  und  y^ 
beziehungsweise  u  und  v,  befriedigt,  welche  den  beiden  Be- 
dingungen gleichzeitig  genügen 


Ax+By-^-C  =  0 
A'x  4-  B'y  +  C  =  0. 


Au  +  Bv  +  C  =  0 
A'u  +  jB'v  +  (?  = 


o. 


Nun  existiert  aber  blos  ein  Wertesystem  von  x  und  y,  be- 
ziehungsweise u  und  Vj  welches  die  beiden  obigen  Gleichungen 
befriedigt,  daher  etc.  etc. 


p 


Eine  reelle  Gerade  ent- 
hält unendlich  viele  imaginäre 
^  JPupktejand  sind^jg^==.jg  +  ji, 
y  =  r-f-ts  die  Coordinaten 
eines  solchen  Punktes^  so 
sind  es  auch  a?'  =  j?  —  qi, 
y'  =  r  — 18. 


Durch  einen  reellen 
Punkt  können  unendlich  viele 
imaginäre  Geraden  gelegt 
werden  und  sind  u=^p'\-  qiy 
V  ==  r-|-i«  diö  Coordinaten 
einer  solchen  Geraden,  so  sind 
es  auch  u*=p  —  jt,  v'=  r  — i«. 


***)  Um  die  Ergebnisse  der  Analyse  ohne   Ausnahme   und   ein- 
heitlich formulieren  zu  können,  denken  wiv  uns  durch 


Au'\-Bv  +  C=^o 


w  =  m,  t;  =  n 


oder 


Ax  +  By'\-C=o 
auch  dann  noch 
einen  Punkt  |  eine  Gerade 

dargestellt,  wenn  die  hier  vorkommenden  Constansten 
a  und  6,  respeotive  A^  B  und  C    \  m  und  n,  respective  -4,  B  und  C 
nicht  mehr  reell  erscheinen,  sondern  complexe  Grössen   repräsentieren 
und   diesen  Punkt,    beziehungsweise   diese    Gerade,    nennen   wir   zum 
Unterschiede  von  dem  wirklich  existierenden  Punkte  und  der  wirklich 
existierenden  Geraden  einen  imaginäi^en  Punkt,  eine  imaginäre  Gerade. 
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Denn  unter  der  Annahme,  dass 


0?    =jo-j-jt^     y    =    ^-j-i^ 

die  Coordinaten  eines  Punk- 
tes der  Geraden 

L  =  Ax-^-By  +  C  =  0 


u  =p  -^  qi,  V  =  r  -\-i8  die 
Coordinaten  einer  Geraden 
aus  dem  Punkte 


darstellen^  muss 

A{p^qi)+B{r'\-i8)'{'G  =  0 

oder 
Ujt>  +  jBr  +  C)+i(J.2  +  ü«)  =  0 

werden  und  diese  Gleichung  kann  nur  für  solche  Werte 
von  p,  q,  r  und  %  erfüllt  erscheinen,  für  welche  ein  jeder 
der  beiden  Klammerausdrücke    für   sich   verschwindet,  also 

Ap-^- Br-^-C  =^  0,        Aq'\'B8=^o 

wird.  Nun  gibt  es  aber  unendlich  viele  Wertesysteme  von 
p,  g,  r  und  s,  welche  den  beiden  obigen  Bedingungen  zu- 
gleich genügen  und  folglich  auch  unendlich  viele  Punkte, 
die  in  der  Geraden  L  =  o  liegen  oder  unendlich  viele  Ge- 
raden, welche  durch  den  Punkt  3f  =  o  hindurchgehen. 
Sind  aber  die  beiden  letzten  Gleichungen  erfüllt,  so  ist  auch 

und  genügen  somit  auch  die  Punktcoordinaten,  beziehungs- 
weise Liniencoordinaten 

a?=^  —  qi^       y  ^=.  T  —  t.«|w=j9  —  jt,        t;  =  r  —  \% 

der  Gleichung 

daher  etc.  etc. 

§  12.    Aufgaben  über  Funkt  und  Gerade. 
a)   Sformaldistanz    einer    Geraden    von    einem 

Punkte.  Bei  dieser  Aufgabe  mache  man  vorläufig  die 
Annahme,  dass  die  Gleichung  der  Geraden  (L)  gegeben  sei 
in  der  Hesse'schen  Normalform  l^^x  cos  a  -|-  y  sin  a  -f-  d  =  o, 
während  der  Punkt  M^  durch  seine  Coordinaten  cc^,  y^  be- 
stimmt erscheint.  Ist  nun  N^  (Fig.  8)  der  Fußpunkt  der 
durch  den  Punkt  M^  auf  die  Gerade  (Z)  gefällten  Senk- 
rechten, so  ist  JV^ilfi  =  d  die  zu  suchende  Normaldistanz 
der  Geraden  (i)  von   dem  Punkte  M^  und  diese   erscheint 
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dann  positiv,  sobald  der  Punkt 
Jlfj  mit  dem  Ursprünge  0  auf 
derselben  Seite  der  Geraden 
(i)  zu  liegen  kommt,  indem 
wir  bereits  in  dem  Früheren 
die  Strecke  NO  =  d  als  po- 
sitiv angenommen  haben,  d.  i. 
die  Entfernung  der  Geraden 
(i)  von  dem  Ursprünge  O, 
und  nicht  ON.  Befände  sich 
dagegen  (Z)  zwischen  0  und 
M^j  so  wäre  selbstverständlich  N^  M^  nicht  mehr  positiv, 
sondern  negativ.  Um  nun  die  Normaldistanz  ö  ==^  N^  M^ 
der  Geraden  (i)  von  dem  Punkte  M^^  zu  ermitteln,  kann 
man  sich  wieder  des  Satzes  über  die  Projection  eines  ge- 
schlossenen Vielstrecks  (§  2)  auf  eine  Gerade  bedienen,  und 
gelangt  dann  durch  die  Projection  des  geschlossenen  Viel- 
strecks OP^M^NiNO  auf  die  Gerade  NO  oder  (N)  als 
Projectionsachse ,  wenn  man  gleichzeitig  bedenkt,  dass 
OPj  =  a?i  und  Pi-M^  =  yi  ist,  zur  Gleichung 


Fig.  8. 


Xi  cos  a  +  ^1  cos 


(°-f)+ 


rfcosjr-(-^i  ^cos 


J€ 


-|-  d.cos  0  ^=^  0 
und  hieraus  folgt 

(55)   ...     rf  =  0?!  cos  a-^-yi  sin  a  -[-  d. 

Ersetzt  man  daher  in  dem  Gleichungspolynom  der  Hesse'schen 
Normalform  der  Gleichung  einer  Geraden  die  veränderlichen 
Coordinaten  x,  y  durch  jene  eines  außerhalb  der  Geraden 
liegenden  Punktes,  so  erhält  man  die  Normaldistanz  der 
Geraden  von  diesem  Punkte.  Mittelst  der  Gleichung  (55)  ist 
man  aber  auch  in  der  Lage,  die  Normaldistanz  der  durch 
L  ^  Ax-^-  By  -^-C  =  0  gegebenen  Geraden  von  dem 
Punkte  Afj  (a?i,  y{)  zu   bestimmen.     Denn  nachdem,  wie  in 

1 


§  9  gezeigt   wurde,   l  =  q  L  und  q  = 
wird  hier 


(56) 


cf  = 


VI^-}-B^ 
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und  ist  in  dem  Ausdrucke,  rechts  vom  Gleichheitszeichen, 
<las  positive  oder  negative  Vorzeichen  zu  wählen,  je  nach- 
dem C  positiv  oder  negativ  erscheint.  Daher  ist,  wenn  die 
Gerade  (i)  nicht  durch  eine  Gleichung,  sondern  durch  ihre 
Coordinaten  m,  v  bestimmt  wäre,  deren  Normaldistanz  von 
dem  Punkte  M^  gleich 

(57)  ...    rf  =    v;^+^*    • 

b)  Winkel  zweier  Geraden,  welche  gegeben  er- 
scheinen durch  die  Orleichungen  (58)  L^^  AiX-\'Biy 

-}-  Ci  =  o,  1  =  192«  Nennt  man  wieder  e  =  (i^,  L^)  den 
zu  suchenden  Winkel,  femer  a^  =  {xjN^)  und  a^  =  {xjN^) 
die  Winkel,  welche  die  Achse  der  x  mit  den  Normalen  {N^) 
und  {N^)  dieser  zwei  Geraden  bildet,  so  ist  zunächst 

B  =  «2  —  «1 7 
mithin  nach  den  in  §  4  gegebenen  Formeln 

cosf  =  cos«!  cosag  "|- siii«i-8in<X2 
^  '    '    '     sin  £  =  sin  «2  cos  o^  —  cos  «^  sin  a^ 

und  handelt  es  sich  jetzt  nur  noch  darum,  cosai  und  sinai 
durch  die  in  den  Gleichungen  (58)  der  beiden  Geraden  vor- 
kommenden Coefficienten  zu  bestimmen.  In  §  9  fanden  wir 
aber 

cosa.  =  V3;r^^ 
(6)   ■    .    .  ^. 

sina,  =    V2;rqrBr»;    i  ==  1»2 

und  durch  Substitution  dieser  Werte  ftlr  cosai  und  sinai  in 
(a)  ergibt  sich  demnach 

"""^  '  ~    V(37T^i  *)  •  (At  ^  +02  *)  ' 
(58J ...  _  A,B,-A^,     _ 

und  hieraus  folgt,  wenn  man  die  erste  dieser  Gleichungen 
durch  die  zweite  dividiert 

tff.  -   A^,^A^B, 
^  A,A,  +  B,B,' 

Tvodurch  die  eigentliche  Aufgabe  gelöst  erscheint.    Sind  die 
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beiden  Geraden  zu  einander  parallel  gerichtet,  so  ist  e  =  o, 
sinf  =  o  und  deshalb 

(59)  .    .    .     A^B^—Ä^B^  =  0, 

woraus  die  beiden  Gleichungen  fließen  A^  =^  kA^  und 
B^=k,B^,  Die  Gleichungen  von  zwei  parallelen  Geraden 
können  demnach  immer  auf  die  Formen  gebracht  werden: 
ii  =  A^x  +  B^y  -f  6\  =0,  ia  =  A^x  +  B^y  +  C^'  =  o. 
Stehen  dagegen   die  beiden  Geraden  L^  =  o  und  L^  =  o 

auf  einander  senkrecht,  so  ist  6  =  -^ ,  cos  £  =  o,  mithin 

(60)  .    .    .     A^A^  +  5iÄj  =  0. 

Aus  dieser  Betrachtung  folgt  sofort,  dass  die  Gleichung 
einer  Geraden,  welche  durch  den  Punkt  M^ix^^y^)  hin- 
durchgeht und  parallel  gerichtet  ist  zur  Geraden  L  ^  Ax 
+  5y  +  (7  =  o,  lautet 

(61)  .    .    .     A{x-x,)  +  B(y-y,)  =  o, 

dagegen  die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  M^  auf L=  o 
gefällten  Normalen 

(62)  .    .    .       —^ --g— 

und  wird,  des  besseren  Verständnisses  wegen,  bei  dem  letz- 
teren Fall  noch  bemerkt,  dass  der  Winkel  (x,  JV),  welchen 
die  Abscissenachse    mit  der  Normalen  der  Geraden  L  =  o 

einschließt,  gleich  a  ist  somit =  ^^Ml.    die    Glei- 

'  °  cosoc  sina 

chung  der   durch   den   Punkt  M^    auf  die   Gerade   L  =  o 

gefällten  Senkrechten  in  der  ersten  Form  darstellt.     Nun  ist 

aber,  wie  in  §  9  gezeigt  wurde,  cos  a  =  qA,  und  sin  a  =  q  .  Bj 

wodurch  die  letzte  Gleichung  in  (62)  übergeht. 

Erscheinen  die  Gleichungen  der  beiden  Geraden  (Z^) 
und  (ig);  deren  Neigungswinkel  s  zu  bestimmen  wäre,  ge- 
geben in  den  Formen 

(63)  ...     y  =  m^.x  -j-b^         y  =  wi^ a?  +  ^a ; 
so  ist,  wegen  tg(a;,  Z^)  =  m^,  tg(a?,  Lj)  =  m^  und  (L^jL^) 


(64)  ...     tg£  = 


1712  — ^l 

1  -(-  m^ .  wig 
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Die  durch  die  Gleichungen  (63)  festgesetzten  Geraden  haben 
somit  dieselbe  Eichtung,  wenn 

(65)   .    .    . 


tfit   ^=  m, 


2 


ist,    sie    stehen    dagegen    auf    einander    senkrecht,    sobald 
1  -(-  wi-i  mg  =  0,  d.  h. 

(66)  ...     wig  = 


m 


2 


wird. 

Die  Aufgabe  (6)  erscheint  auch  dann  noch  leicht  lös- 
bar, wenn  die  Geraden  (i^)  und  (^2)^  nicht  durch  ihre 
Gleichungen,  sondern  durch  ihre  Coordinaten  t^,  v^  und 
^2?  ^2  gegeben  wären.  Da  nämlich  hier  einfach  Ai  =  Ui 
und  Bi  =  Vi  ist,  so  nehmen  die  früheren  Gleichungen  (58,) 
die  Form  an 

^1  «*2  +  ^1  ^2 


(67) 


COSf 


sm£ 


«t  t>a  —  «a  v^ 


und  aus  diesen  Formeln  ergibt  sich  für  den  Parallelismus 
beider  Geraden 

(68)  .    .    .     u^v^  —  u^v^  ^=^  0 

und  für  den  Fall,  dass  dieselben  auf  einander  senkrecht 
stehen 

(69)  .    .    .     Uy^u^-^-ViV^  =  0.    . 

c)  Man  bestimme  den  Flächeninhalt  eines  Drei- 
seits  aus  den  Coordinaten  seiner  drei  Seiten.    Nennt 

man  W|,  Vj,  i  =  1,2,3,  die  Coordinaten  der  drei  Seiten  (Li) 
des  Dreiseits  und  aji,  j/i  jene  der  den  letzteren  gegenüber 
liegenden  Ecken  JMJ,  so  ist  zunächst 

^1  a?i  +  ^1  yi  +  1  =  K 
(a)   .    .    .     u^x^+v^y^  +  l  —  0 

Wi  a?3  +  Vi  ^3  +  1  =  o 


1*2  a?i  +  ^2  yi  +  1  =  0 

^2  *^2      l     ^2  ^2  "T"  ■*■    ^^^^    ^2 
^2^3  +^2^3  +  1    =    0 


^8  »1  +  t?3  yi  +  1    =    O 

W3  a?2  +  ^3  ys  +  1   =  0 


^3  «3  +  ^8  y  3  +  1 


k 


3> 


wenn  k^y  k^  und  A3  drei  noch  zu  bestimmende  Größen 
sind.  Aus  den  eben  aufgestellten  Gleichungen  ergibt  sich 
nach  dem  Multiplicationstheorem  der  Determinanten 
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»I» 

1 

«„ 

!fu 

1 

Vi, 

1  . 

aSj, 

y« 

1 

«'s» 

1 

Ufa, 

V», 

1 

1  "     2  •     3 


(6)     .     .      .  1*2, 

und  hieraus  ersieht  man^  weil  die  zweite  der  links  vom 
Gleichheitszeichen  stehenden  Determinanten  nach  §  6  den 
doppelten  Flächeninhalt  unseres  Dreiseits  angibt,  dass  die 
hier  gestellte  Aufgabe  gelöst  ist,  sobald  es  gelingt,  die 
Coefficienten  ä,,  i  =  1,2,3,  durch  Ui  und  Vi  auszudrücken. 
Zu  diesem  Zwecke  eliminiere  man  aus  jenen  drei  Gleichun- 
gen der  Gruppe  (a),  welche  in  der  ersten  Zeile  sich  befin- 
den, die  Coordinaten  x^^  y^  und  erhält  dadurch 


«1,  «1,  (1- 

-K) 

«l>  «i;   1 

«17    Vi,    K 

ttj,    Vj,      1 

«3,  i;„  1 

Mj,    Vj,    0 

«8,    «3,      1 

«8>    «S>    1 

«3,    Vj,    0 

oder 

sobald  Ä  die  erste  links  vom  Gleichheitszeichen  in  (6) 
stehende  3^  elementige  Determinante  bezeichnet  und 
j!lf,i  ==  ( — iy+*mal  jener  Minore  ist,  die  aus  A  durch  Un- 
terdrückung der  Zeile  i  und  Colonne  k  hervorgeht.  Schlägt 
man  noch  für  die  Bestimmung  von  Äg  und  k^  den  analogen 
Weg  ein,  so  findet  man 

( C )     •      •      •        Kl      - 


"^2    ""■ 


-^2?3 


A/f 


A 


-^173  -^2?3  -"373 

und  aus  diesen  drei  Gleichungen  und  der  früheren  (6)  folgt 
durch  die  Elimination  von  i^,  k^y  und  feg,  wenn  man  noch 
den  zu  suchenden  Flächeninhalt  des  Dreiseits  mit  jPbezeichnet 

(65) 


2F  = 


-^i;s  'A 


2?3  «-^S« 


Die  hier  vorkommenden   Größen  A  und  JL^,*  sind  natürlich 
Functionen  der  Coordinaten  w,,  v*,  und  zwar  ist: 

1 


(66) 


(67) 


A  = 


^2,    ^2  7     -^7 
W3,    V3,     1 


..      ^1,3  =^2  ^3—%  ^27     ^273  =  ^3  ^1  —  "^1 '^3? 
^373    =    ^1^2—^2  1^1. 
Havkeb,  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte.  3 
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§  13.    Transformation  der  Coordinaten. 

Mitunter  erscheint  es  geboten,  die  Coordinaten  eines 
Punktes  oder  einer  Geraden  in  Bezug  auf  ein  bestimmtes 
Parallel- Coordinatensystem  auszudrücken  durch  die  Coordi- 
naten derselben  geometrischen  Gebilde,  jedoch  bezogen  auf 
ein  anderes  Coordinatensystem  dieser  Art.  Diese  Operation 
nennt  man  nun  die  Transformation  der  Coordinaten  und 
wir  wollen  dieselbe  ftir  diejenigen  Fälle  in  Betracht  zieheD, 
welche  bei  den  folgenden  Untersuchungen  wichtig  sind, 
hierbei  aber  auch  gleichzeitig  die  Liniencoordinaten  mit  be- 
rücksichtigen. 

1.  Fall.  Die  beiden  Coor- 
dinatensysteme  (Fig.  9)  haben 
dieselben  Achsenrichtungen,  aber 
verschiedene  Anfangspunkte.  Wir 
bezeichnen  nun  die  Coordinaten- 
-[x*j  achsen  des  einen  Systems  I  mit 
{x)  und  (y),  jene  des  anderen  II 
^^^-^  mit  ix*)  und  (y')  und  nennen  dem 
entsprechend  a?,  y  die  Coordinaten 
irgend   eines  Punktes  M  im  Sy- 


Fig,  9. 


(68) 


.  (69) 


stem  I,  0?',  y*  die  desselben  Punktes  in  II,  ferner  w,  v  die 
Coordinaten  irgend  einer  Geraden  (Z)  im  System  I,  u%  v*  die 
derselben  Geraden  in  11,  endlich  x^^  y^  die  Coordinaten  des 
Ursprungs  M^  des  Coordinatensystems  II,  bezogen  auf  I. 
Ein  Blick  auf  die  beigegebene  Figur  lehrt  nun,  dass  zwischen 
den  Punktcoordinaten  a?,  y  und  a?',  y*  die  Beziehungen  ob- 
walten 

X   =    Xq  -{-X*  X*    =   X  —  Xq 

'  '    y  =  yo+y'7  y*  ^  y  —  y^  ' 

und  man  kann  jetzt  mittelst  der  Gleichungen  (68)  die  Co- 
ordinaten oj,  y  ausdrücken  durch  x%  y';  dagegen  mittelst 
der  Gleichungen  (69)  umgekehrt  a?',  y*  ausdrücken  durch  o?,  y. 

Ebenso  leicht  lassen  sich  nun  auch  die  hierhergehörigen 
Transformationsformeln  für  Liniencoordinaten  auffinden.  Zu- 
nächst sei  bemerkt,  dass 

(a)   .    .    .     ux-^-vy  -{-1  ==■  0 
die  Gleichung   der  Geraden  (i)  von    den  Coordinaten  u,  v 
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im    System  I  darstellt.    Will   man  jetzt   diese  Gleichung 

transformieren    auf  das  System  II,  so   hat   man  in  Gl.  (a) 

bloß  X  und  y  auszudrucken   durch    die  in   (68)  gegebenen 
Werte  und  erhält  dadurch 

w  (a?o  +  «')  +  t?  (^0  +y)  +  l  =  ö 
oder 

u  V 

als  Gleichung   von    (i)   im    System    II.      Diese   Gleichung 
lautet  aber  noch 

(c)   .    .    .     t^'.aj' -f- v'.y' +  1  =  0 
und  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  daher 

(70)     ...        U'    =    r-*^ — r,    V'  "" 


a^o  ^  -I-  y  0  ^  +  ^ '  a^o  «^  +  y  0  ^  +  1 ' 

Geht  man  aber  von  Gleichung  (c)  aus  und  ersetzt  hierin 
x'  und  y*  durch  die  in  (69)  gegebenen  Werte,  so  erhält  man 

fj  ^'  I  ^'  11 

X—x^u'  —  y^v'  l  —  x^u'  —  y^v'  ^  ' 

als  Gleichung  der  Geraden  (Z),  aber  bezogen  auf  das  Co- 
ordinatensystem  I.  Da  diese  Gleichung  mit  der  früheren 
(a)  übereinstimmen  muss,  so  folgt 

/WIN  ^'  ^' 

(71)   .    .    .     u=-. — -—-- — -— ;,     V 


und  man  kann  somit  mittelst  (70)  die  Coordinaten  w',  v'  aus- 
drücken durch  u,  Vy  während  die  Formeln  (71)  die  Mög- 
lichkeit bieten,  w,  v  durch  u*j  v'  zu  bestimmen. 

2.  Fall.  Die  beiden  Coordinatensysteme  (Fig.  10)  haben 
dieselben  Anfangspunkte,  aber  verschiedene  Achsenrichtungen, 
femer  ist  das  Coordinatensystem  I  orthogonal,  jenes  II  schief- 
winkelig.  Unter  Benützung  derselben  Bezeichnungen,  wie 
in  dem  vorhergegangenen  Fall,  ist  nun,  sobald  noch 
{Xy  x')  ==  a  und    {x,  y*)  =  ß  gesetzt*  wird 

(72)  ^  ^  aj'  cos  a  +  y'  cos  ^, 

^     /   •    •    •     y  =  a»'  sin  a  +  y'  sin  /9 

und  diese  Gleichungen  lassen  x,  y  aus  o?',  y*  bestimmen. 
Löst  man  dieselben  nach  x*  und  y*  auf,  so  erhält  man  die 
verkehrten  Transformationsformeln,  und  zwar: 

3* 
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(73) 


^  X  .  sinß— yooBß 

^   ~        Biniß  —  a)      ' 

^  y.cosa — x.sma 

y   ~        siii(i9  — a) 


und  aus  diesen  findet  man  x'j  y*  aus  Xy  y. 

Um  nun  auch  die  diesbezüglichen  Transformations- 
gleichungen flir  die  Liniencoordinaten  zu  erhalten,  substi- 
tuiere man  in  (a)  für  x  und  y  die  Werte  aus  (72)  und  gelangt 
dann  zur  Gleichung 

(wcosa-|- ^siii^)«?' +  (wcos/9-J-i;sinj^)y' +  1  =  o, 

welche,  verglichen  mit  (c),  zu  den  Transformationsgleichun- 
gen führt 

.  t^'  =  w  cos  a  -|-  V  sin  a, 

v'  =  u  cos  ß  -f-  V  sin  ßy 
woraus  man  durch  Auflösung  nach  u  und  v  erhält 

u*  sin  ß  "  v'  sin  a 


(75) 


u 


V 


sin  (ß  —  a)      ' 

v'cosa  —  w'cos/9 

'     • 

sin  {ß  —  a) 


/       l 

n 

A?I^^ 

s. 

1^ 

^'} 

.  p 

> 

^ 

w 

Fig.  10. 

In  dem  speciellen  Fall,  wo  das  Coordinatensystem  11 
ebenfalls  orthogonal  ist,  hat  man  in  den  Transformations- 
formeln (72)  bis  (75)  bloß  /9  =  y  -f  a  zu  setzen, 
wodurch  die  letzteren  die  einfachere  Form  annehmen: 


X  =  aj'cosa  —  y'sina 

r76^    y  =  aj' sin  a -f  y '  cos  a, 
^  ^/'o?'  =  a?cosa-(-ysina 

y'  =  —  a?  sin  a -f- y  cos  a 


u  =  w'cosa  —  v'sina 

V  =  w'sina-j-v'cosa,     __ 

tt'  Ä=:  t^  cos  a  +  v  sin  a  •  (^   ^ 

-y'  -_-  —  w  sin  cc -j- 1?  cos  a 
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und  verdient  hier  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Trans- 
formationsgleichungen  (76)  auch  manchmal  so  geschrieben 
werden 

X  =  aj'cos  {Xy  x')  +  y'  cos  (au,  y') 
(78)   .    .    ,y  =  a?'cos(y,ajO  4-ycos(y,y), 

a?'  =  05  cos  {x*j  a?)  +  y  cos  {x\  y) 

y*  =  X  cos  (y',  aj)  -f  y  cos  (y ',  y). 

Von  selbst  ergeben  sich  jetzt  die  dlesbeziiglichen 
Transformationsgleichungen  für  den  allgemeinsten  Fall,  wo 
nämlich  beide  Coordinatensysteme  I  und  II  verschiedene  An- 
fangspunkte uad  Achsenrichtungen  besitzen  und  man  erkennt 
sofort;  dass  auch  hier  diese  Gleichungen  wieder  linear  sein 
werden.  Es  wird  daher  der  Grad  einer  Gleichung 
zwischen  x  und  y  oder  u  und  v  durch  die  Wahl  des  Ur- 
sprungs und  der  beiden  Achsenrichtungen  nicht  beeinflusst, 
wie  dies  auch  erwartet  werden  musste. 


Capitel  HL 
Ponktreihen  und  Strahlenbfischel  I.  Ord. 

(Grtmdgebilde  I.  Stufe.) 

§  14.    Definition  und  Gleichung. 


U  nter  einer  Punktreihe 
1.  Ordnung  versteht  man  den 
Inbegriff  aller  auf  einer  Ge- 
raden liegenden  Punkte.  Jeder 
dieser  Punkte  heißt  ein  Ele- 
ment und  die  Gerade  der 
Träger  der  Punktreihe. 


Unter  einem  Strahlen- 
büschel 1.  Ordnung  versteht 
man  den  Inbegriff  aller  durch 
einen  Punkt  gehenden  und  in 
derselben  Ebene  liegenden 
Strahlen.  Jeder  dieser  Strah- 
len heißt  ein  Element  und  der 
Punkt    der    Träger    (Mittel- 


punkt) des  Büschels. 
Aus  dieser  Definition  folgt  sofort: 


Zwei  Punkte  einer  Punkt- 
reihe 1.  Ordnung  bestimmen 
letztere  eindeutig. 


Zwei  Strahlen  eines 
Strahlenbüschels  1.  Ordnung 
bestimmen  letzteren  eindeutig. 


Sind  demnach  k^  und  k^  zwei  veränderliche  Parameter  und 


M^  ^  Ai  u  -\-  BiV  -\-' 
Ci=  0,  i  =1,2,  die  Glei- 
chungen zweier  Elemente  der 
Reihe,  so  ist  fc,  M^  -j-  k^  M^  ^=o 
die  Gleichung  einer  Punkt- 
reihe 1 .  Ord.  und  deren  Träger 
die  Verbindungsgerade  der 
beiden  PunkteMj  =  0jM2  =  o. 


Li  ^  Ai  a?  +  Bi  y  -f 
d  =0,  i=  1,2,  die  Glei- 
chungen zweier  Elemente  des 
Büschels,  so  ist  \  L^  +  k^ 
L:^z=o  die  Gleichung  eines 
Strahlenbüschels  1.  Ord.  und 
dessen  Centrum  der  Schnitt- 
punkt   der    beiden   Geraden 


i^  =  0,  2^2  =  0. 

Denn  nimmt  man  vorläufig  an,  es  seien  k^  und  k^ 
nicht  veränderlich,  sondern  constant,  so  repräsentiert  die 
lineare  Gleichung: 
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einen  Punkt,  welcher  in  der 
Verbindungsgeraden  der  bei- 
den gegebenen  Punkte  M^=o 
und  M2=o  liegt,  indem  die 
obige  Q-leichuDg  auch  für  das- 
jenige Wertesystem  von  u,  v 
befriedigt  wird,  welches  aus 
den  beiden  Gleichungen  her- 
vorgeht 

^i  w  -f  5i  t;  +  Ci  =  0, 


k,{A,x^  B,  y+  C,) 
+  Äi  {A^x  +  B^y-]rC^)==-o 
eine  Gerade,  welche  durch 
den  Schnittpunkt  der  beiden 
Geraden  L^z=,o  und  L^=o 
geht,  indem  obige  Gleichung 
auch  für  dasjenige  Werte- 
system von  X,  y  befrie- 
digt wird,  welches  aus  den 
beiden  Gleichungen  hervor- 
geht 

^i  aj  +  JSj  y  +  Q  =  0, 
J-a  a?  4-  Ä,  y  -f-  6*2  =  0. 


Sieht   man  nun   wieder   k^    und    &^   als   veränderlich 

an  und  ertheilt  dieseu  Parametern  solche  Wertesysteme,  flir 

k 
welche  der  Bruch  ^  alle  Werte  von  —  oo  bis  +  ^^^  ^^- 

nimmt,  so  erhält  man  aus 

(79)  .  .  .  fei  ATi  +  feg  ilfa  =  0 
die  Gleichungen  aller  in  der 
Verbindungsgraden  (itf^  =  o, 
M^  =.  o)  liegenden  Punkte 
und  ist  mithin  (79)  die  Glei- 
chung einer  Punktreihe  vom 
Träger  {M^  =  o,  M^  =  o) 
oder  von  den  beiden  Grund- 
punkten Jlf,  =  0,  Mg  =  0, 


k,Ly+k^L^  =  o  .  .  .  (80) 
die  Gleichungen  aller  durch 
den  Schnittpunkt  (L^  =  o,  L^ 
=  o)  gehenden  Geraden  oder 
Strahlen  und  ist  mithin  (80) 
die  Gleichung  eines  Strahlen- 
büschels vom  Centrum(Li=  o, 
ig  =  o)  oder  von  den  beiden 
GrundstrahlenLi  =zo,  L^^=  o, 

wenn  k^  und  k^  zwei  veränderliche  Parameter  darstellen. 
Es  ist  klar,  dass  man  die  beiden  eben  gegebenen  Gleichungen 
auch  ersetzen  kann  durch  die  folgenden 

(79a)  .  .  .  M^—lM^  =  Oy  j  i^  —  A La  =  o,  .  .  .  (80a), 
sobald  X  ein  veränderlicher  Parameter  ist  und  sei  noch  er- 
wähnt, dass  einem  jeden  speciellen  Werte  von  X  ein  Element 
der  Reihe  oder  des  Büschels  entspricht,  und  umgekehrt. 
Leicht  ergibt  sich  jetzt  auch  die  Gleichung  eines  in  der 
Geraden  (i')  liegenden  Punktes  der  Punktreihe  (79a)  oder 
die  Gleichung  eines  durch  den  Punkt  M  hindurchgehenden 
Strahls  des  Büschels  (80a);  denn  ist  z.  B. 
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(a)  .  .  .  Ml  —  2'  Ifj  =  o 
die  Gleichung  dieses  Punktes^ 
so  musa,  sobald  u%  v*  die 
Coordinaten  des  Strahk  {L*) 
repräsentieren,  vorhergehende 
Gleichung  befriedigt  werden 
für  u  =  t*',  t?  s=s=  v%  d.  h.  also, 
es  muss  sein 
(h)  .  .  .  M^'  —  X'M^*  =  Oy 

wenn  die  Symbole  Mi  definiert 
erscheinen  durch  Mi  =  Ai 
w'  +  Äv'  +  Cy,  i=l,2.  Die 
Elimination  von  X*  aus  (a) 
und  (b)  liefert  aber 


M^       Jfj 


9 


M, 


2 


(81)  ...  ^^. 

und    d.  i.    die    zu    suchende 
Gleichung  des  Punktes. 

Aufgabe.  Gegeben 
zwei  Punktreihen,  durch  ihre 
Gleichungen 


i,  —  >l'  Xj  =  0  .  .  .  (ic) 
die  Gleichung  dieses  Strahls, 
so  muss,  wenn  a?',  y*  dieCo- 
ordinaten  des  Punktes  M 
darstellen,  obige  Gleichung 
befriedigt  werden  flira3  =  a?', 
y  sk  y\  d.  h.  alsO)  es  muss 
sein 

wenn  die  Symbole  i»' definiert 
erscheinen  durch  Li  =  Ai 
X*  +  Biy*  +  Ciy  i  =  1,2.  Durch 
die  Elimination  von  X*  aus  (c) 
und  (d)  erhält  man  aber 


A 


'2 


=  0  .  .  .  (82) 

als  die  zu  suchende  Gleichung 
des  Strahls. 

Aufgabe.  Gegeben 
zwei  Strahlenbüschel  durch 
ihre  Gleichungen 

Mg  —  ^  if4  =  0,   Mi=^  Ai 


(83)  ...     Mi—XM^  =  o, 

+  Ät;  +  a,  i  =  1,2,3,4, 
ii  —  XL^^rz=o,  Lg  —fiL^  =  Oy  Li= AiX -{- Biy -{- Ciy 


.(84) 


zu  bestimmen,  die  Gleichung 
des  gemeinsamen  Punktes 
beider  Eeihen,  d.  h.  des 
Schnittpunktes  ihrer  beiden 
Träger. 

Lösung.  Bezeichnen  X^ 
und  fiQ  diejenigen  Werte  von 
X  und  ^,  welche  dem  Schnitt- 
punkte beider  Träger  ent- 
sprechen, so  ist 

M^  —  XqM^^^^^o 
M^—fi^M^^o 
die  Gleichung  dieses  Punktes 
und  es  ist  selbstverständlich. 


(e). 


oder 


zu  bestimmen  die  Gleichung 
des  gemeinsamen  Strahls 
beider  Büschel  oder  der  Ver- 
bindungsgeraden der  Centra 
beider  Büschel. 

Lösung.  Bezeichnen  X^ 
und  /Iq  diejenigen  Werte  von 
X  und  fiy  welche  der  Ver- 
bindungsgeraden beider  Trä- 
ger entsprechen,  so  ist 

Lt^  —  Xq  1j2  ^^^  ^ 

die  Gleichung  dieses  Strahls 
und  es  ist  selbstverständlich. 


•  (f) 
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dasB  diese  beiden  Gleichungs- 
polynome  nur  durch  einen 
Factor  q  von  einander  ver- 
schieden sein  können.  Behufs 
Bestimmung  von  Xq  und  fig 
wme  ich  darauf  hin,  dass  der 
Punkt  Mj^  —  jLoM^  =  o  in  der 
Geraden  (Jbfg  =  o,  M^^=  o) 
und  jener  M^  — [Iq  M^^=^o  in 
der  Geraden  ( Afj  a=  o,  Jf,  =  o) 
liegen  muss; 


dass  diese  beiden  Gleichungs- 
polynome nur  durch  einen 
Factor  q  von  einander  ver- 
schieden sein  können.  Be- 
hufs Bestimmung  von  Xq  und 
(Iq  weise  ich  darauf  hin,  dass 
die  Gerade  L^  —  Xq  L^  =  o 
durch  den  I*unkt  (ig  =  o, 
£4  =  6)  und  jene  Z3  —  (Iq 
£4=0  durch  denPunkt  {L^ = o, 
L^  =  o)  gehen  muss. 


weshalb  nach  (50)  die  beiden  Gleichungen  bestehen  müssen 

(A,  -  XoÄ,),  {B,  -  XoB,\  (C;  -  ^  C,) 


A 

A. 


B, 


o 


2  -^2 

(^3    —    flQ  A^\     (B3    —    (Iq  BJ,     (Cg 

oder 

(134)-Ao(234)  =  o       ,  (1 23) -^0(1 24)  =  0, 

wenn  das  Symbol  (ikl)  definiert  erscheint  durch  die  Gleichung 

Ai    Bi     Ci 
Ak   Bk   Cf  . 
A    B]    Ci 

Substituiert  man  jetzt  die  aus  den  obigen  zwei  Glei- 
chungen resultierenden  Werte  der  Parameter  2q  und  fi^  in 
die  Gleichungen  (e)  und  (f),  so  erhält  man 


(g) 


{ikT)  = 


(85)..(234)ilfi— (134)ik^=o 
oder    (124)if3— (123)Jf4=*o 


(234)  Li  — (134)  La=o  oder 
(124)  £3  — (123)1,4  =  0  .(86) 


als   Gleichung  des   gemeinsamen   Elementes   der  beiden   in 


(83)  gegebenen  Punktreihen 


(84)  gegebenen  Strahlen- 
büschel. 


Was  den  früher  erwähnten  und  noch  unbekannten 
Factor  q  anbelangt,  durch  welchen  die  beiden  Gleichungen 
in  (85),  beziehungsweise  (86),  sich  unterscheiden,  so  kann 
derselbe  ebenfalls  leicht  ermittelt  werden.  Es  ist  nämlich 
nach  den  Elementen  der  Determinantentheorie 
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3/1,  J/jj,  M^,  M^ 

A^y     A^^  -dg,  A^ 

J^lJ     ^27  ^)  ^4 

Ci,  C2,  03,  c^ 


=  0 


A;  ^2?  -^3;  -^^4 

-^17  -^2?  -^3*  -^4 

JSl,  ^2;  ^3)  -S4 

C/j,  Cj,  C3,  Q 


0 


und  hieraus  folgt,  wenn  man  die  in  diesen  Gleichungen 
vorkommenden  4^  elementigen  Determinanten  in  ihre  Minoren 
erster  Ordnung  zerlegt 


(234)  M^  —  (134)  M^  +  (124) 
Jlfg  — (123)Ji^  =  o, 


(234)4  -  (134)  ia  +  (124) 


woraus    man  ohneweiters   ersieht,    dass  der  Factor  p  =  —  1 
sein  muss. 


§  15.    Theilpimkte  und  Theilstrahlen. 

In  dem  vorigen  Paragraphen  haben  wir  gesehen,  dass 
eine  Punktreihe  gegeben  erscheint,  sobald  man  zwei  ihrer 
Punkte  M^  und  M^  kennt.  Irgend  ein  Punkt  M  der  durch 
die  Punkte  M^  und  M2  gegebenen  Reihe  wird  nun  in  der 
projectivischen  Geometrie  dadurch  bestimmt,  dass  man  das 
Verhältnis  der  Abstände  M^M  und  M^M  dieses  Punktes  von 
den  beiden  Punkten  Jtfj  und  M^  angibt.  Wir  werden  so- 
gleich   den   Nachweis    erbringen,    dass    durch  Angabe    des 

MM 
Verhältnisses   ^  ^  der  Punkt  Jf,  in  Bezug  auf  die  Punkte 

M^  und  Jfg,  in  der  That  eindeutig  bestimmt  ist  und  be- 
merken noch,  dass  man  den  obigen  Quotienten  häufig 
durch  das  Symbol  {M^^M^M)  ersetzt  und  das  Abstands- 
verhältnis oder  Theilverhältnis  des  Punktes  M,  in  Bezug 
auf  die  beiden  Punkte  ilf^  und  M2  nennt,  während  die 
letzteren  die  beiden  Grundpunkte,  Fixpunkte  oder  Funda- 
mentalpunkte und  M  selbst  der  Theilpunkt  der  durch  die 
Punkte  -M"^  und  M2  bestimmten  Strecke  heissen.  Der  Kürze 
wegen    setzen    wir  noch  {M^M2M)  =  X  und  haben  alsdann 

M,M+MM2=-M^M2, 
daher 


MM. 


M^M. 


1 


M,M{l  +  ^^-^)=^M,M{l-^)  =  M,M{l-j^)==M,M, 
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MM 

woraus,  wegen  X  =■•  ^^  ^  ^  die   beiden   Gleichungen   sich  er- 
geben 


M^^r 


(87)   .    .    .     M^M=Y^.M^M^,       M,M=j^.M^M^, 

und  dieselben  zeigen,  dass  der  Punkt  Jtfdurch  die  Angabe 
von  X  eindeutig  bestimmt  ist,  folglich  jedem  speziellen 
Werte  von  X  nur  ein  Punkt  in  der  Reihe  entspricht.  Es 
ist  klar,  dass  X  negativ  oder  positiv  wird,  je  nachdem 
M  zwischen  M^  und  M^  zu  liegen  kommt  oder  nicht, 
d.  h.  also  ein  innerer  oder  äußerer  Theilpunkt  der  Strecke 
M^Mc^  ist,  indem  in  dem  ersten  Fall  die  Strecken  M^M 
und  M^M  entgegengesetzte  Richtungen,  folglieh  auch 
entgegengesetzte  Vorzeichen,  in  dem  zweiten  Fall  jedoch 
diese  Strecken  einerlei  Richtungen,  mithin  dieselben  Vor- 
zeichen besitzen.  Aus  den  Ret.  (87)  ergibt  sich  ferner, 
dass  für  A  =  o,  JtfiJJf  =  o,  demnach  M  mitMj^,  für  A  =  oo, 
M2M=o,  also  M  mit  ÄI^  zusammenfkUt ;  wird  X  =  — 1, 
so  folgt  Mj^  M  =  ^  M1M2  und  ist  dann  M  der  Mittel- 
punkt  der    Strecke  M^M^.     Wird   endlich  2  =  -|-l,    so  ist 

1  1 

=  ^^  Tij-=  ^;   M2M=  M^M=^  00  und  existiei-t  eigent- 


M^M      M^M 

lieh  kein  Punkt,  welcher  diesem  speciellen  Werte  von  X 
entspricht.  Nun  haben  wir  aber  soeben  gezeigt,  dass  jedem 
Theilverhältnisse  nur  ein  einziger  Punkt  entspricht,  und 
daher  wollen  wir,  um  diesen  Satz  für  alle  Fälle  aufrecht 
zu  erhalten,  auch  dem  Theilverhältnisse  2  =  + 1  einen 
Punkt  zuweisen  und  diesen  Punkt,  welcher  eigentlich  in 
Wirklichkeit  gar  nicht  existiert,  sondern  nur  gedacht  wird, 
den  unendlich  fernen  Punkt  derjenigen  Geraden  nennen, 
welche  durch  die  Punkte  M^  und  M^  gegeben  erscheint. 
Hieraus  fließt  die  Annahme,  dass  jede  Gerade  nur  einen 
unendlich  fernen  Punkt  besitzt,  zu  welchem  man  gelangt, 
sobald  man  M  auf  der  Geraden  M^M^  entweder  in  der 
einen  oder  in  der  anderen  Richtung  in's  Unendliche  fort- 
liicken  lässt.  Es  ist  dies,  wie  gesagt,  eine  bloße  Annahme, 
welche  aber,  wie  die  späteren  Betrachtungen  deutlich  zeigen 
werden,  durchaus  auf  keine  Widersprüche  flihrt  und  dem- 
nach gemacht  werden  kann ;  ich  sage  eine  Annahme,  indem 
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eigentlich  die  Gerade  M^M^  in  Wirklichkeit  keinen  unend- 
lich fernen  Punkt  besitzt.  Wir  werden  in  Hinkunft  diesen 
angenommenen  unendlich  fernen  Punkt  mit  M^  bezeichnen. 

In  dem  vorigen  Paragraphen  wurde  auch  gezeigt,  dass 
ein  Strahlenbtischel  bestimmt  ist,  wenn  zwei  Strahlen  (L^) 
und  (ig)  des  Büschels  gegeben  sind.  Irgend  ein  durch  den 
Schnittpunkt  dieser  beiden  Strahlen  gehender  Strahl  (Z) 
wird  nun  in  der  projectivischen  Geometrie  dadurch  .bestimmt, 

dass  man  den  Wert  des  Quotienten  -; — 7^^^^  angibt.    Man 

sm  {L^L)      ° 

bezeichnet  denselben  auch  hier  wieder  durch  das  Symbol 
(L^L^L)  und  nennt  ihn  das  Theil Verhältnis  (Sinustheilver- 
hältnis)  des  Elementes  (L)  in  Bezug  auf  die  beiden  Strahlen 
(ii)  und  (ig),  welche  den  Namen  Grundstrahlen  oder 
Fundamentalstrahlen  führen,  während  (L)  der  Theilstrahl  des 
durch  die  Strahlen  (ij  und  (ig)  gebildeten  Winkels  (i^  ig) 
heißt.  Für  innere  Theilstrahlen  ist  wieder  dieses  Theil- 
verhältnis  negativ,  für  äußere  dagegen  positiv,  indem  in 
dem  ersten  Fall  die  Winkel  (i^,  i)  und  (ig,  i)  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  besitzen,  daher  auch  ihre  sinusse,  da- 
gegen in  dem  zweiten  Fall  besagte  Winkel  einerlei  Vor- 
zeichen haben,  ebenso  ihre  sinüsse.  Das  Theilverhältnis 
(ijigi)  ist  gleich   null,   wenn  (L)  mit  (i^)  zusammenfällt; 

ist    (i)    mit    (ig)    identisch,    so   wird    rY~f~Y\  =  ^  ^°d  da- 

her  {L^L^L)=^QC)'y  wird  dagegen  (i)  zu  einer  inneren 
Winkelhalbierungslinie  (H)  des  Winkels  (ij,  ig),  so  ist 
(i,i2i)=--(i,igiy)  =  -l,  weil  (ij,  H)={H,  ig),  also 
{L^B)=^  —  (L^H)  erscheint.  In  dem  speciellen  Fall  endlich, 
wo  der  Theilstrahl  die  äußere  Winkelhalbierungslinie  (iJ') 
ist,   erhält  man  {LiL2L)  =  {L^L2H')  =  -\-lj   denn   dann  ist 

(i„i)  =  (i„^0=|+HA,i2)und(ig,^0=f-KAi2); 

folglich  {L,L,L)  =  12  \  fr''  f.  =  +  1 . 

cos    q[l^iy    1^2) 

Um   schließlich   noch   den  Beweis   zu  erbringen,   dass 
durch    die   Angabe   des   Abstandsverhältnisses   (L^L^L)  der 
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Strahl  {L)y  in  Bezug  auf 
die  Strahlen  (ij)  und  {L^) 
eindeutig  bestimmt  wird, 
bringe  man  diese  drei  Strah- 
len zum  Schnitte  mit  eiper 
Transversalen  (T),  d.  i.  mit 
einer  nicht  durch  das  Cen- 
trum J(Fig.  11)  des  Büschels 
gehenden  Geraden,  wodurch 
man  die  drei  Punkte  M^ ,  M^ 
und  M  erhält,  und  nun  läßt 


Fig.  11. 


sich  zeigen,  dass  zwischen  den  beiden  Abstandsverhältnissen 
{M^M.^M)  und  (L^L^L)  die  einfache  Beziehung  besteht 


(88) 


TM 


Fällt  man  nämlich  durch  die  Punkte  Mj^  und  M^  Senk- 
rechte auf  den  Strahl  (i)  und  nennt  N^^  und  ^2  ^^®  Fuß- 
punkte derselben,  so  wird,  sobald  man  die  Strecke  N^^M^^ 
positiv,  mithin  jene  N2M2  negativ;  ferner  den  Winkel  (i^,  L) 
positiv,  den  anderen  (Zg?  L)  demnach  negativ  annimmt 

N^M^^MJf    ^^^    N.M^JM,. sin  (Z„  L) 


N.M^ 


M^M 


N^M^       JM2  sin  (Xg,  Ly 


woraus  sich  in  der  That  ergibt 

M^M _  JM^      sin  {L„  L) 
M^M      JM^  '  sin  (ig,  Ly 

übereinstimmend  mit  GL  (88).  Legt  man  die  Transversale 
(T)  der  Art,  dass  die  Punkte  M^  und  M^  gleichweit  von 
J  abstehen,  so  wird  JM^  =  JM^  und  übergeht  dadurch  die 
Gleichung  (88)  in 

(89)  .    .    .     {M^M2M)  =  {L^L2L). 

Nun  entspricht  aber,  wie  bereits  gezeigt  wurde,  jedem  Werte 
von  {M^M^M)  nur  ein  Punkt  M  und  jedem  Punkte  M  nur 
ein  durch  den  Punkt  J  gehender  Strahl  (i)  und  daher  ent- 
spricht auch  jedem  Werte  von  {L^L^L)  auch  nur  ein  Strahl 
des  Büschels.  Es  ist  klar,  dass  unter  der  Annahme  JMy^  =  JMg, 
die  innere  Winkelhalbierungslinie  {H)  des  Winkels  (i^,  L^) 
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die  Strecke  MiM2  halbiert,  dagegen  die  äußere  (H')  zur 
Geraden  M^M^  oder  (T)  parallel  gerichtet  ist. 

§  16.    Coordinaten  nnd  Gleichung  eines  Theilpunktes. 

Ich  nenne  die  Projectionen  der  drei  in  einer  und  der- 
selben Geraden  liegenden  Punkte  if^,  M^  und  M  auf  die 
Abscissenachse  des  hier  wieder  vorausgesetzten  rechtwinke- 
ligen Coordinatensystems  P,,  P2  und  P;  x^,  y^;  x^y  y^  und 
Xy  y  die  Coordinaten  der  drei  ersten  Punkte  und  endlich  X 
das  Abstandsverhältnis  (M^M^M),    Dann  ist  offenbar  nach 

P  P      M  M 
den  Elementen   der  Planimetrie  ^=7^=    ^  ,^=2  und  hier- 

P2P      M^M 

aus  folgt,  weil  ja  P^P  =  x  —  x^  und  P2P  =  x  —  X2  ist, 
^  =  Xy  mithin  x  =  -^ r-^.     Nun  wird  aber  die  Or- 

X  Xa  X    """—   A 

dinate  y  des  Punktes  M  in  derselben  Weise  bestimmt,  wes- 
halb zur  Berechnung  der  Coordinaten  x,  y  des  Punktes  M 
aus  den  Coordinaten  x^,  y^]  x.^,  y^  und  seinem  Abstands- 
verhältnisse X  =  {M^M^M)  die  Gleichungen  dienen: 

es  ist  demnach  klar,  dass  auch  die  Coordinaten 

»2    -7-  A/g  /C^    -7-  A'g 

einen  in   der  Verbindungsgeraden   der  Punkte  M^  und  M2 

liegenden  Punkt  M  fixieren,  jedoch  vom  Abstandsverhältnisse 

k 
{M^M^M)  =  —  YT?  sobald  eben  k^  und  k^  constant  sind. 

Nachdem  man  die  Coordinaten  des  Theilpunktes  M  be- 
stimmt hat,  lässt  sich  nun  auch  leicht  seine  Gleichung  her- 
leiten. Die  Gleichung  des  Theilpunktes  M  in  der  Normal- 
form (§  10)  lautet  nämlich  m^a;«^ -[- yv -|- 1 -=0  oder, 
wenn  man  hierin  für  x  und  y  die  in  (90)  gegebenen  Werte 
substituiert : 

X,  —  Xxf         .    y.  —  Xy^      .    ^ 
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Multipliciert  man  noch  diese  Gleichung  mit  dem  Factor  (1  —  A), 
so  erhält  man  die  Gleichung  des  Theilpunktes  in  der  Form 

M^  {x^u  +  yit;  +  1)  —  ^  (x^u  +  y^v  4-  1)  =  0, 
wofür  man  aber  kürzer  schreiben  kann 

(92)  .    .    .     M^^  m^  —  X  .  m^  =  Oj 

sobald    m,-    definiert   erscheint    durch    mi^=XiU-\-  yiV  -{-  \. 

Sind  daher  m»  =  a?,  w  +  y<  ^  H~  1  =  ^j  ^=  1?2,  die  Gleichungen 
der  beiden  Grundpunkte  M^  und  M^  in  der  Normalform, 
so  repräsentiert  (92)  die  Gleichung  des  Theilpunktes  M  vom 
Abstandsverhältnisse  {M^M^M)  =  X,  diese  Gleichung  aber 
nicht  in  der  Normalform  verstanden  und  es  ist  klar,  dass 
auch 

(93)  .    .    .     M^^  k^m^  -{-  fc^m^  =  o 

einen  solchen  Punkt  darstellt,  jedoch  vom  Abstandsverhält- 

k. 
nisse  {M^M^M)=^  —  t^.     Hierbei   natürlich    immer   voraus- 

gesetzt,  dass  \  und  k^  constante  Parameter  sind.  Von 
selbst  drängt  sich  nun  die  Frage  heran,  wie  groß  ist  das 
Abstandsverhältnis  des  durch  die  Gleichung 

(94)  .    .    .     M^k^M^-^k.M^^o 

gegebenen  Punktes,  wenn  Mi^AiU-\-BiV-\-Ci=^Oyi^=^  ,2, 
die  Gleichungen  der  beiden  Grundpunkte  darstellen.  Be- 
hufs Beantwortung  dieser  Frage  haben  wir  blos  (94)  auf 
die  Form  (93)  zu  überführen  und  erinnern  zu  diesem  Zwecke 

an  die  bereits  in  §  10  gegebene  Beziehung  QiMi  =  m,,  Qi  =  ^, 
woraus  sofort  folgt  Mi=  —  und  mithin  Gleichung  (94)  auch 

Qi 

in  der  Form  gegeben  werden  kann 

M^  —  .  m,  -\ — ^  «%Q  =  o. 
Qi  Q2 

Das  Abstandsverhältnis  des  durch  die  Gleichung  (94)  be- 
stimmten Punktes  M,  bezüglich  der  Punkte  üfj  =  o  und 
M2  =  o  als  Grundpunkte,  ist  deshalb 

(96)...     «K.M,  =  -(|.|)  =  -&|, 
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wenn    noch    p^  =  -^  und  q^  =  ^,  folglich  ^  =  y^f    gesetzt 

wird.  Für  den  Mittelpunkt  M^y^  der  Strecke  ilf^ifa  ist 
A=  —  1;  für  den  unendlich  fernen  Punkt  Jf«,  der  durch 
die  beiden  Punkte  itfj  und  M^  bestimmten  Geraden  aber 
A  =  +  1  und  daher  sind  nach  (92) 

(95a)   .    .    .     Jlfi,2^wii +ma  =  o,     M^\ 

die  Gleichungen  dieser  beiden  Punkte. 


m^  — m2==o 


§  17.    Coordinaten  und  Gleichung  eines  Theilstrahls. 

Hier  erscheint  es  geboten,  vorerst  die  Gleichung  eines 
Theilstrahls  aus  dem  Abstandsverhältnisse  X  =  (Ly^L^L)  und 
den  Gleichungen  der  beiden  Grundstrahlen  (Z^)  und  (^2) 
zu  bestimmen,   woraus  dann  sehr  leicht  dessen  Coordinaten 

selber  folgen.  Es  seien  zu 
diesem  Ende  x,  y  die  Coor- 
dinaten irgend  eines  dem 
Theilstrahl  (i)  angehörigen 
Punktes  M  (Fig.  12)  und 
werde  noch  angenommen, 
dass  der  Anfangspunkt©  des 
Coordinatensystems  außer- 
halb des  von  den  beiden 
Grundstrahlen  (Zj )  und  {L^) 
gebildeten  Winkels  {L^L^ 
zu  liegen  kommt.    Dann  ist. 


^ — 


Fig.  12. 


wenn  N^  und  N^  die  Fußpunkte  der  von  M  auf  die  Grund- 
strahlen (ij  und  (ig)  gefällten  Senkrechten  und  11  ^x  cos 
«j  -(-  y  sin  Of  -^  di  =  o,  i  =  1,2,  die  Gleichungen  dieser 
Grundstrahlen  m  der  Hesse'schen  Normalform  darstellen, 
unter  der  oben  ausgesprochenen  Bedeutung  von  x  und  y 

(a)   ,    .    .     iVj lf=cc  cos  «1 -f-y  sin  «1 -f-^i;     ^2^= 

X  cos  «2  -}-  y  Sill  «2  +  ^2 

und  erscheint  bei  dem  in  der  Figur  angegebenen  Fall, 
unter  Hinweis  auf  §  12,  Aufgabe  a,  die  Strecke  ^^ilf  negativ, 
jene  N^M  aber  positiv.  Aus  den  Elementen  der  Trigono- 
metrie folgt  aber  anderseits 
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(b)   .    .    .     N^M^  —  JM.  sin  {L,L),        N^M  = 

—  JJf  sin  (Z2,  L), 
wenn  der  Winkel  {L^jL)  positiv,  also  jener  (Zg,  L)  negativ 
angenommen  wird.     Zufolge  der  Gleichungen  (a)   und   (b) 
erhält  man  nun 

X  cos  «1  +  y  sin  a^  -{-  d^ sin  (Z^,  L) 

X  cos  (t.2-\-y  sin  a^  +  d^       sin  (i^,  L) 

und  hieraus,   weil  ja  -; — )y}^  ^{  =  X  das  Abstandsverhältnis 

sm  (ia,  L) 

von  (i),  bezüglich  (ZJ  und  (Z^)  repräsentiert  und  obige 
Beziehung  zwischen  x  und  y  für  einen  jeden  Punkt  von 
(Z)  Giltigkeit  hat, 

{x  cos  «1  -f-  y  sin  «1  4"  ^1)  —  -^  •  (^  cos  «a  +  y  sJ'^  «3  -f-  d)  =  0 
als  Gleichung  des  Theiistrahls  (Z)  und  gelangt  so  zu  dem 
Schlüsse :  Sind  Z,  ^  a?  cos  «,-  -|-  y  sin  «»•  -(-  d,  =  0,  i  =»  ] ,  2,  die 
Gleichungen  der  beiden  Grundstrahlen  in  der  Hesse'schen  Nor- 
malform, während  X  =  {L^L^L)  das  Abstands Verhältnis  des 
durch  den  Schnittpunkt  der  Grundstrahlen  gehenden  Strahls 
(Z)  bezüglich  der  ersteren  angibt,  so  lautet  die  Gleichung 
des  letzteren: 

(96)  .    .    .     Z  ^  Zj  —  XI2  ="  Oj 

dabei  ausdrücklich  vorausgesetzt,  dass  der  Ursprung  des 
Coordinatensystems  außerhalb  des  Winkels  (Z^,  Zg)  liegt. 
Es  ist  klar,  dass  das  Abstandsverhältnis  des  durch  die 
Gleichung 

(97)  ...     Z  =  kjj^  4-  kj^  =  o 

gegebenen    Strahls,    in    welcher   k^   und   h^    constant    sind, 

k 
gleich  (ZiZ2Z)=  —  j^  ist.     Um  nun  auch  das  Abstandsver- 

hältnis  des  Theiistrahls 

(98)  .    .    .     Z  =  ÄiZi -f&2Z2=o 

zu  bestimmen,  wenn  Z<  ^AiX-\-  Biy  -|-  C«  =  0,  i  =  1,2,  die 
Gleichungen  der  beiden  Grundstrahlen  versinnlichen,  ersetze 

man  Z,  nach  §  9  durch  sein  Äquivalent  — ,  p,  = 


und  erhält  dann  aus  der  obigen  Gleichung 

Hanheb,  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte.  4 
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und  hieraus  ersieht  man;  dass  das  gesuchte  Abstandsver- 
hältnis 

(99).    .    .     (L,4L)==_(^:M=._?t.|» 

ist.  Für  die  innere  Winkelhalbierungslinie  (H)  des  durch 
die  beiden  Strahlen  (i^)  und  (L^)  gebildeten  Winkels  ist 
;i  =  — 1  (§  15),  für  die  äußere  (ff)  aber  2  =  +  l  und 
lauten  demnach  die  Gleichungen  dieser  Strahlen 

(100)   .    .    .     iT^Zi+Z,  =0,       H'^l^—l^=o. 

Hierbei  sei  noch  hervorgehoben,  dass  man  unter  der  inneren 
Winkelhalbierungslinie  {H)  diejenige  versteht,  welche  den- 
jenigen von  den  beiden  Strahlen  (ij  und  (ig)  gebildeten 
Winkel  halbiert,  in  welchem  der  Ursprung  0  des  Coordinaten- 
systems  nicht  zu  liegen  kommt,  während  die  andere  Winkel- 
halbierungslinie die  äußere  mit  {H*)  bezeichnete  ist. 

Übergehend  auf  die  Coordinaten  eines  Theilstrahls, 
bestimme  man  die  Beziehung  des  durch  die  Coordinaten 

gegebenen  Strahls  (i)  zu  jenen  beiden  Strahlen  {L^  und 
(ig)  7  deren  Coordinaten  u^ ,  v^  und  u^ ,  v.^  sind.  Nach  §  9 
lauten  nun  die  Gleichungen  von  (LJ  und  (L.^ 

(c)   .    .    .   L^  ^  u^x  -{-  v^y  -\-  1  =  0  j 
4  =  i^2a?  +  t;,y+l  =  0; 

dagegen  ist  die  Gleichung  des  Strahls  {L) 

oder,  wenn  man  die  letzte  Gleichung  noch  mit  dem  Factor 
(1  —  /)  multipliciert  und  wieder  die  abgekürzte  Bezeichnung 

Li  =  UiX  -{-  Viy  -\-  \  in  Anwendung  bringt 

(d) L  :^  L^  —  Z  .   Ly=  0. 

Die  letzte  Form  der  Gleichung  des  Strahls  (i)  zeigt 
aber  (§14),  dass  der  durch  die  in  (101)  angegebenen  Coor- 
dinaten bestimmte  Strahl  (Z)  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden 
Strahlen  (ZJ  und  (ig)  geht.  Nun  wird  aber  die  Gleichung 
Li  ^  «iic  +  vjy  +  1  =  0  nach  §  9  dadurch  auf  die 
Hesse'sche  Normalform  gebracht,  dass  man  sie  mit  di  mul- 
tipliciert, wenn  di   die  Normaldistanz    des  Strahls  (Li)    vom 
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Ursprünge  angibt;  es  ist  sonach  in  unserem  Fall  q^  ==  d^ 
und  (>2  =  <^i  j  demnach  zufolge  der  früher  gefundenen 
Gleichung  (99)  das  Abstandsverhältnis  des  Strahls  (L)  gleich 


(102)  . 


{L,  L,  L)  =  ;. 


d. 


und  gelangt  man    daher    schliesslich    zur    Erkenntnis,    dass 
die  Coordinaten 

^    fci  U^   +  ^2  ^  ..    _    ^1  ^1  +  K  ^2 

/C|  ~r"  "^2 


(103) 


u 


V 


^1  ~r  ^2 

einen  Strahl  (i)  bestimmen,  welcher  durch  den  Schnitt- 
punkt der  beiden  Strahlen  von  den  Coordinaten  u^  v^  und 
^a  ^2  S®^*  ^^^  dessen  Abstandsverhältnis 

(104)   ....   {L,L,L)  =  -|   J 

1  £ 

wird,  wenn  d^  und  dg  die  Normaldistanzen  der  Strahlen  (Z^) 
und  (ig)  vom  Ursprünge  des  rechtwinkeligen  Coordinaten- 
systems  angeben. 

§  18.    Doppelverhältnis. 


Sind  ilfj,  ilfg,  M^  und 
J/^  vier  Punkte  einer  Ge- 
raden, so  nennt  man  nach 
Steiner  und  Chasles  den 
Quotienten 


M,M, 


das  Doppelverhältnis  oder 
anharmonische  Verhältnis  der 
vier  Punkte  M^jM^,  M^  und 
M^  und  bezeichnet  dasselbe 
durch  das  Symbol 
(Jtfi  ifg  M^  M^) ,  welches  mit- 
hin definiert  ist  durch: 

(105).    .    .   (M.M^M^M^) 

Ist  das  Doppelverbftltnis 
(Ml  M^  M3MJ   =  —  1 ,     so 


Sind  (4),  (L,),  L,)  und 
(L4)  vier  Strahlen  aus  einem 
Punkte,  so  nennt  man  nach 
Steiner  und  Chasles  den 
Quotienten 

sin  (^,1.3)  ^  sin  {L^,L^) 
sin  (4,1.3)  '  sin  (igjij 
das  Doppelverhältnis  oder 
anharmonische  Verhältnis  der 
vier  Strahlen  (ij,  (L^),  (ig) 
und  (Z^)  und  bezeichnet  das- 
selbe durch  das  Symbol 
{L^  L2  L^  L^),  welches  mithin 
definiert  ist  durch: 

(il  L.2  ig  i^)      =      (ij  ig  ig)     : 

{L,L,L,).     .    .    .   (106) 

Ist  das  Doppelverhältnis 

( A  ^2  4  4)    =    —   1  ?    so 

4* 
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bilden  die  Punkte  M^^M^^M^ 
und  Ml  eine  harmonische 
Punktreihe  oder  es  repräsen- 
tieren M^,M^  und  Mq,M^  zwei 
harmonische  Punktpaare.  Das 
Doppelverhältnis  selbst  wird 
dann  ein  harmonisches  ge- 
nannt. 


bilden  die  vier  Strahlen  (ij), 
(Za),  (Z3)  und  (XJ  einen 
harmonischen  Strahlenbttschel 
oder  es  repräsentieren  {L^)y 
(ij  und  (Ls),  (L^)  zwei 
liarmonische  Strahlenpaare. 
Das  Doppelverhältnis  selbst 
wird  dann  ein  harmonisches 
I   genannt 

Wird  das  Doppelverhältnis  der  vier  Elemente  Mi  oder 
(Li)  gleich  Null^  so  f^Ut  das  dritte  Element  mit  dem  ersten 
oder  das  vierte  mit  dem  zweiten  zusammen;  erscheint 
dieses  Doppelverhältnis  unendlich  groß^  so  ist  entweder 
das  dritte  mit  dem  zweiten  oder  das  vierte  mit  dem  ersten 
Elemente  identisch.  In  dem  Fall  endlich,  wo  das  Doppel- 
verhältnis gleich  +  1  ist,  sind  das  dritte  und  vierte  Element 
identisch. 

Das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  Mi  oder  vier 
Strahlen  (i<)  —  i  —  1;2,3;4  —  kann  sofort  bestimmt  werden, 
sobald  man  deren  Coordinaten  oder  Gleichungen  kennt; 
denn  sind  z.  B. 


^17  yi  5  ^29  1/2  1  ^3 


_x,—fix^  _yi—fiy^ 

—    i_^    '  2^4  —     i_^ 

die  Coordinaten  der  vier  Ele- 
mente Mi  —  i  =:  1, 2, 3, 4  — , 
so    ist    nach    §    16    offenbar 

{M^M^M^)  =  Xund{M,M^M^) 


t?3  =     ^_^     und  W4 


—      l^^       y    ^3    —         i_^ 

die  Coordinaten  der  vier  Ele- 
mente (Li)  —  i=  1,2, 3;  4  — ^ 
so    ist   nach    §    17    offenbar 

(Zi  Zf2  ig)  =  X  -j^   und 


{M,M,M,M,)  = 


mithin  -das  Doppelverhältnis 
X 


f^ 


{Li  L2  L^L^)  — 


i^ 


und,  in  analoger  Weise  kann  man  sagen,  sind: 
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M^  =  A^u  -\-  B.,v  +  0.2  =^  Oy 
M^=M^—  XM^  =  0  und 
M^  =  Mj^—  fiM^  =  0  die 
Gleichungen  der  vier  Elemente 
Mi,  80  ist  nach  §  16  (M.M^M^) 

Qi 


=  X 

Q2 


und      (M^  M,  M^) 


L,  =  A^x  +  B^y  -\-  C^  =^  o, 
L^  =i  Li  —  ).  L.^  ==^  0  und 
L^^  L,  —  //  i^  =  ö  die 
Gleichungen  dervierElemente 
{Li),  so  ist  nach  §  17  (L^L^L^) 

=  :i^und(AZA)  =  .«^, 

V2 


demnach  das  zu  suchende  Doppelverhältnis 


(107) 


(108) 


Wir  werden  nun,  mit  Rücksicht  auf  die  später  vor- 
kommenden Sätze  und  Aufgaben,  das  Doppelverhältnis  der 
vier  Punkte  Mi  oder  vier  Strahlen  {Li)  unter  der  Annahme 
berechnen,  dass  deren  Coordinaten  sind : 


(109) 


X'  —  /» X" 

^i   =   —. -. ; 


yi 


y'-^iy'' 


Ui 


Vi   = 


l-Xi 
v'  —  Xjv'' 


(110) 


1-^-    ' 

oder,  deren  Gleichungen  lauten: 

(111)  .  Mi^M—XiM'  =  o,  I  i<  =  i'— ;.< i"  =  0,   .  (112) 

wenn  noch  i  =  1,  2,  3,  4  ;  x%  y*  und  a;",  y"  die  Coordinaten 
zweier  Punkte  M  und  M*  des  Trägers  der  vier  Punkte 
Mi,  M'  ^^  0  und  M'*  =  0  deren  Gleichungen;  u',  v*  und 
w",  t?"  die  Coordinaten  zweier  Strahlen  (Z')  und  (i"),  ge- 
legt durch  den  Träger  der  vier  Strahlen  (i<)?  i'  =  o  rund 
und  i"  =  0  deren  Gleichungen  repräsentieren.  Um  diese 
Aufgabe  zu  lösen,  führen  wir  vorliegenden  Fall  auf  den 
früheren  zurück,  trachten  also  die  Gleichungen  der  beiden 
letzten  Elemente  aus  jenen  der  beiden  ersten  abzuleiten, 
was  dadurch  geschieht,  dass  wir  aus 

(a)  .    .    .     M  —  X^M*  =  M^j     M  —  X^M'  =  M^ 

die  Symbole  M*  und  M*  bestimmen  und  diese  Werte  in  die 
Gleichungen 
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(6)   .    .    .     J/'  -  /3  M'  =  0,     M.—X^M*'  =-  0 

einführen.  Man  findet  nun  aus  den  Gleichungen  (a\  so- 
bald man  diese  nach  M  und  M"  auflöst, 

und  durch  Substitution  dieser  Werte  von  M'  und  M"  in 
die  Gleichungen  (b)  gehen  dieselben  über  in 

^^^,  U2  -  ^)  ^^1    -   (>^)   -  >^-3)  J^2     =    0 

^  ^  •   •   •     (;i,  _;ij  iif,  —  (/,-/,)  i¥,  =  0 . 

Die  durch  die  Coordinaten  (109)  oder  Gleichungen  (111) 
gegebenen  vier  Punkte  Mi  sind  also  auch  bestimmt  durch 
die  öaöhtblgenden  vier  Gleichungen,  u.  zw. 

(d)  .     M^  =  0,    M^  =  0,     1/3  =  M^  —  ir—-^  M^  =  0, 

J/,  EE  i¥,  —  ^^^^  ilfa    =   ö 

und  aus  diesen  und  der  früheren  Gleichung  (107)  ersieht 
man  nun,  weil  ja  ganz  dieselbe  Betrachtung  auch  für  die 
vier  Strahlen  (Z,)  angestellt  werden  kann,  dass  das  Doppel- 
verhältnis {M^M^M^M^)  der  durch  die  Coordinaten  (109) 
oder  Gleichungen  (111)  bestimmten  vier  Punkte  Mi,  sowie 
das  Doppelverhältnis  (i^  L.^  Zg  L^)  der  durch  die  Coordinaten 
(110)  oder  Gleichungen  (112)  gegebenen  vier  Strahlen  (Z,-,) 

X  XX  X 

gleich  ist    y ^   '   '^ ^7  ^^^    treten   somit    die    beiden 

/.2  X3  /2  A^ 

Gleichungen  in  Kraft: 

(113)   .    .   {M,M,M,M,)      I  {L,L,L,L,) 

^1  ^3  .  ^1  ^4r  __   ^1  ^3  ,  ^i  ^4  (IIA) 

A2  A3       A2  A^  I  /'2  A3      /,2  ^i 

welche  die  gestellte  Aufgabe  lösen. 

Das  Doppelverhältnis  der  vier  Elemente  1,  2,  3,  4,  unter 
welchen  vier  Punkte  einer  Punktreihe  oder  vier  Strahlen 
eines  Strahlenbüschels  verstanden  sind,  hängt  voü  der  An- 
ordnung dieser  vier  Elemente  ab,  und  man  findet  aus  den 
obigen  Gleichungen  (113)  und  (114): 


(115). 
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( 1234)  =  (21 43)  =  (3412)  =  (4321 )  =  ^4'~i^ln'~]- 

(Xj — X4)  (Xj  —  X3J 

(1243)  =  (2134)  =  (4312)  =.(3421)  =  ^l^^I^^^^^-Hhi 

(1324)  ==  (3 142)  =  (241 3)  =  (423 1 )  =  7^'-^H[j-^*] 

=  je;  =  1  —  K, 
(]  342)  =  (31 24)  =  (4218)  =  (2431)  -^  ^^^Af^~^l 

-  TT    -        1 

—  *3   —  j-ZTff' 

(1423)  =  (41 32)  =  (2314)  ^  (324 1 )  =  Ij'  Z  j'i  a^-^] 

K-l       '       '      '      ' 

( 1432)  =  i'4123)  =  (3214)  =  (2341 )  =  ^^-^—n^—rl 

(Xj        /..^)  (X^       X3) 

1^    ^ 

—  ^^  —  irZTi- 

Aus  vier  Punkten  einer  Punktreihe  oder  vier  Strahlen 
eines  Strahlenbüschels  kann  man  demnach  sechs  von  ein- 
ander verschiedene  Doppelverhältnisse  bilden,  und  nennt 
man  den  Wert  eines  derselben  K,  so  sind  die  Werte  dieser 
sechs  Doppelverhältnisse : 

/^^  j^        i        1  _  Ä'       i_         ^~  ^  ^ 

Diese  Werte  sind  nun    im   allgemeinen  von    einander   ver- 
schieden und  bilden  drei  reciproke  und  drei  complementftre 
Paare;  doch    können    besondere  Fälle    eintreten,    wo  einige 
obiger  Werte  einander  gleich  werden.     So  sind  z.  B.  für 
K=l,       K,  =  l,      K,  =  0,  K,  =  co,  K,  =  0,  K,=.oo', 

ferner  für 

1  1 

K=  —  1,  K^^^  —  ly  ^2=2,  K^=-^y   K^  =  2,  K^z=z-- 

und  es  tritt,  wie  bereits  gesagt  wurde,  der  Fall  K  =  1 
dann  ein,  wenn  das  dritte  und  vierte  Element  identisch, 
dagegen  jener  K  =  —  1 ,  sobald  die  vier  Elemente  har- 
monisch sind. 
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1  TT 1 

Die  Werte  K,  z^ =.  und  — = — ,    die     zu    einander 

1  —  Ä  jK 

weder  reciprok,  noch  complementär  sind,  heißen  die  drei 
Fundamentaldoppelverhältnisse  der  vier  Punkte  der  Punkt- 
reihe oder  vier  Strahlen  des  Büschels.  Sind  von  denselben 
je  zwei  einander  gleich,  so  sind  es  auch  alle  drei  und  man 
findet  leicht,  dass  die  Bedingung 

(f)  .    .    .  K  =  j--^  =  —^- 

fiir  solche  Werte  von  K  erfüllt  ist,  die  der  Gleichung  genügen 

(g)  .    .    .  K'-K+l  =0, 
und  aus  dieser  erhält  man 

1  =fcV^3 


K  = 


2 


1  H-V 3 

Setzt  man  nun  K  =  ^ ,  so  wird  aber  dafür, 

wie  eine  einfache  Rechnung  sofort  zeigt, 

(},^  1  _  1  _  ir  _  _  A_  _  1  "^^^^ 

W   .    .    .  ^  _  1       A  —  ^_  j  —         2 

\  -f-Y^     3 
Nun  sind  aber    — =^ die   beiden  imaginären  Wurzeln 

der  cubischen  Gleichung  cc^  -f"  1  =  ^  ^^^  kann  man  sonach, 
weil  eine  derartige  vierpunktige  Reihe  oder  ein  solcher  vier- 
strahliger  Büschel  nach  Cremona  ein  äquianharmonisches 
System  heißt,  den  Satz  aussprechen:  Bilden  vier  Punkte 
einer  Reihe  oder  vier  Strahlen  eines  Büschels  ein  äqui- 
anharmonisches System,  so  sind  die  einen  drei  der  in  (e) 
angegebenen  Doppelverhältnisse  gleich  der  einen,  die  drei 
übrigen  aber  gleich  der  anderen  imaginären  Cubikwurzel 
aus  der  negativen  Einheit. 

Ist  der  Wert  des  Doppelverhältnisses  von  vier  Punkten 
einer  Reihe  oder  vier  Strahlen  eines  Büschels  bekannt  und  er- 
scheinen von  diesen  vier  Elementen  drei  gegeben,  so  ist  auch 
das  vierte  Element  eindeutig  bestimmt.  Denn  sind  z.  B. 
M^ ,  M^  und  ilfg  die  drei  gegebenen  Elemente  und  ist  K  = 
(ifi  M^  Mq  M^  das  ebenfalls  bekannte  Doppelverhältnis  der- 
selben, dagegen  M^  das  durch  iC  bestimmt  sein  sollende  Element, 
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so  folgt  aus  der  bekannten  Gleichung  ^     '^     ^  =  K 


{M,  M,  MJ  = 


K 


und  diese  Gleichung  bestimmt  das  Abstandsverhältnis  des 
Elementes  M^,  bezüglich  M^  und  M^  als  Grundelemente. 
Man  kann  somit  das  Doppelverhältnis  gleichfalls  als  einen 
Parameter  einfuhren,  der  ebenso  zur  eindeutigen  Bestimmung 
eines  Elementes  dient,  wie  das  Abstandsverhältnis.  Dies  stimmt 
übrigens  auch  mit  der  Thatsache  tiberein,  dass  das  Abstands- 
verhältnis  in  dem  Doppelverhältnisse  enthalten  ist.  Nimmt 
man  nämlich  an,  es  sei  der  vierte  Punkt  M^  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  Geraden  M^  M^  oder  der  vierte  Strahl  (L^) 
die  äußere  Winkelhalbierungslinie  des  von  den  Strahlen 
(ij  und  (ig)  gebildeten  Winkels,  so  ist  (Mj^  M^  MJ  =  1 
und  (L^  Z^  i^)  =  1 ,  somit  (Jii  Mc^M^)  =  {M^  M.^  M^M^)  und 

(A-^2-^3)  =  (A  -^2  A  -^4)  • 


Satz.  Legt  man  durch 
eine  vierpunktige  Beihe  einen 
Strahlenbüschel,  so  ist  das 
Doppelverhältnis  des  Büschels 
gleich  jenem  der  Reihe 
(Pappus). 

Beweis«  Die  Coordina- 
ten  der  vier  Elemente  Mt^ 
i  =  1,  2,  3;  4,  der  Punkt- 
reihe   seien    wieder    x^,y^\ 


Xa 


während  a?o,yo  diejenigen  des 
Centrums  ütf^  des  durch  diese 


Satz.  Bringt  man  einen 
aus  vier  Strahlen  bestehenden 
Büschel  zum  Schnitte  mit 
einer  Transversalen,  so  erhält 
man  eine  vierpunktige  Reihe 
vomDoppelverhältnisse  gleich 
jenem  des  Büschels  (Pappus). 

Beweis.  Die  Coordina- 
ten  der  vier  Elemente  (Z»), 
i  =  1,  2,  3,  4,  des  Strahlen- 
btischels  seien  wieder  u^,Vij 

u^  —  A  Wg 

^2?  ^2 '  ^3 


V,. 


u 


während  Uq,  Vq  diejenigen  der 
Transversalen  (Tq)  bedeuten, 


1 

—  2. 

Vi- 

-  Xv^ 

1 

l 

Ml- 

-i«Wä 

1- 

— /« 

^1- 

-t^'Oi 

58 


III.   §  18.  Doppel  Verhältnis. 


vier  Punkte  gelegten  Büschels 
Mq  angeben.  Die  Gleichungen 
der  vier  Elemente  (iO  des 
letzteren  sind  demnach:  (Siehe 
GL  29). 


welche  mit  dem  Büschel  zum 
Schnitte  gebracht  wird.  Die 
Gleichungen  der  vier  Schnitt- 
punkte JH^  sind  folglich:  (Siehe 

Gl.  44). 


^,          yy 

U,                   V,         1 

L,- 

^Q}         yoj 

M,- 

W07                         ^07         1 

^17                       2/l7 

^17                        ^17        1 

—  ö, 

—     Ö7 

»7                         2/7 

Uy                                         V,                  1 

4- 

a?07         yo7 

M,- 

«*0  7                      ^0»        1 

^27                      ^27 

^27                        ^27         ' 

—   0, 

—  ö, 

a?,           y, 

w,               «;,       1 

h- 

^07                     2/07 

^1     ^a?2     2/i     %2 

M,- 

Wo7                      ^07       1 

1     /    '     1     2    ' 

1     ;i    ^      1     A    ' 

—  0, 

—  ö, 

^7                           2/7 

w,                v,       1 

L,- 

^07                        2/07 

a^i     ^«2     2/i     i"2/2 
1      .a     '       l      fC    ' 

0 

m 

1 

M,- 

Uqj                    t?o,       1 

1  ^  '    1  fl  ' 

0, 

oder 


(i) 


Li    =    0,    L^    ^:=    0, 


JLdQ    inz  jL/£  A  X/j 


0, 


JL/^  =  1^^  jM  JL;2    0. 

Nun  bestimmen  aber  nach 
Gl.  (107)  die  angegebenen 
Coordinaten  vier  Punkte  einer 
Reihe  vom  Doppelverhältnisse 

(M^M^M^M^)  =  —,  während 

die  Gleichungen  (i)  vier 
Strahlen  eines  Büschels  vom 
Doppelverhältnisse 


(ii  ^2  ^3  ^4)   — 


^ 


ilfg  =  i¥i  —  ;i  ifa  =  0, 
M^  =  M^—liM^  =  o.   .   (Ä:) 

Die   obigen  Coordinaten 

geben  aber  nach  Gl.  (108)  vier 

Strahlen    eines   Büschels    an 

vom  Doppelverhältnisse 

X 
(LiL^L^L^)  =  — ,  während 

die  Gleichungen  (Ä;)  vier 
Punkte  einer  Reihe  vom 
Doppelverhältnisse 


(1/,  M,  M,  M,)  = 


// 
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üxieren;  es  ist  daher  in  der  That 
(Li  L,  £3  L^)  =  (1/,  M,  M,  M,] , 
was  zu  beweisen  war. 
Diese  wichtigen  Sätae  riihreii 
von  FappuB  her  und  bilden  die 
Grundlage  der  projecti  vischen 
Geometrie  in  der  Ebene.  Bringt 
man  somit  (Fig.  13)  den  aus  vier 
Strahlen  (i,)  bestehenden  Büschel 
zum  Schnitte  mit  den  beiden 
Transversalen  (T)  und  (T'),  so 
erhält  man  zwei  vier  punktige 
Reiben  Mi  und  Mi  —  ''  ^  1,  2, 
3,  4  —  und  es  ist  nach  dem  Satze 
von  Pappus  (iV,  J/,  J/3 .1/, )  = 
iL,L^L,L^}aniiM,-M^'M^'M,')=  p. 

(£1X3X3X4),  mithin  {M,M,.%MJ  '^' 

=  (J/i'iUj' J/j' J/j').  Legt  man  dagegen  durch  die  vier- 
punktige  Eeihe  Mi  einen  zweiten  vierstrahtigen  Büschel  (Li), 
so  ist  nach  demselben  Satze  (J/jitf^J/jJ/,)  =  {L^'L.;^'Lg'Lj) 
und  mithin,  wegen  der  früheren  Gleichung  {M,  iW^  -^3  -^^4) 
=  (L^L.,L!,L^),  auch  (L^  L,  L^  L^')  =^  (L^' L/ L^' L^'),  wes- 
halb man  sonach  zu  den  beiden  Sätzen  gelangt: 

Haben  zwei  aus  je  vier  !  Haben  zwei  aus  je   vier 

Punkten    Mt     und    Äf,'  —  l  j   Strahlen    (X;)    und    (X*'  —  i 
=  1,  2,  3,  4  —    bestehende  '   =    1,  2,  3,  4   —    bestehende 
Reihen    eine     solche    gegen-     Büschel    eine    solche    gegen- 
seitige  Lage,    dass    die  Ver-      seitige  Lage,  dass  die  Schnitt- 
ndungsgeraden     MiMi      in     punkte  der  Strahlen  (X,)  und 
nem  und  demselben  Punkte     (X/)  in  einer  und   derselben 
!ch    durchschneiden,   so   be-     Geraden  zu  liegen  kommen,  so 
tzen    diese    beiden    Reihen     besitzen  diese  beiden  Büschel 
dasselbe  Doppelverhältnis,  dasselbe  Doppelverhältnis. 

Ebenso  leicht  findet  man  die  Sätze: 
Legt    man    durch    eine  1  Bringt   man    einen   har- 

harmonische  Funktreihe  einen      monischen       StrahlenbUschel 
Strahl enbüschel,  so  ist  dieser  1   zum  Schnitte  mit  einer  Trans- 
harmonisch, versalen,    so  ergibt  sich  eine 
;   harmonische  Punktreihe. 
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Im  Anschlüsse  mögen  hier  noch,   der  Vollständigkeit 
wegen,  die  beiden  reciproken  Sätze  bewiesen  werden: 


Sind  Mj^j  M^y  M^  und  M^ 
vier  Punkte  einer  Punktreihe, 
so  besteht  die  Ret. 

(116)  .  .  M^  M.,.M^  M^ 


Sind  (ij,  (i,),  (Z3)  und 
(L^)  vier  Strahlen  eines  Strah- 
lenbüschels, so  besteht  die  Ret. 

sin  (ix  L2)  sin  (ig  i^) 
+  sin  (ig  -^3)  siii  {Li  LJ 
+  sin  (ig  i  J  sin  (ia  ij 
=  0.    ...  (117) 

Beweis.     Der  in   61.  (116)    ausgesprochene   Satz    ist 
ein  Ergebnis  der  drei  Gleichungen 

M^M^  =  M^M^  +  M^M^, 
M^M^  =  itfa  M^  +  If^ i/3, 

denn  multipliciert  man  dieselben  der  Reihe  nach  mit  Mg  M^, 
Ml  M^  und  Afg  ^4  ^^d  addiert  sie  hierauf,  so  erhält  man 
unter  gleichzeitiger  Berücksichtigung  der  Beziehung  Mi  Mk 
=  —  MkMi  die  obige  Gleichung  (116).  Letztere  kann  aber 
auch  so  geschrieben  werden 

(M,MiM,MA.   (M,M,M,Mi\  _ 

\M^M, '  M^mJ  "^  \M^M, '  M^mJ  ~ 

und  es  ist  daher  nach   dem  Satze  von  Pappus,  wenn  (i^) 

{L^  die  vier  Strahlen  eines  Büschels   sind,  die    der 

Reihe    nach  durch   die  Punkte  M^ ikQ  gehen, 

/  sin  (i^,ij  ^  sin  (i^,ij\ 
V  sin  (ig,  ij  *  sin  (ig,  i^)/ 
/sin(i3,  ij^  sin  (ig,  i,)\       ^  ^^ 
*^  \  sin  (i^,  ij  '  sin  (i^,  i^ )/  ' 

welche  Relation  zur  Gleichung  (117)  führt,  wenn  man  sie 
noch  mit  dem  Producte  sin(ig,ij.sin(i2,i4)  multipliciert. 
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Sind  M,,M^  undif,ilf' 
vier  Punkte  einer  Punktreihe 
1.  Ord.  und  ist 

(118)   .    .    .   {MiM,M) 
=  -{M,M,M), 


Sind  (ij,  (ia)  und  (i), 
(i')  vier  Strahlen  eines  Strah- 
lenbüsches  1.  Ord.  und  ist 

iL,L,L)==-{L,L,L').{m), 
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60  sagt  man,  die  Punkte  M 
und  Mf  theilen  die  Strecke 
M^  M^  harmonisch. 


so  sagt  man,  die  Strahlen  (i) 
und  {L*)  theilen  den  Winkel 
(L^yL^)  harmonisch. 


Die  obige  Gleichung  (118),  beziehungsweise  (119),  kann 
nach  der  Bedeutung  der  hier  vorkommenden  Symbole 
(Siehe  §  15)  auch  so  gegeben  werden 


sin(jLi,jL) 

sin  (ig?  ^) 


sin(ii,  D) 

sin  (Za,  Z') 


oder 


MM,  _ 


ein(i,ii)  sin(Zr',Zfj) 

sin  (Ly  L^)  sin  (i',  ig ) 


und  hieraus  folgt 


MM^ 
MM^' 


sm(L,'L,) 


8in(i,  Zra) 


I      sin  {L%  L, )  sin  {L\  L^  )* 

Man  gelangt  sonach  zu  dem  Satze: 


Theilen  die  Punkte  M 
und  M  die  Strecke  M^^M^ 
harmonisch,  so  theilen  auch 
umgekehrt  die  Punkte  M^ 
und  M^  die  Strecke  MM' 
harmonisch.  Man  nennt  da- 
her, sobald  die  öl.  (118)  er- 
füllt erscheint,  die  Punkte 
Jfj,  Jfg  und  M,  M  zwei  har- 
monische Punktpaare  oder 
auch  eine  harmonische  Punkt- 
reihe. 

Aus  Gl.  (118)  erkennt 
man  auch,  dass  M*  ein  äußerer 
Theilpunkt  sein  muss,  sobald  Jf 
zwischen  M,  und  M^  liegt  und 
umgekehrt.  Ebenso  zeigt  diese 
Gleichung,  dass  der  Halbie- 
rungspunkt /  der  Strecke 
M^M^  und  der  unendlich  ferne 
Punkt  Mm  der  Geraden,  in 
welcher  M,  und  M^  liegen, 
die  Strecke  M,  M^  harmonisch 


Theilen  die  Strahlen  (i) 
und  (i')  den  Winkel  (i^,  L^) 
harmonisch,  so  theilen  auch 
umgekehrt  die  Strahlen  (Zj) 
und  (ij  den  Winkel  (i,  i') 
harmonisch.  Man  nennt  da- 
her, sobald  die  Gl.  (U9)  er- 
füllt erscheint,  die  Strahlen 
(ij,  (ZJ  und  (Z),  (Z')  zwei 
harmonische  Strahlenpaare 
oder  auch  einen  harmonischen 
Strahlenbüschel. 

Aus  (Gl.  119)  erkennt 
man  auch,  dass  (Z')  ein 
äußerer  Theilstrahl  sein  muss^ 
sobald  (Z)  ein  innerer  ist 
und  umgekehrt.  Ebenso  zeigt 
diese  Gleichung,  dass  die 
innere  Winkelhalbierungs- 
linie {H)  und  die  äußere  (ü') 
den  Winkel  {L^^L^)  harmo- 
nisch theilen  und  dass,  so- 
bald   (Z2)    rechts    von    (Z^) 
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theilen  und  dass,  sobald  M^ 
rechts  von  M^  liegt,  M'  rechts 
oder  links  von  M^  und  M^ 
zu  liegen  kommt,  je  nach- 
dem M  zwischen  /  und  M^ 
oder  I  und  M^  sich  befindet. 
Je  n^her  ferner  jjf  an  ilf^  — 
oder  Mj  —  liegt,  desto  mehr 
nähert  sich  M'  dem  Punkte  M^ 

—  oder  if^.    Fällt  ilf  mit  1/^ 

—  oder  M.^  —  zusammen,  so 
geschieht  auch  ganz  dasselbe 
mit  M\  Sind  endlich  die 
drei  Punkte  M^,  M^  und  M 
gegeben,  so  ist  auch  der  vierte 
Punkt  M'  eindeutig  bestimmt. 


Satz.  Theilen  M  und 
M'  die  Strecke  M^  M^  har- 
monisch und  ist  /  der  Mittel- 
punkt dieser  Strecke,  so 
besteht  die  Ret.: 


(120)  .  .  IM.nr^IM^K 


liegt,  der  Strahl  {D)  rechts 
oder  links  von  den  beiden 
Strahlen  {L^)  und  {L.^)  zu 
liegen  kommt,  je  nachdem 
iL),  zwischen  (-ff)  und  (i^) 
oder  zwischen  {H)  und  (ij 
sich  befindet.  Je  mehr  ferner 
(L)  an  (i^)  —  oder  (L^)  — 
liegt,  desto  mehr  nähert  sich 
(D)  dem  Strahl  (ij  —  oder 
(LJ.  Fällt  (L)  mit  (LJ  — 
oder  (i^)  —  zusammen,  so  ge- 
schieht auch  ganz  dasselbe 
mit  {L').  Sind  endlich  die 
drei  Strahlen  (ij,  {L^)  und 
(Z)  gegeben,  so  ist  auch  der 
vierte  Strahl  {L')  eindeutig 
bestimmt. 

Satz.  Theilen  (X)  und 
(LO  den  Winksl  (Z„  ij  har- 
monisch  und  ist  (-ff)  die  in- 
nere Winkelhalbierungslinie 
von  (i^,  i^),  so  besteht  die 
Ret. : 

ig{H,L)AgiH,L') 
=  tgW,i,)    .  .  .(121). 


Beweis.      Die    erste    dieser    Grieichungen    kann    aus 
(118)    hergeleitet   werden,    indem    dieser    Relation    zafolge 


M,M  '  M,M 


Oj  mithin 


sein  muss.  Nun  ist  aber  M^^M  =  IM  -{-  IM^,  M^M' 
=  IM  -IM,,  M^M  =  IM—IM,,M^M  =  IM^  -f  lilf 
und  daher  nach  obiger  Gleichung 

{lM-\-  IM,)  {IM  — IM,)  +  {IM— IM,)  {IM,  +  IM)  =  o, 

woraus  in  der  That  die  Gl.  (120)  folgt.  Legt  man  nun 
(Fig.  14)  durch  die  Punkte  M^,  M„  M,  M  und  I  den 
in    der    Figur    verzeichneten    Strahlenbüschel,    in    welchem 
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der  Strahl  (H)  senkrecht 
steht  auf  dem  Träger  der   (i^) 
Punktreihe,    so    ist   nach 
den  Elementen    der  Tri- 
gonometrie 

IM=  OI.ig{H,Ll 

IM=  OI,i^[H,L), 

IM,=  OLtg{H,L,) 

und  durch  die  Elimination 
von  IM,  IM'  und  IM^ 
aus  (120)  und  den  drei 
letzten  Gleichungen  ergibt  sich  dann  (121). 


Satz.  Theilen  M  und 
M'  die  Strecke  M^  M^  har- 
monisch und  ist  /  der  Mittel- 
punkt der  letzteren,  so  besteht 
die  Ret. : 

2  1 


(122)  . 


M,M, 

+ ' 


M,M 


Mjr 


Satz.  Theilen  (L)  und 
(i')  den  Winkel  {L,  ig)  har- 
monisch und  ist  (H)  die  in- 
nere Winkelhalbierungslinie 
von  (L^yL^),  so  ist 

2  1 


+ 


1 


.    .   (123) 


Beweis.     Beide    Sätze    ergeben    sich    leicht    aus   den 
früheren  Gleichungen  (118)  und  (119).    Aus  der  ersten  der- 

M  M      MM 

selben,  d.  i.  nämlich    ^.J:  ^,^4-  TTr-in:  =  o.  folgt  zunächst 

M,M M,M         _ 

MJT—  M^M.,'^ M^M  —M,M^  ~  "" 

und  hieraus  durch  Wegschaffung  der  Brüche 

2M,M,M,M  =  M^M.M^M.,-\-M,M,M,M,,', 

dividiert  man  noch  beide  Theile  obiger  Gleichung  durch 
das  Product  M^  M .  M^  M' .  M^  M^,  so  erhält  man  die 
Gleichung    (122)    selbst.     Anderseits  ist,    zufolge  (119),  die 

Summe     .    \t^^  Jr  H — .    \-r^^  tL    =  0   und    daher, 
8in(X2,i)         ^m{L^jL') 


wie   em 


Blick  auf  Fig.  1 4  zeigt, 

sin  (ij,  L) 


+ 


sin(i^,i') 


8in[.(i„i)-(A,4)]    '    sin  [(4,  i')- (4,^)1 


0 
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woraus  sich,  sobald  man  die  Brüche  wegschaflft  und  schließ- 
lich die  Gleichung  durch  das  Product  8in(Zi,Z).sin(ii,i') 
8in(ij,Zf2)  dividiert,  die  Gleichung  (123)  ergibt. 

Es  unterliegt  nun  auch  keinem  Anstände,  die  Coordi- 
naten  und  Gleichungen  von  zwei  harmonischen  Punktpaaren 
oder  Strahlenpaaren  anzugeben  und  man  erkennt,  dass  nach 
§  16  und  §  17 


A/j  -|-  n>2 
tCj^  -j-  /C2 


y 


X- 


y  = 


^iVi    ^2y2 

/Cj  —  IC2 

die  Coordinaten; 


^l?^l5^2J^2?^ 


V 


t^ 


i; 


fCtUt    ~T~  /i/o ^2 

/Cj^  "f~  ^2 

^1  ~r  ^2 


ilfi  =  A^u  +  Äjt;  +  Ci  =  o, 
i/2  =  A^u  4-  JSat?  +  Ca  =  0, 
M  =  Ä;^  1/^  -f-  ^2  ^^2  =  ö  ? 

die    Gleichungen     von    zwei 


L,  =  A^x  +  B,y  +  C,  =  o, 

ig  ^  ^2^  +  ^2y  +  C'a  =  0, 

i'   E^  Äji^  ^^2^2    ==  Ö 

harmonischen    Punktpaaren, 


M^yM^  und  M,My  beziehungsweise  Strahlenpaaren  (i^), 
(^2)  und  (i),  (i'),  angeben,  u.  zw.  für  jedes  Wertesystem 
von  k^  und  k^y  und  sei  gleichzeitig  noch  bemerkt,  dass  man 
in  den  obigen  Formeln  überall  ^i  =  -f-  1  und  Ä^  =  —  X 
setzen  kann. 


Aufgabe.  Man  be- 
stimme die  Gleichung  des 
Pols  einer  Geraden  (i')  von 
den  Coordinaten  u%  v'  in  Be- 
zug auf  die  beiden  Punkte 
J/j  =A^u  +  B,v  +  C,  =  0 

und3/2=^2^^+-ß2^  +  ^=ö- 
Lösung.  Die  Gerade 
{L')  durchschneidet  den  Trä- 
ger der  beiden  Punkte  M^ 
und  M2  in  einem  Punkte  M 
und  man  nennt  aus  Gründen, 


Aufgabe.  Man  be- 
stimme die  Gleichung  der 
Polaren  eines  Punktes  M'  von 
den  Coordinaten  x%  y*  in  Be- 
zug auf  die  beiden  Geraden 
ii  =  A^x  +  B^y  -f  Q  =  0 
xiwdi  L.2  zz^  A^x  -\-B2y  +C2  =  0. 

Lösung.  Der  Punkt  M' 

und  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Strahlen  (L^)  und  (La) 
bestimmen  einen  Strahl  (L) 
und  man  nennt  aus  Gründen, 
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die  später  bei  den  Kegel- 
schnitten erörtert  werden,  den 
vierten  harmonischen  Funkt 
M'  zu  den  Punkten  M^^  M^ 
und  M  den  Pol  der  Geraden 
(Z'),  bezüglich  des  Punkt- 
paars M^j  M^.  Nun  hat  der 
Punkt  My  weil  er  in  der  Ge- 
raden M^  M^  und  (i')  gleich- 
zeitig liegt,    nach  §  14  die 

Gleichung  ^-^.    =  o 

und  daher  ist  nach  dem  eben 
Vorgeführten 


(124) 


^M, 


M^' 


M  = 


=  o 


M,' 


die  Gleichung  des  gesuchten 
Pols,  wenn  noch  die  Symbole 
Jfj'  und  Jbfg'  definiert  sind 
durch 


die  später  bei  den  Eegel- 
SQhnitten  zur  Erörterung  kom- 
men werden,  den  vierten  har- 
monischen Strahl  (XO  zu  den 
Strahlen  (ij,  (LJ  und  (L) 
die  Polare  des  Punktes  M, 
bezüglich  des  Geradenpaars 
{L^)y  (La).  Nun  hat  der  Strahl 
(i),  weil  er  gleichzeitig  durch 
den  Punkt  M  und  den  Schnitt- 
punkt der  Strahlen  (L^)  und 
(ia)    geht,    nach    §    14    die 

Gleichung  -^i f^=  ®  ^^^ 

daher  ist  nach  dem  eben  Vor* 
geführten 

i'  =  ^,  +  ^  =  o..(125) 

die  Gleichung  der  gesuchten 
Polaren,  wenn  noch  die  Sym- 


bole   L^'   und 
sind  durch 


LJ   definiert 


Mi' =  AiU' +  Biv' +  a,   i-=l,2,    Li  =  AiX'+Biy'  +  Ci. 


Satz.  Es  existiert  im- 
mer ein  Punktpaar,  welches 
mit  einem  jeden  Paar  von 
zwei  gegebenen  Punktpaaren 
harmonisch  ist  und  dieses 
Paar  kann  reell  oder  imaginär 
erscheinen. 


Satz.  Es  existiert  im- 
mer ein  Strahlenpaar,  welches 
mit  einem  jeden  Paar  von 
zwei  gegebenen  Strahlen- 
paaren harmonisch  ist  und 
dieses  Paar  kann  reell  oder 
imaginär  sein. 


Beweis.   Um  diese  beiden  Sätze  zu  beweisen,  machen 
wir  die  Annahme,  es  seien: 

(126)  .   .   .     Üi  =  t7'  — ;iif7"  =  o,    U^  =  U  —  X.,U'*=o, 
U^  =  U'  —  X^W  =  o,     U^=  U'  —  X^U''  =  o 

die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Punkt-  oder  Strahlen- 
paare, während 

(127)  .    .    .      U=U'  —  XU'*==  o,      V=U''-fiU'*=  0 
die  Gleichungen  von  einem  anderen  Paar  darstellen,  welches 

Hahhib,  anal.  Geonu  der  Kegelaehnitte.  5 
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derselben  Reihe  oder  demselben  Büschel  angehört,  wie  die 
beiden  gegebenen  Paare.  Wenn  nun  U^  ==  o,  U2  =  o  und 
U=  0,  V  =  0,  sowie  Uq  =  0,  U^  =  0  und  Z7  =  0,  V=  0, 
harmonisch  sein  sollen,  unterliegen  X  und  fi  den  beiden 
Relationen : 

oder 

1 

^/'— -§-(^1  +  ^2)  (^  +  i«)  4-  ^1  ^2  =  0 

(128)  ...  ^ 

und  aus  diesen  folgt  sofort,  wenn  man  sie  nach  (X  -|-  fc)  und 
Xfi  auflöst: 

X-^  fi  =  a,  Xfi  =  b. 

Es  erscheinen  somit  X  und  jM  als  die  Wurzeln  der  in  q 
quadratischen  Gleichung: 

d.  h.  es  ist 

_    a  +  V^^rr4y  _   a  —  Va^  —  ib 

und  diese  Grleichungen  zeigen,  dass  wirklich  ein  Werte- 
system  von  X  und  fi  existiert,  welches  den  hier  gestellten 
Bedingungen  entspricht. 


«    •    • 


Capitel  IV. 
Eigenschaften  ebener  Figuren. 

§  20.   Volbt&ndige  Eiguren.  —  Definition. 


Das  einfache  n-Eck. 

Man  denke  sich  in  der  Ebene 
die  n  Punkte  Jü,  i  =  1 ,2,3 . . .  n, 
von  welchen  keine  drei  be- 
nachbarten in  einer  und  der- 
selben Geraden  liegen  sollen, 
und  verbinde  nun  den  ersten 
mit  dem  zweiten,  diesen  mit 
dem  dritten und  end- 
lich den  nten  mit  dem  ersten 
Punkte,  wodurch  man  eine 
von  n  Strecken  gebildete  ebene 
Figur  erhält  und  diese  heißt 
das  einfache  n-Eck.  Die 
n  Punkte  Mi  bilden  die  Ecken 
und  jene  n  Strecken,  welche 
durch  zwei  unmittelbar  auf 
einander  folgenden  Ecken 
bestimmt  sind,  die  n  Seiten 
der  Figur  und  man  erkennt 
sonach,  dass  das  einfache 
n-Eck  offenbar  n  Ecken  und 
n  Seiten  besitzt 


Das  einfache  n«Seit 

Man  denke  sich  in  der  Ebene 
die  n  Strahlen  (i,),t  =?=  1 ,2,3..n, 
von  denen  keine  drei  benach- 
barten durch  einen  und  den- 
selben Punkt  hindurchgehen, 
und  bringe  nun  den  ersten 
mit  dem  zweiten,  diesen  mit 
dem  dritten  und  end- 
lich den  wten  mit  dem  ersten 
Strahl  zum  Durchschnitte, 
wodurch  man  abermals  eine 
von  n  Strecken  gebildete 
ebene  Figur  erhält  und  diese 
heißt  das  einfache  n-Seit.  Die 
Schnittpunkte  von  zwei  un- 
mittelbar auf  einander  folgen- 
den Strahlen  sind  die  Ecken 
und  die  zwischen  zwei  Nach- 
barecken liegenden  Strecken 
die  Seiten  der  Figur  und  man 
erkennt  sonach,  dass  das  ein- 
fache n-Seit  offenbar  n  Seiten 


und  n  Ecken  besitzt. 

Aus  der  Bildungsweise  des  einfachen  n-Ecks  und  n-Seits 
sieht  man,  dass  diese  beiden  ebenen  Figuren  eigentlich 
identisch  sind. 


Das  vollständige  n» 

Eck.  Verbindet  man  dagegen 
die  in  der  Ebene    liegenden 


Das  vollständige  n- 
Srtt.  Bringt  man  dagegen 
die   in  der  Ebene  liegenden 
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n  Punkte  Mi  wechselseitig 
durch  gerade  Linien,  so  er- 
hält man  das  vollständige 
w-Eck.  (Steiner.)  Die  n 
Punkte  Mi  sind  wieder  die 
n  Ecken  und  alle  Verbin- 
dungsgeraden der  letzteren 
die  Seiten  der  Figur.  Nach- 
dem aber  die  Geraden  Ma  Mß 
und  Jif^Jlfa  identisch  sind,  exi- 
stieren blos  -^n{n  —  1)  sol- 
cher Seiten  und  kann  man 
daher  sagen,  das  vollständige 

n-Eck    hat    n    Ecken    und 

1 
^n{n  —  1)  Seiten.     Daraus 

folgt,  dass  das  vollständige 
3-Eck  drei  Ecken  und  drei 
Seiten,  das  vollständige  4-Eck 
vier  Ecken  und  sechs  Seiten, 
das  vollständige  5-Eck  fünf 
Ecken  und  zehn  Seiten  hat. 
etc.  etc. 


n  Strahlen  {Li)  wechselseitig 
zum  Schnitte,  so  erhält  man 
das  vollständige  n-Seit. 
(Steiner.)  Alle  Schnittpunkte 
dieser  Strahlen  sind  die  Ecken 
der  Figur  und,  weil  die  Ge- 
raden (La),  {Lß)  und  {Lß)j  (La) 
denselben  Schnittpunkt  be- 
sitzen,    so     existieren     blos 

-^n  (n — 1)    solcher  Ecken, 

Die  durch  zwei  Ecken  ge- 
gebene Strecke  ist  eine  Seite 
und  man  kann  daher  sagen, 
das    vollständige   n-Seit    hat 

n  Seiten  und  -^   n  (n  —  1) 

Ecken.  Daraus  folgt,  dass 
das  vollständige  3-Seit  drei 
Seiten  und  drei  Ecken,  das 
vollständige  4-Seit  vier  Seiten 
und  sechs  Ecken,  das  voll- 
ständige 5-Seit  fünf  Seiten 
und  zehn  Ecken  besitzt, 
etc.  etc. 
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Satz  von  Camot.  Bringt 

man  die  drei  Seiten  eines 
Dreiecks  von  den  Ecken 
ilfj,  M2  und  M^  zum  Schnitte 
mit  einer  Transversalen  (Lq) 
(Fig.  15),  wodurch  sich  die 
Punkte  M%  M"  und  3f "  er- 
geben, so  ist  das  Product: 

(129)  .    .    .     (M^M^M) 
{M^M^M")  {M,M,M'')  =  +  ] 


Satz  von  Ceva.  Ver- 
bindet man  die  drei  Ecken 
des  von  den  Seiten  (i^),  (i^) 
und  (ig)  gebildeten  Dreiseits 
(Fig.  16)  mit  einem  in  der 
Ebene  des  letzteren  liegen- 
den Punkte  Mq^  u.  zw.  durch 
die  Strahlen  (i'),  (L")  und 
(i"'),  so  ist  das  Product: 

{L,L,D)(L,L,L-){L,L,D-) 
=  -f  1     ...  (180) 
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Fig.  15. 
Beweis.   Sind  mi  ~  a?,-  u 

-f-yiV  +  1  =  ö?     ^*=^ 

die  Gleichungen  der  drei 
Ecken  Mi  des  Dreiecks,  so 
lauten  nach  Gl.  (92)  in  §  16 
die  Gleichungen  der  Schnit- 
punkte  M%  if'  und  M' " 


M'^m^  —  vl'wig  -=0, 

(a) . .  M'*  =  Ws  —  X'*  m^  =  o, 

M**  =  mj  —  ;i"'m2  =  0, 

wenn 

2^   =  (M^M^M% 
(6)  .   .  ;i"  =  (ifg  Jf^  Jf '), 

ist.      Nun    liegen    aber    die 
Punkte   if ,  üf"  und  if "  in 
der   Geraden  (Zq)   und    des- 
halb müssen  die  Gleichungen 
(a)     befriedigt     werden     für 
u  =i  Uq  und  V  =  Vq,  sobald 
Uqj   Vq   die   Coordinaten   von 
(Lq)  darstellen, 
d.  h.  es  unterliegen  X^O,  i  = 
mg®  —  2'm3^  =5  0, 
(e)   .    .   «18^  —  2"  miP=  0, 


Fig.  16. 
Beweis.  SindZi=a?cosa» 
1,2,3,     +y  sin  «/  +  (?,  =  o, 

die  Gleichungen  der  drei 
Seiten  {Li)  des  Dreiseits,  so 
lauten  nach  Gl.  (96)  in  §  17  die 
Gleichungen  der  Verbindungs- 
geraden (i'),  iL")  und  (i'"), 
sobald  der  Ursprung  im  Drei- 
seit angenommen  wird, 

noch 

A''  •=  (L^L^  L")f  . 


(rf) 


(e) 


A'"=  {L.L^D'*) 


ist.  Nun  liegt  aber  der  Punkt 
ifo  in  den  Strahlen  (Z'),  (i") 
und  (Zr'")  gleichzeitig  und 
müssen  darum  die  Coordi- 
naten a?o;  yo  von  jJf^  den  Glei- 
chungen (d)  genügen, 


1,2,3,  den  drei  Eelationen 

1,0  -  X"  1,0   =  .0,    .     .    (/) 

(/■§  A  VQ         —  Oy 


1 
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sobald  m,^  =  07,%  -j-yt^o  4"  ^  ^^^  ^»^  =  ^o  ^os Oi  +  yo  siii«« 
+  di  ist,  und  wird  folglich 


X' 


m. 


;i'"  = 


m, 


0^         A  -_      q; 


m, 


m. 


o> 


7   0  7    0 

0/  f;2_      2**  -1- 

^  7    0>       ^  70 

Ti</   *J^ 

^        7   0> 

mithin  das  Product 
was  zu  beweisen  war. 

IJmketaruiif;  der  Sätze  Ton  Carnot  und  Cera* 

Ist  das  Product  ;i' 2"  ;i'"  =  + 1,  so 


durchschneiden  sich  die  drei 
Strahlen  (Z'),  (i")  und  (Z'") 
in  einem  u.  demselben  Punkte. 


liegen  die  drei  Punkte  jäf', 
il/"  und  i/'"  auf  einer  und 
derselben  Geraden. 

Denn,  nachdem  die  beiden  Gleichungen  bestehen 

m^j  —  A'  W3  =  M*  und  «ig  — 
;L"  m,  =  itf", 


^2  _  A'  Zg  =  i'  und  Zg  —  ;i" 


h  =  i"; 


so  folgt 


m 


m„  —  Jlf '        , 
**  -  und    »I« 


A      Irg, 


«4 


A" 


und  Z2  =  Z'  + 


1  ;^.. 

weshalb  die  Gleichung  des  dritten  Punktes  (Strahls)  ersetzt 

werden  kann  durch  jene 


mg  (1  —  A'  2"  A'")  —  (Jlf '  +  ;i" 


Zg  (1  —  A'  2''  X'")  —  (i"  +  2 


welche  wegen  A'  A"  A'"  =  +  1  übergeht  in 

3/"'  -I-  2"  A'"  ilf  =  0  I  i''  +  ;i"'  ;i""  Z'  =  o 

und  in  dieser  Form  aussagt,  dass  der 


Punkt   i/'"   in    der   Verbin- 
dungsgeraden Jf'  jJf"  liegt. 


Strahl  (i'")  durch  den  Schnitt- 
punkt der  beiden  Strahlen  (Z') 
und  (Z")  hindurchgeht. 

Satz.  Legt  man  durch  die  Ecken  M^,  M^  und  M^ 
eines  Dreiseits  (Fig.  17)  die  Strahlen  (Z'),  (Z")  und  (Z'"), 
welche  die  Gegenseiten  (Zj,  (Z2)  und  (Zjj)  in  den  Punkten 
if,  If'  und  J[f"  durchschneiden,  so  ist  das  Product: 
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(131)    .    .    .     {M,M^M) 
(JM3  M,  M')     (Jtfi  M,  Jlf'O 

Beweis.  In  der  beigege- 
benen Figur  sollen  die  Strecken 
M^M^y  M^M^  und  M^M^  als 
positiv  angenommen  werden, 
also  auch  jene  M^M,  M^  M**  und  ^^  . 
Ml  M***j  weshalb  die  Strecken 
ifgjtfa,  M^M^  und  M^M^j  so- 
wie M^M,  MiM'*  und  Jfjif"  negativ  sind  undnachfol- 
gende    drei  Gleichungen    in  Kraft   treten,  nämlich: 


Fig.  17. 


M^M 


'  _  Jf^3fa.sin(Za,Z0      M^M"  ^  M^ M^. sin  {L,,L'*) 
3LM  ~  M,M^. sin {L^yL'Y     M^M*         M^M,.&m{L^yL'y 


■^s 


M,,  M''  ~  M^M^.  sin  (4,  Z'") 

und  aus  diesen  folgt  nach  den  in  §  15  gegebenen  Be- 
zeichnungen : 

{M,  M,  M)  iL,  L,  L')  =  ^ ,  iM,M,M%L,L,L")=^, 

13  8       1 

M  M 

{M,M,M")  {L.L.L'")  =  ». 

Multipliciert  man  nun  die  drei  letzten  Gleichungen  mit 
einander,  so  ergibt  sich,  wegen  MaMß^s^  —  MßMa,  die  in 
(131)  angegebene  Beziehung. 


Folgerungen  aus  dem 
Satze  von  Camot.   Durch- 


Folgerungen aus  dem 
Satze  von  Ceva.  Verbindet 


&   (^t) 


Fig.  18. 


Fig.  19. 
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schneidet  man  die  drei  Seiten 
(ij,  (La)  und  (Zg)  eines 
Dreiseits  dm  eh  eine  Gerade 
(Lq)  (Fig.  18),  wodurch  man 
die  Punkte  Jlf ,  Jf '  und  ilf'" 
erhält  und  verbindet  die 
letzteren  durch  Strahlen  (i'), 
(L")  und  (L'")  mit  denOegen- 
ecken  M^,  M^  und  M^  des 
Dreiseits, 

so  ist  das 


man  die  Ecken  M^^  M^  und 
M^  eines  Dreiseits  (Fig.  19) 
mit  einem  in  der  Ebene  des 
letzteren  liegenden  Punkte  M^ 
durch  die  Strahlen  {L%  (L") 
und  (L'")>  welche  die  Gregen- 
seiten  (L^),  (L^)  und  (ij) 
dieser  Figur  in  den  Punkten 
if,  M"  und  if'"  durch- 
schneiden, 

Product : 


(1S2)  .  .  (L,L,LO  {L,L,L'*) 


(M,  M,  Jlf ")  =  —  1  .  .  (133) 

Diese  Grleichung  ist  eine  unmittelbare  Folge  von 

(129)  und  (181).  I  (130)  und  (131). 

Behufs  AuflFindung  weiterer  Sätze  über  das  Dreieck 
un^d  Dreiseit,  erscheint  es  zunächst  geboten,  die  Gleichungen 
der  Mittelpunkte  und  unendlich  fernen  Punkte  der  drei  Seiten 
des  Dreiseits,  sowie  jene  der  inneren  und  äußeren  Winkel- 
halbierungslinie des  Dreiecks  aufzustellen. 

Sind  nun       m,-  =  XiU-^yiV-^-l  i=  o,       i  ==  1,2,  3 
beziehungsweise    Z»  =  x  cos  di-^-y  sin  di-\-  di  ^=  o 


ßj'die  J  Gleichungen  der  drei 
Ecken  des/Dreiecks,  so  lau- 
ten die  Gleichungen  derMittel- 


die  Gleichungen  der  drei 
Seiten  des  Dreiseits,  so  lauten 
die  Gleichungen  der  äußeren 


Fig.  20. 
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punkte  My  M'  und  if" 
(Fig.  20),  sowie  die  der  un- 
endlich fernen  Punkte   M 


OP    i 


Winkelhalbierungslinien  {H% 
(ff'O  und  {W)  (Fig,  21), 
sowie  der  inneren  (Ä^),  (H^) 


Fig.  21. 


M*      und    Jf"'       der    drei 

00  00 

Seiten  M^  M^ ,  M,  Mi  und 
ifi  M^ ,  weil  ja  (M^  M^  M) 
=  —  1  und  (Jfj  M^  MJ 
=  -j-  1  ist,  nach  §  16 : 

=  Wj  +.ms  =  0, 
^  wtj  -|-  mj  =  0, 
=  »»1  +  «lg  =  0 ; 


G?) 


M" 

M" 

M 

M 

M- 


00 
l4 
00 
it 


m 


8 


8 


0. 


und  (Äg);  weil  ja  {L^L^H') 
=  - 1  und  (4  Lg  ä;)  =  +  ] 
ist,,  nach  §  17 : 


H' 

—  h+h  ==  o> 

H" 

=  ^r|-i,  —  0, 

H'" 

h+h  —  o\ 

H, 

—  h       h  —  Ol 

Ä, 

h       h  —  0, 

H, 

—  h  —  h  —  ö. 

(Ä) 


Nachdem  die  Grleichungen  dieser  Punkte  und  Strahlen 
•in  (g)  und  (h)  gegeben  erscheinen,  ist  es  jetzt  leicht,  mittelst 
derselben  eine  ganze  Serie  solcher  Sätze  über  das  Dreieck 
und  Dreiseit  analytisch  zu  beweisen,  die  bereits  aus  den 
Elementen  bekannt  sind  und  bemerke  ich  hier  gleichzeitig, 
dass  die  nun  folgenden  Sätze  auch  in  den  Sätzen  von  Camot 
und  Cerä  ihre  Begründung  £nden. 


8ätz.  Die  unendlich  fer- 
nen Punkte    M',   M*     und 

00  /  00 

Af  "L  der  drei    Seiten  eines 


Satz.  Die  drei  inneren 
Winkelhalbierungslinien  (fi^ ), 
(£r2)und  (^Tg)  eines  Dreiseits 
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Dreiecks  liegen  in  einer  und 
derselben  Geraden  (L^). 

Der  Beweis  dieses  Satzes 
erscheint  nach  GL  (54)  in 
§11  sofort  erbracht,  wenn 
man  bedenkt,  dass  zufolge 
der  obigen  Gleichungen  (g) 
die  Identität  besteht: 

00        I  00       I  00 


durchschneiden  sich  in  einem 
und  demselben  Punkte. 

Auch  hier  ist  der  Beweis 
des  Satzes  nach  Gl.  (53)  in 
§11  sofort  gegeben,  indem 
zufolge  der  obigen  Gleichun- 
gen (Ä)  die  Identität  besteht : 

^1  +  -^j  +  -ö's  =  o- 


Beide  Sätze  resultieren  aber  auch  aus  den  Sätzen  von  Camot 
und  Ceva,  indem  ja 


{L^L^H^)  {L^L^H^)  (L^L^H^) 
=  +1        ' 


ist. 


Die  Gerade  (i^),  in  welcher  die  drei  unendlich  fernen 
Punkte  der  Geraden  M^  M^ ,  M^  M^  und  M^  M^  oder  der 
Strahlen  (i^),  (ia)  und  (ig)  (Fig.  18)  zu  liegen  kommen,  ist 
gleichzeitig  der  geometrische  Ort  aller  unendlich  fernen  Punkte 
der  Ebene  des  Dreiecks  und  heißt  deshalb  die  unendlich 
ferne  Gerade  dieser  Ebene.  Es  hat  somit  jede  Ebene  nur  eine 
unendlich  ferne  Gerade  und  wird  hier  wieder  ausdrücklich 
hervorgehoben,  dass  diese  Gerade  keine  wirklich  vorhandene, 
sondern  blos  eine  fingierte  ist.  Um  nun  den  Beweis  zu  er- 
bringen, dass  alle  unendlich  fernen  Punkte  der  Ebene  des 
Dreiecks  in  (i^)  liegen  müssen,  nehme  man  an,  es  seien 
(Zr^)  und  (Lg)  fest  und  lasse  (ig)  alle  möglichen  Lagen  in 
der  Ebene  annehmen.  Dann  ändert  auch  If' "^  seinen  Ort, 
verbleibt  aber  nach  dem  vorletzten  Satze  immer  in  der  Ver- 
bindungsgeraden der  beiden  nun  ebenfalls  festen  Punkte 
M*^  und  M'*^ ,  d.  h.  also  der  geometrische  Ort  aller  un- 
endlich fernen  Punkte  der  Ebene  des  Dreiecks  ist  die  Ge- 
rade M^M'^y  welche  wir  mit  (i^)  bezeichnen  und  die 
unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  nennen.  Sie  ist  darum 
fingiert,  weil  auch  M*^y  M**^  und  M'*'^  blos  fingierte 
Punkte  darstellen,  wie  in  §  15  bereits  gesagt  wurde. 


Satz.  Die  drei  Geraden, 
welche  die  Mittelpunkte  M , 
M*  und  M**  der  drei  Seiten 


Satz.  Die  drei  äußeren 
Winkelhalbierungslinien  {H% 
(ff'O  und  (H'")  eines   Drei- 
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des  Dreiecks  mit  den  Gegen- 
ecken 3fi,  M2  und  M^  ver- 
binden^ durchschneiden  sich  in 
einem  und  demselben  Punkte 
S,  dem  Schwerpunkte  des 
Dreiecks. 

Bedenkt  man  nämlich^ 
dass  zufolge  (g),  eine  jede 
der  drei  Gleichungen 

«*1  +(«*2  4-^5)  =  0, 
^2  +(^3  +^1)  =  Ö, 
«»3+(^l   +^2)    =    0 

einen  Punkt  darstellt,  welcher 
beziehungsweise  in  der  Ver- 
bindungsgeraden ifj  Jf',  M^ 
M* j  Jfg  M**  liegt,  und  diese 
drei  Gleichungen,  vermöge 
ihres  Baues,  dasselbe  geo- 
metrischeÄquivalent  besitzen, 
so    erhellt,    dass   der   Punkt 


den  Geraden  M^  M,  M^M' 
und  M^M'*'  gleichzeitig  an- 
gehört, wodurch  obiger  Satz 
bewiesen  ist.  Nachdem  über- 
dies m^  -f"  ^2  +  *^3 

—  {^i  +«2  +«3)  ^  +  iyi 

H-y2+y3)^  +  3     ist,    sind 
die  Coordinaten  von  S\ 


Xs  = 


X, 


+  ««  +  ^; 


3 


y*  = 


yi  +  3^2  +  ys 


seits  durchschneiden  die 
Gegenseiten  (ij,  (Z2)und(i8) 
in  drei  Punkten  einer  und 
derselben  Geraden. 

Nachdem  nämlich,  zu- 
folge (A),  eine  jede  der  drei 
Gleichungen 


h + (h + ^3) 

h  +  (^3  +  h) 
h  +  (^1  +  h) 


0 

o, 
o 


einer  Geraden  angehört, 
welche  beziehungsweise  durch 
die  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden (ij)  und  (ff)j  (A) 
und  (ff');  (^3)  ^d  (if'O 
hindurchgeht,  und  diese  drei 
Gleichungen,  vermöge  ihres 
Baues,  dasselbe  geometrische 
Äquivalent  haben,  so  folgt, 
dass  die  Gerade 

i  =  Zi  -f  Za  -f  ?3  =  0 

die  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden (ZJ  und  (ff),  (L,) 
und  (ff"),  (ig)  und  (ff'") 
gleichzeitig  enthält,  womit 
die  Richtigkeit  des  obigen 
Satzes  ebenfalls  constatiert 
erscheint. 


Beide  Sätze  können  ebenfalls  mittels   der  Sätze  von 
Camot  und  Ceva  bewiesen  werden,  denn  es  ist  hier: 
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.  {M^  3f 3  M')  (if 3  Jf  1  if ") 

Satz.  Die  Mittelpunkte 
zweier  Seiten  eines  Dreiecks 
und  der  unendlich  ferne 
Punkt  der  dritten  Seite  lie- 
gen in  einer  und  derselben 
Geraden. 


{L,L,W){L,L,H-) 

Satz.  Die  äußeren  Win- 
kelhalbierungslinien zweier 
Ecken  und  die  innere  Winkel- 
halbierungslinie der  dritten. 
Ecke  eines  Dreiseits  durch- 
schneiden sich  in  einem  und 


demselben  Punkte. 
Dieser  Satz  resultiert  sofort  aus  den  drei  Identitäten: 


''i^o-, 


M**  —  M  +  Jf'V  =  <>' 

er  folgt  aber  auch  wieder  aus  den  Sätzen  von  Camot 
Geva,  denn  es  ist 

(M,  M, Mn  =  +  1.  {L,L,  ff-)  =  +  1. 

etc.  etc. 

Der  links  stehende  Satz  beweiset  übrigens  gleichzeitig, 
dass  die  Verbindungsgerade  der  Mittelpunkte  zweier  Seiten 
eines  Dreiecks  zur  dritten  Seite  parallel  gerichtet  ist. 


Satz.  Die  Verbindungs- 
gerade zweier  Ecken  eines 
Dreiecks  mit  den  unendlich 
fernen  Punkten  der  Gegen- 
seiten durchschneiden  sich  in 
einem  Punkte,  durch  welchen 
die  Verbindungsgerade  der 
dritten  Ecke  mit  dem  Mittel- 
punkte ihrer  Gegenseite  hin- 
durchgeht. 

Um  diesen  Satz  analytisch  zu  beweisen,  bemerke  ich 
zunächst,  dass  nach  den  Gleichungen  (^),  beziehungsweise 
(A) ,  eine  jede  der  drei  folgenden  Gleichungen 


Satz.  Die  inneren  Win- 
kelhalbierungslinien zweier 
Ecken  eines  Dreiseits  und 
die  äußere  Winkelhalbie- 
rungslinie der  dritten  Ecke 
durchschneiden  die  drei 
Gegenseiten  in  drei  Punkten 
einer  und  derselben  Geraden. 


—  mj  —  (W2— Wg)  =  0, 

—  m^  +  (wg— mj  =  0, 


h  —  ih—k)  =  0} 
h  —  Ä+^a)  =  0 
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einen  Punkt  bestimmt,  der 
beziehungsweise  in  den  Ver- 
bindungsgeraden  M^  M ^  , 
M^M*'^  und  JtfjJf"  liegt. 
Nun  sind  aber  die  obigen  drei 
Gleichungen  identisch^  dem- 
nach ist^  zufolge  §  14^ 

Wlj  -f-  «lg  —  Wg   =  o 

die  Gleichung  eines  Punktes^ 
in    welchem     die     Geraden 
M^M^,  M^M''^  und  M^M''' 
gleichzeitig    sich    schneiden, 
daher  etc. 


eine  Gerade  bestimmt,  die 
beziehungsweise  durch  die 
Schnittpunkte  der  Geraden 
(ZO  und  {H,\  (L,)  und  (fl,), 
(4)  und  (ff")  hindurchgeht. 
Nun  sind  aber  die  drei  obi- 
gen Gleichungen  identisch;  es 
ist  daher,  zufolge  §  14, 

die  Gleichung  einer  Geraden, 
in  welcher  die  Schnittpunkte 
der  Geraden  (ZrJ  und  {H^), 
m)  und  (Ä,),  (4)  und  (ff'O 
gleichzeitig  liegen,  daher  etc. 
Auch  aus  den   Sätzen  von  Camot  und  Ceva  lassen 

sich   die   beiden  letzten  Sätze   ableiten;  man  braucht  nur 

wieder  zu  bedenken,  dass: 


{M^  K,  M'')  =  —  1 


(A  L,  Hn  =  -  1 


ist. 


Satz.  Die  drei  Normalen  (N^)y  (N^)  und  (N^)  aus 
den  Ecken  eines  Dreiecks  (oder  Dreiseits)  auf  die  Gegen- 
seiten durchschneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte, 
dem  Höhenpunkte  des  Dreiecks. 

Beweis.  Die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  Jf^ 
auf  die  Gerade  {L^ )  gefkUten  Senktrechten  (Fig.  22)  lautet, 
wenn  der  Ursprung  des  Coor- 
dinatensystems  wieder  im  Drei- 
eck angenonunen  wird  und  X^ 
=  (L^L^NJ  ist;  N^  =1^ 
—  ^1  Zg  =  0.  In  dem  vorlie- 
genden Fall  ist  aber,  wenn 
(L,L,)  =  M,,  (L,LJ  =  M, 
und  (L^  LJ  =  -Mg  gesetzt 
wird,  das  Theilverhältnis  X^  = 

sm(L.2,NJ Binß 

sin  (L^yN^)       sin  a 


Fig.  22. 


cos^^-^  =  2^  und  folglich  N,  ^  l. 


COS  M. 


cos  (jt  —  M^)        cos  J£ 


L      7 

.     VC 


cos  Mo  '  ^ 
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==;  0  die  Gleichung  der  Normalen  (NJ.  Da  man  die  letzte 
Gleichung  auch  ersetzen  kann  durch  Zg  cos  Mq  —  l^  cos  M^ 
=  o,  so  hat  man  für  die  drei  Normalen  (N*)  die  Gleichungen 

Nj^  =  l^  cos  M^  —  ^8  ^^^  ^s  =  Of  N2  ^  Is  ^^^  ^s  —  ^1  ^^^ 
M^  ^=^  o,  ^3  ^  li  cos  M^  —  l^  cos  Jf^  =  o  und  aus  diesen 
ergibt  sich  nach  §  11,  (Gl.  53),  die  unseren  Satz  beweisende 
Identität : 

Man  kann  übrigens  den  Beweis  dieses  Satzes  noch  in 
einer  anderen  Weise  geben  und  hierbei  gleichzeitig  die 
Gleichung  und  Coordinaten  des  Höhepunktes  H  bestimmen. 
Zu  diesem  Zwecke  trachte  man  vorerst  die  Gleichungen  der 
Fusspunkte  M',  M**  und  M**  der  Normalen  (N^)  (NJ  und 
(N^)  ausfindig  zu  machen  und  schließe  hernach  von  den 
Gleichungen  besagter  Punkte  auf  die  Gleichung  des  Höhen- 
punktes selbst.  Nun  sind,  wenn  wieder  X'  =  (Mc^  M^  M)j 
X'*  =  (M^  M,  M")  und  ;i'"  =  (M^  M^  M**)  gesetzt  wird, 
nach  Gl.  (92) 

(a)   .   .   .   .  üf '  113  m^  —  ^'  mg  =  o,    M*  ^  mg  —  X**  m^  =  o 

Jf '"  =  mj  —  ;i'"  m^^o 

die  Gleichungen  der  Punkte  M',  il/"  und  Jtf' ",  wenn  m,-  ^  Xi 
w  4"  y<  V  -^  1  =  o  die  Gleichungen  der  Ecken  Mi  in  der 
Normalform  sind,  und  handelt  es  sich  nunmehr  darum,  die 
Theilverhältnisse  X',  X**  und  >l"'  zu  bestimmen.  Aus  der 
beigegebenen  Fig.  22  erkennt  man  aber,  sobald  die  Strecken 
M^M^^  M^M^  und  M^M.^j  wie  früher  positiv  angenommen 
werden,  dass  das  Theilverhältnis 

M.^  M'        ifj  M^  sin  a  M^  M^  cos  (jr  —  M^) 


X'  = 


Jtfg  M'        M^  M^  sin  ß  M^  M^  cos  {üi  —  ibfg) 

sin  Jlfg  cos  M^  tg  M^ 


sin  Jlfj  cos  iWg  tg  M.2 

ist,  und  desshalb  lautet  die  Gleichung  von  M' 

ts  M 
wig  +       ^  ,  m^  =  0.    Man  kann  daher  schließlich  sagen,  es 

sind  die  Gleichungen  der  Fusspunkte  M<*>  der  Normalen  (Ni) 

(b)  .  .   .   .  Jf  ^  mj  .  tg  ilfa  +  mg  tg  M^  =  0,  if"  ee  mg  .  tg 
Ifg  -f-  mi  tg  M^  =  o,    Jf' "  ^  m^  .  tg  Jf^  4-  m^  tg  Jlfg  =  0 
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und  aus  diesen  sieht  man  nach  §  14,  dass 

(134)  .  .  .  H^  m^  tg  M^-^m^  .  tg  ilfa  +  mg  .  tg  if,  =  o 
die  Gleichung  eines  Punktes  darstellt,  welcher  gleichzeitig 
den  drei  Geraden  M^  if ,  M^  M'  und  M^  M''  angehört,  d.  h. 
also  die  drei  Normalen  (Ni)  durchschneiden  sich  thatsächlich 
in  einem  und  demselben  Punkte  Ä",  bestimmt  durch  die  obige 
Gleichung,  und  dieser  Punkt  hat  sonach  die  Coordinaten : 

sc  _^i  tg  M^  +  x^  tg  M^  +  a?a  tgitf, 

(135)  ...      '  tg  M,  +  tg  J/,  +  tg  ilf3 

^  _yi  ^8  K  +  3/2  tg  M,  +  y,  tg  M, 
^'  tg  M,  +  tg  M,  +  tg  M, 

Aufgabe.  Man  bestimme  die  Gleichung  und  Coordi- 
naten desjenigen  Kreises,  welcher  einem  Dreieck  (Dreiseit) 
umgeschrieben  ist. 

Lösung.  Auch  hier  erscheint 
es  wieder  zweckdienlich,  vorerst 
die  Gleichungen  derjenigen  Punkte 
Jf ,  M'  und  M''  (Fig.  23)  zu  be- 
stimmen, in  welchen  die  Verbindungs- 
geraden des  Kreiscentrums  C  mit 
den  TSicken  M^,  M.^  und  M^  des  Drei- 
ecks die  Gegenseiten  M^  M^,  M^  M^ 
und  Ml  M^  durchschneiden.  Unter 
Anwendung  der  in  der  früheren  Auf- 
gabe schon  gewählten  Bezeichnungen  für  die  Theilverhält- 
nisse   der  Punkte  M*>,  lauten  die  Gleichungen  der  letzteren 

(d)  ...     M  ^Ta^  —  X'  ra^  =  Oy    M!*  ^  mg  —  X**  m^  =  o, 
M**  ^m^  —  X***m^  =  o 

und  müssen  jetzt  noch  die  Werte  von  2^*^  für  den  vorliegenden 
Fall  ermittelt  werden.  Dies  geschieht  hier  unter  Zuhilfe- 
nahme der  in  Fig.  23  verzeichneten  Winkel  a,  /9  und  y,  die 
man  desshalb  zunächst  bestimmen  muss.  Nach  der  Figur 
ist  nun  a  -f-  ^  =  jr  —  Jf^,  y  -^  a-=-Jt  —  ifcfj?  /^  +  /  =  ^  —  -3ij 
und  aus  der  zweiten  und  dritten  der  letzten  Gleichungen 
ergibt  sieh,  sobald  man  nämlich  die  dritte  von  der  zweiten 
subtrahiert,  a  —  ß  =z  M^  —  M^\  man  hat  daher  zur  Berech- 
nung von  a  und  ß  die  beiden  einfachen  Gleichungen:  a  +  /^ 
=  jt  —  ikfg  und  a —  /9  =  M^  —  M^y  woraus  durch  Addition 


a  =  M,  —  ^ß  =  M^  —  ^,Y  =  M^ 
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beider  sich  ergibt:  2a  =  jt-|-Jlf,  —  M^  —  M^  :=  jt  —  (M^ 
+  Jlfg  +  ^z)  +  2-4^1  =  2  3fi  —  üt  und  demnach  a^=M^  —  — 

folgt.  Die  fraglichen  Winkel  a,  /9  und  /  resultieren  daher 
aus  den  Gleichungen 

und  steht  nun  der  Berechnung  der  Theilverhältnisse  X  («)  nichts 
mehr  im  Wege;  denn^  wie  die  diesbezügliche  Figur  lehrt, 
ist  ja  das  Abstandsverhältnis 

M^M Jfi  M^Biny M^M^siny sinü^cos-M^ 

M^M'      ilf^ifg  sin/9  M^Mj^smß  sin  M^  cos  M2 

^      sin  {2  M^) 

~      sin  (2  M^y 
Ermittelt  man  noch  in  derselben  Weise  >l"  und  >l"'  und  fUhrt 
die  betreflfenden  Werte  in  (a)  ein,  so  erhält  man  nach  Weg- 
schaffung der  Brüche  für  die  Punkte  M^%  i  =  1,  2,  3,  schließ- 
lich die  Gleichungen: 

ß)  .  .  .  M  ^  m^  sin  (2 Mg)  +  »*3  sin  {2M^)  =  o,  -If '  ^  m^ 
sin  (2 -¥3)  +  mi  sin  (2  Jifj)  =  0,  M"'  =  m^  sin  (2ilfJ  +  m^ 
sin  (23/3)  =  0,  welche  aber  nach  §  14  sogleich  erkennen 
lassen,  dass 

(136)  ...     C=  mj^  .  sin  (2Jlfi)  +  ^2  •   ^^^  (2  J^a)  +  m^ 

sin  (2-lf8)  =  0 

einen  Punkt  darstellt,  der  den  Geraden  M^  M'^  M^  M**  und 
1/3  Jtf  gleichzeitig  angehört,  d.  h.  also  (136)  ist  die  Gleichung 
des  Centrums  (7  des  dem  Dreieck  My^  M^  M^  umgeschriebenen 
Kreises,  während  die  Coordinaten  Xe,  ye  dieses  Punktes 
resultieren  aus 

«1  sin  (2  jJfi )  +  ^2  s^n  (2  Jkfa)  +  Xq  sin  (2  Jfj), 

,-,„^  ^'~        sin  (2ilfJ  +  sin  (2if,)  +  sin  (2M^) 

^     ^  •  •  •  ^  _  y,  sin  ( 23f,)  +  y,  sin  (2 itf,)  +  y,  sin  (2 3f3) 
^'^  ■"        sin  {2M,)  +  sin  (2-2^2)  +  sin  {2M^y 

Aufgabe«  Man  besimme  die  Gleichungen  und  Coor- 
dinaten der  Centra  jener  vier  Kreise,  die  einem  Dreieck 
eingeschrieben  sind. 

Lösung.  Zunächst  beschäftigen  wir  uns  mit  der  Auf« 
findang   des   Centrums   desjenigen  dem  Dreieck  M2M^M^ 
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eingeschriebenen  Kreises,  welcher  alle  drei  Seiten  des  Drei- 
ecks innen  berührt.  Sind  if,  1/"  und  Jf' "  in  Fig.  24 
diejenigen  Punkte,  in  welchen 
die  Verbindungsgeraden  des 
Centrums  C  mit  den  Ecken 
M^j  M^  und  M^  die  Gegen- 
seiten Ufa  Jfj,  M^  Ml  und  M^  M^ 
durchschneiden  und  repräsen- 
tiert ;iW  das  Theilverhältnis  des 
Punktes  M^\  bezüglich  der  mit 
letzterem  in  einer  Geraden  lie- 
genden Ecken  des  Dreiecks 
als  Grundpunkte,  so  lauten  die 
Gleichungen  dieser  Punkte  M^^ 
wieder  (siehe  Gl.  92) 


Fig.  24. 


(a)  . 


Jtf  =  Wa  —  A'wig  =  0,  Jf" 
if'"  =  wii  —  2'"ma  =  0, 


m 


\ii 


3  —  x'-mj   =«  0, 


sobald  auch  hier  wi»  ^  a?*  t^  -f-  y,  t;  -|-  1  =  o,  i  =  1,  2,  3, 
die  Gleichungen  der  drei  Ecken  Mi  des  Dreiecks  in  der 
Normalform  sind. 

Behufs  Berechnung   von  X*  wird   bemerkt,   dass   nach 
der  beigegebenen  Fig.  24 


X'  = 


M^  M       Ml  ifa  sin  a 


M,  M, 


sin  M^ 


M^M 


M^  Mq  sin  a  M^  M^  sin  M^, 

ist,  weshalb  die  Gleichung  des  vorhin  definierten  Punktes  M 


sein    wird    M  ^£  m^  + 


sin  M^ 


3 


mc 


sin  Ms,      ^ 


=  0;  oder  M' 


Wlf 


sin  Jf2  ~h  ^3  sin  ilfg  =  o.  Nun  kann  aber  auch  dieselbe 
geometrische  Betrachtung  für  die  beiden  anderen  Punkte  Jüf" 
und  M'**  angestellt  werden,  wodurch  man  ^"  und  X***  erhält, 
ausgedrückt  durch  die  sinusse  der  Winkel  M^^M.^  und  M^,  und 
dann  schließlich  für  die  Punkte  M^  zu  den  Gleichungen  gelangt : 

(b)  .   .  ,  M"  ^  m.2  sin  M^  -\-  m^  sin  M^  =  o,  M'*  ^  rwg  sin  M^ 
+  m^  sin  jJf,  =s  o,  Jfef "  ^  w^  sin  lf|  -f-  m^  sin  iHfg  =  o, 

aus  welchen  unter  gleichzeitiger  Berücksichtigung  des  in 
§  14  bereits  Vorgeführten  folgt,  dass 

(c)  .  .  .  C^m^  .  sin  M^  +  m^  sin  M.^  +  m^  .  sin  Ifg  =  o 
einen  Punkt  darstellt,  welcher  in  einer  jeden  der  drei  Ver- 
bindungsgeraden M^  if ,  M^  M'  und  M^  M'*  zu  liegen  kommt, 

Hanhbr,  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte.  Q 
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d.  h.  also  (c)  ist  die  Gleichung  des  Centrums  C  des  dem 
Dreieck  M^  M^  M^  eingeschriebenen  Kreises,  welcher  die  drei 
Seiten  dieses  Dreiecks  aber  innen  berührt 

Noch  existieren  aber  drei  Kreise,  welche  dem  Dreieck 
(Dreiseit)  ebenfalls  eingeschrieben  sind,  von  denen  jedoch 
ein  jeder  eine  Seite  des  Dreiecks  außen  und  nur  die  beiden 

übrigen  innen  berührt.  In 
Fig.  25  wurde  nun  derjenige 
Fall  gegeben,  wo  die  Seite 
M^  M^  von  dem  Kreise  außen 
berührt  wird,  und  mit  der 
Auffindung  der  Gleichung  des 
Centrums  C  dieses  Kreises 
wollen  wir  uns  jetzt  beschäfti- 
gen. Die  Punkte  M',  M*  und 
Jf'"  haben  wieder  die  frühere 
Bedeutung  und  ihre  Gleichun- 
gen erscheinen  zunächst  in  der 
^.     g.  Form  (a).    Was  jedoch  die  in 

diesen    Gleichungen     vorkom- 
menden Abstandsverhältnisse  )J,   }J*   und   7J**  anbelangt,    so 

.     ,1  n  ^,,,             sinJfg        ,        .  ^,      sinJifo       ,  ^,,       sin  ^, 
ist  bloß  r*  = ^— TiF?  während  V  =  -^—irr  ^"^  ^    =    «     ^^ 


sin  ifj 


sinilfo 


sin  3fo 


wird,  denn  man  erhält  sofort  aus  der  Figur 

_  ifa  M^  .  sin  ff M^M^    _  sin  M^ 

~  M^M^  .  sin  ff  ~ 


y^u  _  M,  M* 


sin  ilfg.' 


M^  M"       M,  M^  .  sin  ff       M^  M^ 
Die  Gleichungen   der  Punkte  M%  M'  und  M"   sind   daher 

(d)  .  .  .  M'  ^E  m^  sin  M^  —  mg  sin  M^  =  o,  M"  ^  m^  sin 
Mq  —  m^  sin  if^  =  o,   ilf "  ^  m^   sin  M^  -f-  ^2   sin  ifg  =  o 

und  aus  diesen  gelanß^t  man  wieder  nach  §  14  zu  der  Schluss- 
folgerung,  dass  das  geometrische  Äquivalent  von 

(e)  .  \  .  C  ^  -\-  m^  .  sin  M^  -}"  ^2  ^^^  -^2  —  ^3  ^^^  itfg  =  0 
ein  Punkt  ist,  der  den  drei  Verbindungsgeraden  -M^  ikf' ,  Jfg  ^" 
und  jlfg  -äf"  gleichzeitig  angehört,  d.  h.  es  ist  (e)  die  gesuchte 
Gleichung  des  Centrums  unseres  Kreises,  welcher  dem  Drei- 
eck M^  M2  M^  der  Art  eingeschrieben  ist,  dass  er  die  beiden 
Seiten  M^M^  und  M^M^  innen,  dagegen  die  dritte  Seite 
M^  M2  außen  berührt.  Man  kann  daher  sagen,  die  Gleichungen 
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der  Centrä  der  vier  dem  Dreieck  M^  M^  M^  eingeschriebenen 
Kreise  sind 

(138)...  C^wii  .  sinJ/j -f-ÄjmgsiniWa +Ä;'m3sinili^=0; 
wenn  die  Coefficienten  k  und  k*  die  Wurzeln  der  quadra- 
tischen Gleichungen  darstellen  ä^  =  +  1  und  A;'^  =  -[-  1 ; 
während  die  Coordiuaten  a?c,  ye  dieser  vier  Kreise  resul- 
tieren aus: 

,^^Q  a?!  sin  ibfj  4"  ^^2  sin  M^  +  k'x^  sin  M^ 

^       ;  .  .  .     a?c  sin  itfi  +  ÄJ  sin  M^^  k'  sinltf3 

^1  sin  M^  -\-  ky^  sin  ilfg  +  k*y^  sin  ilfg 

sin  ilifi  +  Ä:  sin  M^  -f"  *'  sin  M^. 


yc  = 


Satz  von  Euler,  Der  Mittelpunkt  eines  einem  Drei- 
eck umgeschriebenen  Kreises,  der  Höhenpunkt  und  der  Schwer- 
punkt dieses  Dreiecks  liegen  in  einer  und  derselben  Geraden. 

Beweis.  Nennt  man  in  Übereinstimmung  mit  dem 
bereits  Vorgeführten  a?,,  y^  und  Xh ,  yn  die  Coordinaten 
des  Schwerpunktes  und  Höhenpunktes  eines  Dreiecks 
M^M^M^y  sowie  Xc,  yc  jene  des  Centrums  des  diesem 
Dreieck  umgeschriebenen  Kreises,  so  erscheint  nach  §  11, 
Gl.  52,  die  Richtigkeit  obigen  Satzes  erwiesen,  sobald  der 
Nachweis  erbracht  wird,  dass  die  Determinante 


A  = 


X$  , 

1 


Xc   y 

1 


yn 
1 


verschwindet.  Nun  ist  aber  Xs  =  ^/^  (x^  +  ^2  +  ^3)7  y*  =  '/s 
(^1  +  ^2  +  ys)?  wenn  au,-  ,  y»  ,  i  =  1,  2,  3,  die  Coordinaten 
der  Ecken  Mi  des  Dreiecks  sind,  während  die  Coordinaten 
Xc ,  ye  und  oja  ,  yn  aus  den  früheren  Gleichungen  (137)  und 
(135)  hervorgehen,  weshalb  obige  Determinante 


A= 


h  ^,  «•> 


Ä-^.yv 


2  oBi  sin  (2  Mi) 


JS  Xi  tg  Mi 


h 


2:^  sin  (2  M^) 

JS  yi  sin  (2  M,) 
2\  sin  (2  M>) 
1, 


^^  tg  ii/;- 

2\  Vi  tg  3f: 
2;  tg  ii/. 
1. 


K* 
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wird.    Die  obige   Gleichung  kann  aber  nach  der  Theorie 
der  Determinanten  auch  so  geschrieben  werden 


A=(>- 


H^Xi, 

U  Xi  sin  2  Miy 

^\  y^ 

8 

-i'^  yi  sin  2  Mi, 

3, 

^*  sin  (2  Mi) 

-2",  Xi  ig  Mi 


^,  yi  tg  Mi 


2^  tg  Mi 

und  jetzt  zeigt  sich  sofort^  wenn  man  die  rechts  vom  Gleich- 
heitszeichen vorkommende  3^  elementige  Determinante  zerlegt^ 
dass  in  der  That  ^  =  o  wird,  wodurch  der  Satz  erwiesen 
erscheint. 


§  22.   Sie  harmonischen  Eigenschaften  des  Dreiecks  (Breiaeits). 

—  Fortsetzung. 


Fig.  26. 


Man  bringe  das  in  Fig. 
2t)  verzeichnete  Dreieck  M^ 
M^  Mq  zum  Schnitte  mit  einer 
Geraden  (Lo)  von  den  Coor- 
dinaten  Uoy  Vo,  wodurch  die 
Punkte  M,M'  und  if"  sich 
ergeben, 


Man  verbinde  die  Ecken 
des  in  Fig.  27  gegebenen 
Dreiseits  (LJ  (LJ  (L^)  durch 
Strahlen  mit  dem  Punkte  Mo 
von  den  Coordinatena7<„yo  und 
erhält  so  die  Strahlen  (DJ, 
(DJ  und  (DJ, 


deren  Gleichungen  nach  dem  in  §  19  bereits  Gezeigtem  offen- 
bar lauten  müssen: 
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Fig.  27. 


M 


(a)..  M' 


M"' 


t  — 


M, 


« 


MjW 


0, 


M,_ 


M,^'> 


0, 


il£ 


Ifa(-) 


0, 


wenn  Jlfi  ^  -4,«^  -\-  BiV  -\-  Q 
=  o,  i  =  1,  2,  3,  die  Glei- 
chungen der  drei  Ecken  des 
Dreiecks  darstellen  und  das 
Symbol  Mi^^^  definiert  er- 
scheint durch  il^(<»)  =  AiUo 
+  BiVo  +  Ci.  Alsdann  ver- 
zeichne man  zu  einem  jeden 
Schnittpunkte  auf  der  zuge- 
hörigen Seite  des  Dreiecks 
den  vierten  harmonischen 
Punkt  und  erhält  so  drei  neue 
Punkte  N'  N"  und  N"',  deren 
Gleichungen  nach  Gl.  (124) 
in.§  19  sind: 


A 


D, 


D, 


'2 


W'^ 


^f-V^  =  ^;-W 


wenn  Li  -  =  AiX  -f-  Bit/  -|-  C^ 
=  0,  i  =  1^  2,  3  die  Glei- 
chungen der  drei  Seiten  des 
Dreiseits  sind  und  das  Sym- 
bol Li^°^  definiert  erscheint 
durch  ii^*»)  =  Ai  Xo  -|-  Äy^  -f- 
G.  Alsdann  verzeichne  man 
injederEckezu  den  Strahlen 
fZa),  (i/9),  {Dy)  den  vierten 
harmonischen  Strahl  und  er- 
hält so  die  drei  neuen  Strahlen 
(JS7J,  (^J  und  (<),  deren 
Gleichungen  nach  GL  (125) 
in  §  19  sind: 
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N' 


(c)..N" 


M. 


M. 


N' 


>/y 


0)  ^  ilij  (0) 

1    i/T  ro> 


üfjC) 


+ 


0, 


O, 


0. 


^1 


JSo    = 


^. 


'2 


i,(°^ 


-I — -t3_= 

1^       T     (n\ 


(0) 


0, 


4(^;+ z;w=''  ••('^■> 


ii 


Z/») 


4_  __ä_  — 


4^-" 


=  0. 


Jlittelst  der  Gleichungen  (a)  und  fcj,  beziehungsweise  (b) 
und  Cd^,  kann  man  nun  eine  Reihe  von  Sätzen  gewinnen, 
welche  zusammen  die  harmonischen  Eigenschaften  des  Drei- 
ecks (Dreiseits)  ausmachen.  In  dem  Folgenden  führen  wir 
diese  Sätze  an  und  beweisen  dieselben  aus  den  Gleichungen 
(a)  bis  (d)y  dabei  dasselbe  Verfahren  einschlagend,  welches 
schon  im  vorigen  Paragraphen  gezeigt  wurde. 


Satz.  Die  drei  Verbin- 
dungsgeraden MiN^*)  der  vier- 
ten harmonischen  Punkte  mit 
den  Gegenecken  des  Dreiecks 
durchschneiden  sich  in  einem 
und  demselben  Punkte,  dem 
Pol  Mo  der  Geraden  (i^), 
bezüglich  des  Dreiecks. 


Satz.  Die  drei  Schnitt- 
punkte der  vierten  harmo- 
nischen Strahlen  {Et)  mit  den 
Gegenseiten  (Li)  des  Drei- 
seits liegen  in  einer  und  der- 
selben Geraden,  der  Polaren 
des  Punktes  Mo,  bezüglich 
des  Dreiseits. 


Der  Beweis  dieses  Satzes  geht  aus  den  Gleichungen 
(c)y  beziehungsweise  (d),  unmittelbar  hervor,  denn  nach  diesen 
leuchtet  ja  ohneweiters  ein,  dass  die  Gleichung 


il£>  =  ^ 


M, 

M,(^) 


+ 


'M^^o)'M^(o) 


0 


einen  Punkt  darstellt,  welcher 
gleichzeitig  den  drei  Geraden 
M,  iV',  M^  N"  und  M^  iV^"'  an- 
gehört ;  es  durchschneiden  sich 
somit  diese  drei  Geraden  in 
der  That  in  einem  und  dem- 
selben Punkte,  bestimmt  durch 
die  letzte  Gleichung. 

Satz.  Die  vierten  harmo- 
nischen Punkte  NM  und  N(ß) 
zweier    Seiten    des  Dreiecks 


L.=-: 


L, 


ijC«) 


i/o)  '  i,« 

einen  Strahl  darstellt,  in 
welchem  gleichzeitig  die 
Schnittpunkte  der  Geraden 
(A)  und  (JBJ,  (ij  und  (£,), 
(Zg)  und  (JBg)  liegen ;  es  liegen 
somit  diese  drei  Schnittpunkte 
in  der  That  in  einer  und  dersel- 
ben Geraden,  gegeben  durch 
obige  Gleichung. 

Satz.  Die  vierten  harmo- 
nischen Strahlen  (-£?«)  und 
{Eß)  zweier  Ecken  des  Drei- 
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und  der  dritte  harmonische 
Punkt  M(r)  der  dritten  Seite 
liegen  auf  einer  und  derselben 
Geraden. 


seits  und  der  dritte  harmo- 
nische Strahl  (Dy)  der  dritten 
Ecke  durchschneiden  sich  in 
einem  und  demselben  Punkte. 


Dieser  Satz  folgt  nach  §  11  unmittelbar  aus  den 
Grleichungen  (a)  und  (c),  beziehungsweise  (b)  und  (d),  nach 
welchen  ist: 


0, 
0. 


-^2  —  -^s  +  A'=  ö? 


K 


E,+D, 


EEE  0, 


Satz.  Die  Verbindungs 
geraden  MaM(^)  und  MßMXß) 
der  dritten  harmonischen 
Punkte  zweier  Seiten  des 
Dreiecks  mit  den  Gegenecken 
und  die  Verbindungsgerade 
My  Nir)  des  vierten  harmoni- 
schen Punktes  der  dritten 
Seite  mit  der  G  egenecke  durch- 
schneiden sich  in  einem  und 
demselben  Punkte. 


E^  —  jE?2  +  D3  ==  0. 

Satz.  Die  dritten  harmo- 
nischen Geraden  (Da)  und 
(Dß)  zweier  Ecken  Ma  und 
Mß  des  Dreiseits  und  die  vierte 
harmonische  Gerade  (Ey)  der 
dritten  Ecke  My  durchschnei- 
den die  Gegenseiten  (ia), 
{Lß)  und  {Ly)  in  drei  Punkten 
einer  und  derselben  Geraden. 


Um  diesen  Satz  zu  beweisen,    mache  ich  bloß   darauf 
aufmerksam,  dass  die  drei  folgenden  Gleichungen: 


M. 


3 


nach  §  14  einen  und  den- 
selben Punkt  darstellen,  wel- 
cher gleichzeitig  in  denVer- 
bindungsgeradenl/j  M,  M^M" 
und  M^  N'**  zu  liegen  kommt, 
und  mithin  durchschneiden 
sich  auch  diese  drei  Geraden 
wirklich  in  einem  und  dem- 


)~         i^w^Vz/)'  ist»)/ 
Z.W     vZjW     L^cy 


nach  §  14  eine  und  dieselbe 
Gerade  angeben,  in  welcher 
gleichzeitig  die  Schnittpunkte 
der  Strahlen  (ij  und  (jDj), 
(ij  und  (A),  (Z3)  und  (^3) 
sich  befinden.  Die  Schnitt- 
punkte dieser  Geraden  liegen 
somit  in   der  That    in   einer 
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selben  Punkte,  bestimmt  durch 
die  Gleichung 


M, 


1     M, 

\      Ti/T  im 


Jf/O)     '      Jf/«> 


=  0. 


und  derselben  Geraden  und 
diese  hat  die  Gleichung 


4 


L^W 


-h 


L^O) 


L,W 


0. 


Der  letzte  Satz  bietet  uns  noch  die  Möglichkeit,  zu 
drei  Strahlen  eines  Büschek  den  vierten  harmonischen  Strahl, 
oder  zu  drei  Punkten  einer  Reihe  den  vierten  harmonischen 
Punkt  durch  Construction  zu  ermitteln.  So  hat  man,  um 
zu  den  drei  gegebenen  Punkten  ilfg,  M^  und  M  (Fig.  27) 
den  vierten  harmonischen  Punkt  N'  zu  finden,  die  gegebenen 
drei  Punkte  durch  die  Strahlen  (L3),  (L^)  und  (D^)  mit 
einem  beliebigen  Punkte  M^^  zu  verbinden,  alsdann  durch 
einen  in  (D^)  ganz  beliebig  gewählten  Punkt  Mq  und  die 
Punkte  ilig  und  M^  ebenfalls  Strahlen  zu  legen  und  diese 
bis  zu  ihrem  Durchschnitte  mit  (ij);  beziehungsweise  (L3),  zu 
verlängern.  Die  so  gefundenen  Punkte  2  und  3  bestimmen 
nun  einen  Strahl,  welcher  die  Gerade,  auf  der  die  drei  ge- 
gebenen Punkte  liegen,  in  dem  gesuchten  vierten  harmoni- 
schen Punkte  N'  durchschneidet.  In  derselben  Weise  lässt 
sich  nun  zu  den  gegebenen  drei  Strahlen  (Lg);  (Lq)  und  (D^) 
der  vierte  harmonische  Strahl  (E^)  ausfindig  machen.  Man 
bringe  zunächst  diese  drei  Strahlen  mit  einer  willkürlich 
gewählten  Transversalen  zum  Schnitte,  wodurch  man  die 
Punkte  1/3,  M^  und  M  erhält,  wähle  in  (DJ  den  Punkt  M^ 
und  verbinde  diesen  durch  Strahlen  mit  den  Punkten  M^ 
und  Jf^.  Diese  Strahlen  durchschneiden  die  gegebenen 
Strahlen  (L^)  und  (Lg)  in  den  Punkten  2  und  3,  und  die 
Verbindungsgerade  23  trifft  die  (ij  in  jenem  Punkte  N\ 
durch   welchen   die   vierte   harmonische   Gerade    (JE^)   geht. 


§  23.  Satze  über  das  yollständige  Viereck  und  Yierseit. 


Das  vollständige  Vier- 
eck hat  nach  dem  in  §  20 
bereits  Vorgeftihrten  vier 
Ecken  und  sechs  Seiten  und 
es  sind,  sobald  M^,  M^,  M^ 
und    If^    (Fig.  28)    die    vier 


Das  ToUstfindigeYier- 

seit  hat  nach  dem  in  §  20 
bereits  Vorgeführten  vier  Sei- 
ten und  sechs  Ecken  und  es 
sind,  sobald  (ZJ,  (ig),  (Z3) 
und  {LJ    (Fig.  29)   die  vier 
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Fig.  28. 

Ecken  eines  volifitändigen 
Vierecks  repräsentieren,  M^ 
jMj  und  M^M^^'^  M^Mvi  und 
M^M^\  M^M^  und  Mc^M^ 
die  drei  Gegenseitenpaare 
desselben.  Je  zwei  Gegen- 
seiten durchschneiden  sich  in 
einem  Punkte,  welcher  ein 
Diagonalpunkt  (Diagonal- 
ecke) genannt  wird,  und  es 
hat  daher  das  vollständige 
Viereck  drei  Diagonalpunkte, 
welche  in  der  Figur  mit  D^, 
Dg  und  i?3  bezeichnet  wur- 
den. Diese  drei  Diagonal- 
punkte bestimmen  ein  Drei- 
eck, das  Diagonaldreieck  des 
vollständigen  Vierecks,  und 
es  gehen  durch  jede  Ecke 
dieses  Dreiecks  vier  Strahlen 
hindurch,  u.  zw.  ein  Paar 
Gegenseiten  des  Vierecks  und 
zwei  Seiten  des  Diagonal- 
dreiecks. 

Satz.  Der  Schnittpunkt 
einer  Seite  des  vollständigen 
Vierecks  mit  derVerbindungs- 


Fig.  29. 

Seiten  eines  vollständigen 
Vierseits  darstellen,  M^  und 
M^ ;  ilfg  und  M^j  I/5  und  M^ 
die  drei  Gegeneckenpaare  des- 
selben. Je  zwei  Gegenecken 
bestimmen  eineGerade,  welche 
eine  Diagonale  (Diagonalseite) 
genannt  wird,  und  es  hat  folg- 
lich das  vollständige  Vierseit 
drei  Diagonalen,  welche  in 
der  Figur  mit  (jDi),  {D^)  und 
(Dg)  bezeichnet  wurden.  Diese 
drei  Diagonalen  bestimmen 
ein  Dreiseit,  das  Diagonal- 
dreiseit  des  vollständigen  Vier- 
seits, und  es  liegen  auf  einer 
jeden  Seite  obigen  Dreiseits 
vier  Punkte,  u.  zw.  ein  Paar 
Gegenecken  des  Vierseits  und 
zwei  Ecken  des  Diagonal- 
dreiseits. 


Satz.  Der  durch  eine 
Ecke  des  vollständigen  Vier- 
seits   und   den   Schnittpunkt 
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geraden  derjenigen  Diagonal- 
punkte, welche  nicht  in  dieser 
Seite  liegen,  der  dritte  Dia- 
gonalpunkt und  die  beiden 
in  der  besagten  Seite  Hegen- 
den Ecken  des  Vierseits  sind 
harmonisch. 

Beweis.  Es  seien 
m,-  =  Xi  u  ~\' yi  V -{- 1  =  0, 
t  =  1,  2,  3,  4  die  Gleichun- 
gen .der  vier  Ecken  Mi  des 
Vierecks  und  Ä^,  &2,  feg,  ^4 
vier  Coefficienten,  welche  der- 
art gewählt  sind,  dass  die 
Identität  besteht 

(a) . . .  /c^m^  -|-Ä:2  ^2  "1*^3^3  "t" 
+Ä;4W4  ^  0. 


derjenigen  Diagonalen,  welche 
nicht  durch  diese  Ecken  gehen, 
bestimmte  Strahl,  die  dritte 
Diagonale  und  die  durch  diese 
Ecken  gehenden  zwei  Seiten 
des  vollständigen  Vierseits 
sind  harmonisch. 

Beweis.  Es  seien 
li^ix  cos  a»  +y  sin Ot-l-d*  =  o, 
i  =  1,  2,  3,  4,  die  Gleichun- 
gen der  vier  Seiten  (Li)  des 
Vierteits*  und  ä:^,  Äg,  ig,  k^ 
vier  Coefficienten,  welche  der- 
art gewählt  sind,  dass  die 
Identität  besteht 

^1  ^1    I  ^2  ^2  "I  ^3  ^3   l 
+  kj^  —  o...(i) 


Solche  Coefficienten   sind  hier  immer  möglich  und  es 
ergeben  sich  dieselben  aus  den  Gleichungen: 


1  "^1    T"    2 *^2 ~l       8 *^8 ~i    '•'4*^4  "~^  ^ 
"'l'l    "^2    I    "'3"r"^4  =  0, 

Zufolge  der  Identität  (a)  haben 
nun  Ä|  mj  -f-  äj^  wig  =  0  und 
feg  mg  -|-  fe^  m^  =  0  dasselbe 
geometrische  Äquivalent,  und 
weil  nach  §  14  die  erste  dieser 
Gleichungen  einen  in  der  Ge- 
raden MiM^j  die  zweite  aber 
einen  in  Jfg  inliegenden  Punkt 
darstellt,  so  repräsentiert  eine 
jede  der  beiden  letzten  Glei- 
chungen den  Schnittpunkt  von 
denGeraden  M^M^  und  M^M^, 
d.  h.  den  Diagonalpunkt  Z>i. 
Die    Gleichungen     der    drei 


nun 


^3  ^3  "r  ^4  ^4    — 


fei  cos  «j -}~fe2  ^ÖS  «2  "!■  fes  C^S  Og -|- 

fe^sin  a-f-  feg  sin  a2+ feg  sin  ag-j- 
-j-fe^sina^  =  o 

Ä| -j- «2 -f- feg -7- ^4    =    0. 

Zufolge  der  Identität  (6)  haben 

fei  ^1  4"  fe2  ^2  =  ^    ^^<1 
0     dasselbe 

geometrische  Äquivalent,  und 
weil  nach  §  14  die  erste  dieser 
Gleichungen  eine  durch  den 
Schnittpunkt  von  (L^)  und 
(L2 ))  die  zweite  aber  eine  durch 
den  Schnittpunkt  von  (ig) 
und  (^4)  gehende  Gerade  dar- 
stellt, so  repräsentiert  eine 
jede  der  beiden  letzten  Glei- 
chungen die  eine  Diagonal- 
seite (J^i).     Die  Gleichungen 
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Diagonalpunkte  Di  lauten 
somit : 

D^  =  Ä:imi-j-&2^2  ==^  ^  ^^^^ 
Dg  ^  ÄJ^mi+AgWig  =  0  oder 
Z)3  E^  kinti-^-k^m^  =  o  oder 

und  hieraus  ersieht  man  so- 
fort, dass  wegen  D^ — -D3  = 
==  k^m^ — k^fn^  die  Gleichung 
'  D^'^k^m^ — fegWig  =  0  den- 
jenigen Punkt  angibt,  in  wel- 
chem die  Geraden  D^D^  und 
M^M^  sich  durchschneiden, 
und  weil  nach  §  19  die  vier 
Gleichungen 


m^  =.0,  wig 


0, 


D^  =k^m^'\'  &2  mg  =  o, 
D\  ^kj^m^  —  k.2m^  =  0 

zwei  harmonische  Punkt- 
paare ausdrücken,  ist  {M^M2 
D^D^')  =  —  1  und  erscheint 
somit  obiger  Satz  erwiesen. 
Von  selbst  folgt  jetzt  nach 
dem  Satze  von  Pappus,  dass 
die  vier  Geraden,  welche  den 
Punkt  Z>a   mit  den  Punkten 

M^  J£j?  A  ^^d  A'  verbin- 
den, ebenfalls  harmonisch  sein 
werden  und  daher  gilt  noch 
der  zweite 

Satz.  Zwei  Gegenseiten 
des  vollständigen  Vierecks 
und  die  durch  ihren  Schnitt- 
punkt gehenden  beiden  Seiten 
des  Diagonaldreiecks  sind 
harmonisch. 


der  drei  Diagonalseiten  (Z)<) 
lauten  somit: 

D^  ~  fcj  Zj  -|-  Zc2  ?2  =  ^  öder 
2>2  =  i,  Z^  -f-  ig  Z3  =  0  oder 
2>3  =  Äj  Zi  +  Ä;^  Z4  =  0  oder 

■^8  =  ^2  ^2    r   "'S  ^3   ^^^  ^ 

und  hieraus  ersieht  man  so- 
fort, dass  wegen  Dg — D^  = 
=  Ä^i  Zj  —  ^2  h  ^^^  Gleichung 
Z>/  =  ÄJ^  Zj  —  Äa  Za  =  0  die- 
jenige Gerade  angibt,  welche 
die  Ecke  M^^  verbindet  mit 
dem  Schnittpunkte  von  (Da) 
mit  (Dq),  und  weil  nach  §  19 
die  vier  Gleichungen 

Zj   =  0,  Za  =  o, 
U^  ^_:  ^C^^  62  -p  /Ca  ^2   =  0, 

X«/|      n.:!  /i/|  6«    '^■~  A/2  ^2     -^^     0 

zwei  harmonische  Strahlen- 
paare ausdrücken,  ist  (L^  L^ 
i)^Z>/)  =  —  1  und  erscheint 
somit  obiger  Satz  erwiesen. 
Von  selbst  folgt  jetzt  nach 
dem  Satze  von  Pappus,  dass 
die  vier  Punkte,  in  welchen 
die  Diagonale  (D^)  von  den 
Strahlen  (ij,  (Z^),  (i)J  und 
(J>i')  geschnitten  wird,  eben- 
falls harmonisch  sein  müssen 
und  daher  der  zweite 

Satz.  Zwei  Gegenecken 
des  vollständigen  Vierseits 
und  die  auf  ihrerVerbindüngs- 
geraden  Hegenden  Ecken  des 
Diagonaldreiecks  sind  har- 
monisch. 
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Aus  dem  letzten  Satze  und  dem  mehrfach  hier  ange- 
wendeten Satze  von  Pappus  folgt  endlich  noch,  dass 


jede  Seite  des  Diagonaldrei- 
ecks von  denjenigen  Seiten 
des  vollständigen  Vierecks 
harmonisch  geschnitten  wird, 
die  durch  die  Gegenecke  des 
Diagonaldreiecks  gehen. 


zwei  Seiten  des  Diagonaldrei- 
seits  und  jene  zwei  Strahlen, 
welche  den  Schnittpunkt  die- 
ser Seiten  verbinden,  mit  den 
auf  der  dritten  Diagonale 
liegenden  Gegenecken  des 
Vierseits,  harmonisch  sind. 

Satz.     Die  Mittelpunkte    der   drei   Diagonalen    eines 
vollständigen  Vierseits  liegen  in  einer  und  derselben  Geraden. 

Beweis.  Es  seien  zu  diesem  Ende  w^  =  aj^  w  -j-  y^  t;  -j-  1  = 

die  Gleichungen  der  Ecken  Jf^,  M^  und  M^  des  vollstän- 
digen Vierseits  (Fig.  30), 
u.  zw.  in  der  Normalform. 
Man  kann  nun  sehr  leicht 
aus  diesen  Gleichungen  so- 
fort jene  der  drei  übrigen 
Ecken  Ifg,  M^  und  M^  her- 
leiten. Denn  zunächst  lassen 
sich  immer  drei  Coefficienten 
&!,  feg  und  ^5  auffinden,  für 
welche  die  Gleichungen  be- 
stehen 


Fig.  30. 


Xc 


^1  «^1  T"  ^2  ^2     l"  "^3  ^5 


^6 


und  hieraus  folgt 

{h) iWß  =  fc^  m^  +  ÄJa  m^  +  ^5  mg  =  o 

als  Gleichung  der  Ecke  ilig,  aber  nicht  in  der  Normalform, 
und  erscheint  somit  die  Gleichung  der  Ecke  Mq  aus  den 
Gleichungen  der  Ecken  M^y  M^  und  M^  bestimmt.  Diese 
Coefficienten  k^,  k^  und  ÄJg  dienen  aber  auch  gleichzeitig 
aur  Bestimmung  der  Gleichungen  der  Ecken  M^  und  M^. 
Um  dies  zu  zeigen,  bringe  ich  bloß  in  Erinnerung,  dass 
nach  §  14  eine  jede  der  Gleichungen 

Jkf'  =  Ä;^ mg  -f- ^5 wig  =  0,     M"  ^k^m^-^-k^m^  =  o , 

M^'  =  Äj  m,  4"  ^2  ^  =0 
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einen  Punkt  darstellt,  der  beziehungsweise  in  der  Geraden 
M.2  ifg,  Mj^  M^  und  M^  M^  Hegt,  weshalb  auch  Gl.  (6)  einen 
Punkt  bestimmt,  der  gleichzeitig  in  den  drei  Geraden  M^My 
M.2M"  und  M^M^  sich  befindet.  Anderseits  ist  aber  Mq 
der  durch  Gl.  (b)  gegebene  Punkt  und  deshalb  ist  auch  M* 
mit  M^  und  M'*  mit  M^  identisch  und  erscheinen  somit  die 
Gleichungen  der  Ecken  M^  und  M^  in  der  einfachen  Form : 

(c) M^  =  A2  w^  4"  ^5  ^5  =  0}     ^3=^  \  ^1  +  ^5  »»»ö  ^=  ^' 

Nun  ist  es  aber  auch  leicht,  die  Gleichungen  der  Mittel- 
punkte Mi^2 )  Mi^4,  und  Jtfö,6  der  drei  Diagonalen  M^  M^ , 
M^M^  und-Mg-äf^  anzugeben  und  man  erhält,  zufolge  (95a), 
weil  die  Gleichungen  der  sechs  Ecken  des  vollständigen 
Vierseits  in  der  Normalforra  lauten: 

[d) m^  =0,    Wä  =  0,    ^3  =     -j^     ijf         =  ^? 

^^  =~"jr4rfe —  —  ^y^6  —  0,  rn^^ —  0. 

"^11    "'S  "'2T^"'6 

"'in    "'2^  "'S 

oder  auch: 
(e) Jfi,2  =  m^-f  mg  =  0,   ifa,*  =  *i(^2+  ^^5)  Wj  + 

+  *2(*l+*5)«*2+*^5(^l+^i+2*5)^5  =  Ö^ 

als  die  Gleichungen  vorliegender  drei  Mittelpunkte  -Mi,2, 
if3,4,  Jfö^e  und  hieraus  ergibt  sich  die  Identität: 

-3^3,4  —  ÄJj  .&2  .3fi,2  —  Äjg  .  if5,6  =  0  , 

zum  Beweise,  dass  die  drei  Punkte  -Mi,2,  -3if3,4,  Ms^%  in  der 
That  in  einer  und  derselben  Geraden  zu  liegen  kommen, 
wie  behauptet  wurde. 

§  24.  Sätze  über  das  einfache  /7-£ck  und  /7-Seit. 


Satz  von  Camot.  Sind 
1/^,  Jtf^,  ilC,,  Jf^.  *. .  Jf„-i,  J/« 
die  n-Ecken  eines  einfachen 
n-Ecks  (Fig.  31)  und  Jf,  M' 
Jtf" J!f(«)  die   Punkte,   in 


Satz  von  Ceva.    Sind 

(ZJ,(4),(L3),(LJ.^..(L«>i), 
(Zr»)  die  n-Seiten  eines  ein- 
fachen w-Seits  (Fig.  32)  und 
{L%  iL'%  (i"0...(i("O  die 
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J^!Z^^       M. 


(Li) 


Fig.  31. 

welchen  die  n- Seiten  M^  M^, 

M^M^y  M^M^ MnM^  von 

einer  beliebigen  Geraden  {L^) 
geschnitten  werden,  so  ist  das 
Product : 

(140) . . (M,M,M')  (M^M^M") 
{M^M^M*') 

Beweis.  SindmiEEa5,^-[" 
4-yi V  +  1  =0,  1  =  1,  2,  3 
. .  .w,  die  Gleichungen  der 
w-Ecken  Mi  des  einfachen 
w-Ecks,  so  lauten  nach  Gl.(92) 
in  §  16  die  Gleichungen  der 
Schnittpunkte  üf  (0 : 

(a) . . .  M  '---  m^  —  A'  m^  =  o, 
M"  =  m^ —  X"  mg  =  0, 

M^'''^  =  m«  —  ;i(»>  m^  =  Oj 

wenn  die  Coöfficienten  2^*^  de- 
finiert  erscheinen  durch 

■  r  ==  {M^  M^*M'% 
V**  =  (iiig  M^  M:**) 

A<«)  =  {MnM^M^% 


Fig.  32. 

Strahlen,  welche  einen  belie- 
bigen Punkt  M^  mit  den  n- 
Ecken  des  w-Seits  verbinden, 
so  ist  das  Product: 

{L,L,D){L,L,V*){L,L,Ü-) 
..(L„L,i(»))  =  +|..(i41) 

Beweis.  Sind  Zi=a?cosa, 
-f-y  sin a, -f- dt  ==  0,  i  =  ],2, 3 
. .  .w,  die  Gleichungen  der 
n-Seiten  (Z,)  des  einfachen 
n-Seits,  so  lauten  nach  Gl.  (96) 
in  §  17  die  Gleichungen  der 
Verbindungsgraden  {U^) : 

(c) .  . . .  Z'  ~  l^  —  7J  I2  =  0, 

L'" = ifs  —  ;i"'  ^4  =  o, 

wenn  die  Coöfficienten  JlW  de- 
finiert erscheinen  durch 

id)...Z'==iL,L,L'l 
X"  =  {L,L,L"), 

2("-l)  =  (i«-^i„i(«-l)). 
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Nun  liegen  aber  die  Punkte 

Jf,  M'y  M*' lf(")  sammt 

und  sonders  in  der  Geraden 
(£q)  und  deshalb  müssen  die 
Gleichungen  (a)  befriedigt 
werden  für  u  ^=^  Uq  und 
V  ==  Vqj  wenn  Uq^  Vq  die 
Coordinaten  von  {Lq)  sind, 
d.  h.  es  unterliegen  die  Theil- 
verhältnisse  X^^^  den  n  Be- 
dingungen : 

m^W  —  X'  ma(^)  =  o, 
ma(«)  —  r  mgW  =  o, 


maC^) 


m^Co)  =  0, 


sobald  mS^^  =  a;,-  t^o  f-  ytVo~f"  1 
gesetzt  wird.  Aus  den  letzten 
Gleichungen  ergibt  sich  aber, 
wenn  man  dieselben  nach 
;i«  auflöst 


r  =  "^^^'^ 


Wlj 


(0)> 


;i'"  =  "^«^'^ 


m^(o)  ? 


..;i(«-i)  = 


«i„_i 


(0) 


(0) 


X^^^  = 


mn 


Nun  ist  aber  ikT^  ein  gemein- 
samer Punkt  der  n-Strahlen 
(Z^*))  und  deshalb  müssen  die 
Gleichungen     (d)     befriedigt 


werden    für    x  = 


Xf 


und 
die 


y  =  Voy  wenn  x^ ,  ^o 
Coordinaten  des  Punktes  M^ 
bedeuten,  d.  h.  es  unterliegen 
die  Theilverhältnisse  X^^  den 
Bedingungen : 


Zi«»  —  X*  Za^ö)  =  o, 
;^(o)  _  ;t"  ZjCo)  =:  o, 

. .  .  Z„_,(o)  _  2(«-i)  4(0)  =  0, 
i„(o)  _  ;t(»)  i^(o)  =  0^ 

sobald  Z/^)  =  Xq  cos  a,-  -[-  2/o 
sin  a,  +  ^f  gesetzt  wird.  Aus 
den  letzten  Gleichungen  er- 
gibt sich  aber,  wenn  man 
diese  nach  X^^  auflöst 


,  _  h"" 


1,(0) ' 


r  = 


1,(0) 

X'"  =  -? 


;i(»-i)  = 


XC)  = 


h(o>   ' 

ln-l(0) 
ln(0)     ' 


und  hieraus 

X'.X\X''' 2(»)=  1, 

was  zu  beweisen  war. 


Capitel  V. 
Die  homogenen  Coordinaten. 

§  25.    PTLnIctcoordijiaten. 

Außer  den  bereits  in  Anwendung  gekommenen  Parallel- 
Coordinaten  eines  Punktes  werden  in  neuerer  Zeit  in 
der  analytischen  Geometrie  noch  solche  Punktcoordinaten 
verwendet;  durch  welche  die  Gleichungen  derjenigen  Carven, 
die  durch  die  Bewegung  eines  Punktes  entstanden  gedacht 
werden,  homogen  erscheinen.  Gleichzeitig  werden  bei  An- 
wendung dieser  Coordinaten  auch  die  Brüche  möglichst 
vermieden,  wie  die  folgenden  Untersuchungen  noch  zeigen 
werden. 

Offenbar  wird  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  den 
alten  Coordinaten  a?  und  y  auf  die  einfachste  Weise  dadurch 
homogen    gemacht,    dass    man   die   letzteren    ersetzt   durch 

sc  XI 

die  Brttche  —  und  —  und  hierauf  die  ganze  Gleichung  mit 

z  z 

ä"  multiplciert,  wenn  n  der  Grad  der  Gleichung  ist.     Denn 

ersetzt  man  z.  B.  in  der  Gleichung 

(a)   .    .    .     «0  +  (aiÄJ  +  6iy)  +  (a^  052^2  Ja  a?y  +  fcäy^) 

welche,   nebenbei    bemerkt,   eine   algebraische   Cur.  3.  Ord. 
darstellt,  die   Coordinaten   x    und    y    durch     die    Brüche 

—  und  —  und    multipliciert    alsdann  die  Gleichung  mit  «', 
z  z 

so   nimmt    diese   in   der   That    die    bezüglich    o?,   y  und    z 

homogene  Form  an: 

(6)  .  .   .   a^z^  +  {a^x  +  h^y)z^-\'{a^x^ '\-2h.iXy'\'C^y^)z 
+  {a^x^  +  %\x^y  -^-Zc^xy^  -{-  d^y^)  =  o. 

Selbstverständlich    sind    aber    a?,   y  und   z    nicht    Strecken, 
sondern  bloß  Zahlen,   deren  Verhältnisse    die   alten  Coordi- 
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naten  des  Cartesius  repräsentieren  —  wenn  man  diese 
Verhältnisse  mit  der  Längeneinheit  multipliciert  —  und^ 
weil  diese  Zahlen  den  Punkt  eindeutig  bestimmen  und  die 
Gleichung  der  Curven,  welche  durch  die  Bewegung  eines 
Punktes  entstanden  gedacht  werden  (der  Ortscurven),  homo- 
gen machen,  so  sind  sie  homogene  Coordinaten  des  Punktes. 
Es  ist  klar,  dass  die  Zahlen  x,  y^  z  und  jene  kx,  ky^  kz 
—  k  ein  beliebiger  Coefficient  —  einen  und  denselben  Punkt 
darstellen  müssen,  indem  in  beiden  Fällen  die  bewussten 
Quotienten  dieselben  Werte  besitzen,  und  man  erkennt  dem- 
nach, dass  unendlich  viele  Systeme  homogener  Coordinatoi 
Xj  y,  z  existieren,  welche  einen  und  denselben  Punkt  an- 
geben. Selbstverständlich  kann  die  Gl.  (6)  wieder  auf  die 
nicht  homogene  Form  (a)  gebracht  werden,  sobald  man 
in  (&)  z  überall  durch  die  Einheit  ersetzt.  Die  eben 
definierten  homogenen  Punktcoordinaten  sind  die  einfachsten 
homogenen  Coordinaten***)  eines  Punktes  und  es  wird  nun 
ohne  Schwierigkeiten  einleuchten,  dass  in  der  bereits  be- 
kannten Gleichung  M  ^  Au  -{'  Bv  -\'  C  =  o,  die  Coef- 
ficienten  -4,  £,  C  oder  ihre  gleichen  Vielfachen  als  ein 
System  homogener  Coordinaten  des  durch  obige  Gleichung 
bestimmten  Punktes  betrachtet  werden  können. 

Übergehend  auf  ein  allgemeineres  System  homogener 
Punktcoordinaten,  seien  0?^,  a?2  und  a?^  drei  Größen,  welche 
mit  den  Parallel-Coordinaten  a?,  y  verbunden  sind  durch  die 
drei  linearen  Gleichungen: 

(142)   .    .    .        Qx^  =^  a^x-^-b^y  +  c^ 

QXs  =  a^x  +  b^y  +  Cj^y 
in  welchen  a,,  6<  und  d  neun  gegebene  Coefficienten  be- 
deuten und  Q  ein  Proportionalitätsfactor  ist,  der  bei  der  Be- 
rechnung von  «1,  aCj,  x^  aus  a?,  y  ganz  beliebig  gewählt 
werden  kann.  Dass  durch  die  Angabe  der  Größen  Xi  der 
Punkt  eindeutig  bestimmt  erscheint,  folgt  sofort,  sobald  man 
die  drei  obigen  Gleichungen  nach  a?,  y  und  q  auflöst,  wodurch 
man  dann  nach  der  Lehre  von  den  Determinanten  die  Aus- 
drücke erhält: 


***)  Diese  homogenen  Coordinaten  rühren  von  0.  Hesse  her. 

HAirincs,  anal.  Oeom.  der  Kegelschnitte.  7 
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(cbx)  {acx)  (abc) 

(c)   .    .    .     x—  —  j^^^y     y—  —  j-^y       ^  _  __, 

oder 

_  «X  a?i  +  «a  a^2  +  «8  ^3 
*^  ^ —  I  i  f 

A  «1  +  Ä  «^2  +  /?3  «3 


(d)    .    .    .     y  = 


Q  = 


/i  ^1  "r  /a  ®2  "f"  /s  ^3 

(a6c) 


l  ^1     I     /  2  •^'a     1^  7 3  «^3 

durch  welche  sich  a?,  y  und  q  in  der  That  aus  x^y  x^y  x^ 
eindeutig  bestimmen  lassen.  Gleichzeitig  ersieht  man,  dass 
für  X  und  y  dieselben  Werte  zum  Vorschein  kommen,  wenn 
man  x^,  x^  und  x^  durch  ihre  gleichen  Vielfachen  ersetzt, 
und  dass  eine  jede  algebraische  Gleichung  w*«°  Grades 
zwischen  den  Coordinaten  x  und  y  übergeht  in  eine  homo- 
gene Gleichung  w'®°  Grades  zwischen  x^,  x^  und  x^j  sobald 
man  in  der  Originalgleichung  für  x  und  y  die  in  {d)  gegebenen 
Werte  substituiert.  Es  sind  somit  wirklich  die  durch  die 
GL  (142)  definierten  Größen  aj<,  i  =  1,  2,  3,  homogene  Punkt- 
coordinaten, die  Coefficienten  ai,  bi,  c,-  mögen  was  immer 
für  Zahlenwerte  besitzen,  wenn  nur  die  aus  ihnen  gebildete 
3^  elementige  Determinante  {abc)  nicht  verschwindet,  indem 
sonst,  zufolge  der  dritten  der  Gleichungen  (c),  der  Factor  q  =  o 
werden  würde,  was  offenbar  unstatthaft  wäre.  Nachdem 
die  in  den  Gleichungen  (142)  erscheinenden  neun 
Coefficienten  clu  b{,  c,-  ganz  beliebig  gewählt  werden  können, 
ist  es  auch  gestattet,  diese  drei  Gleichungen  zu  ersetzen 
durch  die  folgenden: 

QX^  =  Ä^i  («1 «  +  fti  y  +  cj 

(143)     ...        QX^    =   hi<^2^+^2y  +  <^2) 

q.Xq  =  k^ici^x  +  b^y  +  c^), 

in  welchen  die  Coefficienten  ki  wohl  willkürlich,  aber  fest 
gewählt  sind.  Auch  hier  muss  wieder  die  Determinante  (a  b  c) 
von  null  verschieden  sein. 

Die  aus  (143)  fließenden  Werte  von  Xi  haben  auch 
eine  geometrische  Bedeutung,  mit  der  wir  uns  nun  zu  beschäf- 
tigen haben.  Zunächst  sei  bemerkt,  dass  eine  jede  der  drei 
Gleichungen 
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(e)  .  .  .  Li  =  a,aj+  i<y4"C<  =  o,  i  =  1,  2,  3 
eine  Gerade  (i,)  darstellt  und  diese  drei  Geraden  hier  un- 
möglich in  einem  und  demselben  Punkte  sich  durchschnei- 
den können,  weil  ja  die  Determinante  (a  h  c),  laut  Annahme, 
nicht  gleich  null  wird.  Die  durch  die  drei  Gleichungen 
(e)  gegebenen  Geraden  {Li)  bestimmen  somit  ein  Dreiseit, 
und  wir  machen  wieder  die  Annahme,  dass  der  Ursprung  0 
des  rechtwinkeligen  Coordinatensystems  innerhalb  dieses 
Dreiseits  sich  befinde.  Für  die  Normaldistanz  d<  der  Seite 
(Zf,)  dieses  Dreiseits  von  einem  in  seiner  Ebene  liegenden 
Punkte  M  wird  sonach,  wenn  noch  x,  y  die  rechtwinkeligen 
Coordinaten  von  M  darstellen,  zufolge  Gl.  (56)  in  §  12: 

OiX  -^-hiy  -{-  Ci 
(/)    ...        di  =  dz       y^.2  ^  fel~  y      *  =  1>2,3, 

und  es  ist  hierin  wieder  das  positive  oder  negative  Vor- 
zeichen zu  wählen,  je  nachdem  c<  eine  positive  oder  nega- 
tive Größe  repräsentiert.  Aus  (143)  und  (/)  ergibt  sich 
nun  durch  die  Elimination  von  a^a? -f- 6^y +  c, 

QXi  r=  ±  i< .  Va,^  +  6<^.  öi, 
oder 

(144)   .    .    .     QXi  =  2,-.dj, 

wenn  man  noch  setzt 


(145)   .    .    .        2i  =±&f.Vai2  +  6i2. 

Die  Größen  a?,-,  i  =  1,2,3,  sind  sonach  den  Normaldistanzen 
di  des  Punktes  M  von  den  drei  Seiten  {Li}  eines  Dreiseits, 
jede  dieser  Normaldistanzen  multipliciert  mit  einem  beliebi- 
gen, aber  fest  gewählten  Coefficienten  yl«,  direct  proportio- 
niert, weshalb  man  Xi  die  Dreieckcoordinaten  (trilinearen 
oder  trimetrischen  Coordinaten)  des  Punktes  M  nennt.  Auf 
diese  Weise  gelangt  man  daher  zur  nachfolgenden  Definition 
für  diese  homogenen  Coordinaten  eines  Punktes,  u.  zw.: 

Die  homogenen  Coordinaten  eines  Punktes  sind  drei 
Zahlen,  welche  sich  verhalten,  wie  die  mit  beliebigen,  aber 
fest  gewählten  Coefficienten  multiplicierten  Normaldistanzen 
dieses  Punktes  von  den  drei  Seiten  eines  Dreiseits. 

Es  ist  sonach  klar,  dass  für  die  drei  Seiten  (i^),  (^2)?  (^3) 
des  Dreiseits  beziehungsweise  die  Gleichungen  gelten: 

7* 
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a?i  =0,         (»2  =  0,         ajg  =  0, 

während  für  die  diesen  Seiten  gegenüber  liegenden  Ecken 
jjfj,  M^  und  ilfg  dieses  Dreiseits 

^%  =  Oy     «^3  =  ö; 


sein  wird. 


a?!   =  o,     »2=0 


§  26.    Liniencoordinaten. 


Überträgt  man  das  eben  vorgeführte  Verfahren  auf 
die  Coordinaten  einer  Geraden,  so  gelangt  man  zu  den 
homogenen  Liniencoordinaten.  Es  wird  sonach  eine  alge- 
braische Gleichung  zwischen  den  Liniencoordinaten  u,  v  auf 
die  einfachste  Art  dadurch  homogen  gemacht,  dass  man  die 

letzteren  ersetzt  durch  die  Brüche  —  und  —    und    hierauf 

w  w 

die   Gleichung  mit  w**  multipliciert,    wenn  n  der  Grad   der 

letzteren  ist.     Denn  ersetzt  man  z.  B.  in  der  Gleichung 

welche  eine  algebrische  Curve  3.  Classe  darstellt,  die  alten 

Plücker'schen  Coordinaten  u  und  v  durch  die  Brüche  —  und  — 

w  w 

und   multipliciert    sodann    die   Gleichung    noch  mit   «(;**,    so 

nimmt  diese  die  homogene  Form  an: 

+  («3^^  +  3/93t^2t;4-378«^v2  +  rf3  i?8)  =  0. 
Selbstverständlich  sind  u,  v  und  w  ebenfalls  Zahlen,   deren 

Verhältnisse  —  und  —  die  alten  Plücker'schen  Coordinaten 

w  w 

einer  Geraden  versinnlichen,  während   die  Achsenabschnitte 

a  und  b  der  durch  Uy   v  und   w  bestimmten   Geraden   sich 

ergeben  aus: 

...                                w           ,              w 
(i)   ,    .    .      a  = ,  0  = . 

U  V 

Man  erkennt  sonach,    dass   die  Zahlen  u,  v  imd  w  die  Ge- 
rade  eindeutig  bestimmen   und   die  Gleichung  einer  jeden 
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Classencurve  —  d.  i.  eine  solche  Curve,  die  durch  die  Be- 
wegung einer  Geraden  entstanden  gedacht  wird  —  homogen 
machen^  weshalb  sie  homogene  Coordinaten  der  Geraden 
sind.  Auch  ersieht  man^  dass  die  Zahlen  u,  v,  w  und  hu, 
kvy  kw  —  k  ein  beliebiger  Coefficient  —  eine  und  dieselbe 
Gerade  angeben^  denn,  in  beiden  Fällen  haben  die  Achsen- 
abschnitte a  und  b  dieselben  Werte^  weshalb  auch  unendlich 
viele  Systeme  homogener  Coordinaten  u,  Vy  w  existieren, 
welche  einer  und  derselben  Geraden  angehören.***)  Es  ist 
femer  klar,  dass  man  die  Gl.  Qi)  wieder  auf  die  nicht  homogene 
Form  ig)  zurückführen  kann,  sobald  man  in  derselben 
t£7  =  1  setzt.  Die  eben  definierten  Liniencoordinaten 
sind  die  einfachsten  homogenen  Coordinaten  einer  Geraden, 
und  es  ergibt  sich  jetzt  wohl  von  selbst^  dass  in  der  Glei- 
chung L  =  Ax'\- By'\-  C  ^=  0  die  Coefficienten  A,  J5,  C 
oder  ihre  gleichen  Vielfachen  als  ein  System  homogener 
Coordinaten  der  durch  diese  Gleichung  bestimmten  Geraden 
erscheinen. 

Um  auch  für  die  Geraden  ein  allgemeines  System 
homogener  Coordinaten  zu  erhalten,  seien  u^  u^  und  u^ 
drei  Größen,  welche  mit  den  alten  Plücker'schen  Coordinaten  u 
und  V  verbunden  sind  durch  die  drei  linearen  Gleichungen : 

6u^   =  ^jt^  +  ^i^  +  Q 

(146)   .    .    .      6.u^  '-^^  Ac^u  '\-  B^v  -{-C^ 

a.u^  =  A^U'\-Bsv-\-C^, 

in  welchen  -4,,  jB<,  Q  neun  gegebene  Coefficienten  bedeuten 
und  ö  ein  Proportionalfactor  ist,  der  bei  der  Berechnung 
von  1^1,  t&a;  u^  aus  Uy  v  ganz  beliebig  gewählt  werden  darf. 
Dass  durch  die  Angabe  der  Größen  Ui  die  Gerade  eindeutig 
bestimmt  ist,  folgt  sofort,  wenn  man  die  drei  obigen  Glei- 
chungen nach  u,  v  und  ö  auflöst,  wodurch  man  die  Aus- 
drücke erhält: 

,,,  {CBu)  _      (ACui 

^  {ABC) 
oder  ~  {ABuY 


***)  Auch  diese  homogenen  Coordinaten  wurden   von   0.  Hesse 
eingeföhrt. 
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y\  «*i  +  y\  ^2  +  /'s  «3 ' 

ß\  ^i  +  ß\  t^2  +  ß\  tis 


t^ 


(/)...        V 


Ö   = 


r'l  '^1   +  /'2  ^2   +  fs  %  ' 


/'l^l+r'2^a   +7'3^8' 

mittelst  welchen  sich  Uy  v  und  6  in  der  That  aus  v^,  u^,  tj^ 
eindeutig  bestimmen  lassen.  Gleichzeitig  sagen  die  letzten 
Gleichungen  aus,  dass  für  u  und  v  dieselben  Werte  zum  Vor- 
schein kommen,  wenn  man  u^,  u^,  u^  durch  ihre  gleichen 
Vielfachen  ersetzt,  und  dass  jede  algebraische  Gleichung  n*®«* 
Grades  zwischen  u  und  v  tibergeht  in  eine  homogene  Glei- 
chung desselben  Grades  zwischen  te^,  Ug?  ^s?  sobald  man  in 
die  Originalgleichung  für  u  und  v  die  in  (l)  gegebenen 
Werte  einführt.  Es  sind  somit  thatsächlich  die  durch  (146) 
definierten  Größen  t4|,  i  =  1?2, 3,  homogene  Liniencoordi- 
naten, die  darin  vorkommenden  9  Coefficienten  A4,  Bt,  d 
mögen  was  immer  für  Werte  besitzen,  wenn  nur  die  aus 
ihnen  gebildete  8*  elementige  Determinante  (ABC)  nicht 
verschwindet,  weil  ja  sonst  0  =  0  werden  würde,  was  nicht 
sein  darf.  Nachdem  auch  hier  die  in  (146)  erscheinenden 
Coefficienten  j4^,  5,-,  Ci  ganz  beliebig  gewählt  werden  dürfen, 
ist  es  auch  gestattet,  die  Gleichungen  (146)  zu  ersetzen  durch 
die  folgenden: 

a.Uj^  =  Vi  (Aj^  w  +  jBj  V  -}-  C'j) 

(147)    •    .    .    ö,U2  =  1^2  (-^aW  +  ^a  v+ 62) 

a.u^  =  Vs.{A^u  +  B^v-{-C^), 

in  welchen  die  drei  Coefficienten  r^,  Vg,  v^  willkürlich,  aber 
fest  gewählt  sind. 

Die  aus  den  Gleichungen  (147)  fließenden  Werte  von 
Ui  haben  nun  ebenfalls  eine  höchst  einfache  geometrische 
Bedeutung,  mit  deren  Auffindung  wir  uns  in  dem  Folgenden 
beschäftigen.  Zu  diesem  Zwecke  wird  zunächst  darauf  auf- 
merksam gemacht,  dass  eine  jede  der  drei  Gleichungen 

(m)   ...     Jf j  =  AiU -{-  BiV  -j- Ci  =  0 

einen  Punkt  darstellt,  welche  drei  Punkte  aber  unmöglich 
in  einer  und  derselben  Geraden  liegen  können,  weil  ja  nach 
der    gemachten    Voraussetzung    die    Determinante    {ABC) 
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nicht  gleich  null  ist.  Es  wird  demnach  durch  die  hier  vor- 
liegenden drei  Punkte  in  den  Gleichungen  (m)  ein  Dreieck  M^ 
M^  iü^  bestimmt  und  lässt  sich  sofort  zeigen,  dass  die  Normal- 
distanzen Bi  der  Geraden  (Z),  von  den  Coordinaten  w,  v,  von 
den  drei  Ecken  Mi  dieses  Dreiecks  zu  den  aus  (147)  fließen- 
den Werten  von  Ui  in  einer  sehr  einfachen  Beziehung  stehen. 
Nach  Gl.  (57)  in  §  12  ist  nämlich  die  Normaldistanz  der 
durch  die  Coordinaten  w,  v  bestimmten  Geraden  (Z)  von 
dem  durch  die  Gl.  (m)  gegebenen  Punkte  Mi  gleich 

AiU -{- Biv -{- Ci 
{n)    .    .    ,     et^       ^.y^2^^T~>         *  =  1?  2, 3, 

Ai  B 

indem  der  Punkt  ikf,  die  alten  Coordinaten  Xi  =  -z^,  y^  ==  -^ 

G»  Gj 

besitzt.     Durch  die  Elimination  des     Trinoms  AiU  -f-  B^  -(~ 

d  aus   den   Gleichungen   (147)    und  (n)  folgt  aber 

0,Ui  =  ViQVu^  +  v^.eiy 
oder 

(148)   .    .    .     ö.Ui  =  fii.Biy 


sobald  man  \u^  -}"  ^^  i^  <^  eingehen  lässt  und  noch  setzt 

(149)   ...     fii  z=  Vi  .Q. 

Die  Größen  tii  sind  daher  den  Normaldistanzen  Ci  der  Ge- 
raden (L)  von  den  Ecken  Mi  eines  Dreiecks,  jede  dieser 
Normaldistanzen  multipliciert  mit  einem  beliebigen,  aber  fest 
gewählten  Cdefficienten,  direct  proportioniert,  weshalb  man 
auch  iLi  die  Dreieckcoordinaten  (trigonalen  Coordinaten)  der 
Geraden  nennt.  Man  gelangt  sonach  schließlich  zu  der 
nachfolgenden  einfachen  Definition  für  diese  homogenen 
Coordinaten  einer  Geraden,  u.  zw.: 

Die  homogenen  Coordinaten  einer  Geraden  sind  drei 
Zahlen,  welche  den  Normaldistanzen  der  Geraden  von  den 
drei  Ecken  eines  Dreiecks,  diese  Normaldistanzen  multipli- 
ciert mit  drei  beliebigen,  aber  fest  gewählten  Coefficienten, 
direct  proportioniert  erscheinen. 

Es  ist  daher  für  sich  klar,  dass  für  die  drei  Ecken 
üfj,  Jfj  und  M^  des  Dreiecks  beziehungsweise  die  Gleichun- 
gen gelten: 
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t^j     s=:    0,  ^2    =    0,  Uq    ==    Oj 

während  flir  die  Gegenseiten  M^  ^sy  ^s  ^i  ^^^  ^i  ^ 

u^  =z  o,         1^3  ==  0  ; 

Wj  =  0,         Wj  =  o; 

u^   =  0,         u,^  =  o 
wird. 

§  27.  Das  Fnndamentaldreieck. 

Aus  den  beiden  vorangegangenen  Paragraphen  ersieht 
man,  dass  der  Bestimmung  eines  Punktes  durch  homogene 
Coordinaten  ein  Dreiseit,  jener  einer  Geraden  durch  solche 
Coordinaten  ein  Dreieck  zu  Grunde  gelegt  werden  kann. 
In  dem  Folgenden  lassen  wir  nun  das  Dreieck  mit  dem 
Dreiseit  zusammenfallen,  und  nennen  es  das  Fundamental- 
Dreieck  oder  auch  das  Coordinatendreieck.  Die  drei  Seiten 
dieses  Dreiecks  bezeichnen  wir  femer  mit  (x^),  (x^)j  (x^) 
und  die  den  letzteren  gegenüber  liegenden  Ecken  mit  ikf^, 
M^j  -äfg.     Sind  jetzt  noch 

«in  ^  +  «i?2     y  +  «1?3  =  0 

r«) «2;i  ^  +  «2>2       y  +  «273   =  ^ 

«3,1  X  -f  «3,2       y   +    «373   =  0 

die  Gleichungen  der  drei  Seiten  (xi)j  (x)2,  (x^)  des  Funda- 
mentaldreiecks, 80  resultieren  die  Coordinaten  g,-,  r]i  der  drei 
Ecken  Mi  dieses  Dreiecks  aus : 

rh)  ^     ^^^in     ^     ^22.     >     ^271  ^>2   . 

(^y    •     •     •    Sl   A        ?  Vi   A         1     02   A        ;.  72   A  t 

'^US  -^178  -^278  -^273 

A  A 

i      ^871     „     ^372 

SS   A        7  V8  A        7 

-^878  -^378 

wenn  wieder  Ai^k  =  ( —  1)*+*.  Z),-,*  ist  und  Di^  diejenige 
Minore  oder  Unterdeterminante  bedeutet,  welche  aus  der 
3^  elementigen  Determinante 


(c)  .  .  .  4  = 


«171     «172     «173 
«271     «272     «273 

I 

«871     «372     «373 1 

dadurch  hervorgeht,  dass  man  in  derselben  die  Zeile  i  und 
Colonne  ft  unterdrückt  und  aus  den  übrig  bleibenden  4  Ele- 
menten eine  neue  Determinante  bildet.  Die  Gleichungen 
der  drei  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  lauten  daher: 
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An  t*  -h  A92  ^  +  Ajz  =  o 

(d)  .    .    .  ila,!  u  4-  ^3,2  V  +  >l2,3  =  0 

und  folglich  dienen  zur  Bestimmung  der  homogenen  Coor- 
dinaten  xt,  i  =  1y  2,  3,  eines  Punktes  M,  wenn  x,  y  die 
Parallel- Coordinaten  des  letzteren  bedeuten,  nach  Gl.  (143) 
die  einfachen  Relationen: 

(e)  .   .   .  QXi=^  ki  (ai,i  X  -f  a,>a  y  +  (uj     t  =  1,  2,  3 ; 

dagegen  resultieren  die  homogenen  Coordinaten  m  einer 
Geraden  (L),  bestimmt  durch  die  alten  Plticker'schen  Coor- 
dinaten Uy  Vy  nach  Gl.  (147)  aus 

(f)  .  .   .      oui  =  Vi  (Aiy^  u  -jr  Aa  ^  +  Aji)^    i  =  1,  2,  3. 

Die  Coefficienten  ki  und  r<,  welche  in  den  Gleichungen  (e) 
und  (f)  vorkommen,  sind  bekanntlich  ganz  frei  wählbar  und 
deshalb  ist  es  auch  erlaubt  ki  =  r,-  =  1  zu  nehmen,  wodurch 
dann,  zufolge  der  früheren  Gleichungen  (145)  und  (149),  auch' 
Xi  =  ±  l/'a,-,i*  +  af,2^  und  fii  =  ^,-,8,  mithin  QXi  —  ± 
X/oij  *  -f-  o«  ^  •  ^»  un<i  ^  ^*  =  -^«?8  ^<  werden,  femer  die 
Gleichungen  (e)  und  (j^  übergehen  in  die  einfacheren: 

(150)  ...  ...  (151) 


Q.x^=  a,,i  X  +  ai,2  y  +  «^,3 
^  .  a?3  =  a^,!  X  -f"  öt3?2  2/   I   ^3;3> 


(J  1*2  =  -^211  ^  +  A?2  ^  +  A)Z 


und  diese  Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung  der  homogenen 
Punkt-  und  Liniencoordinaten  aus  den  gebräuchlichen  Coor- 
dinaten a?,  y,  beziehungsweise  u,  v.  Die  eben  gewonnenen 
Gleichungen  können  aber  auch  sehr  leicht  nach  x  und  y, 
beziehungsweise  u  und  v,  aufgelöst  werden.  Multipliciert 
man  nämlich  die  drei  Gleichungen  (150)  der  Reihe  nach 
mit  den  bereits  bekannten  Coefficienten  -4^,1,  A^^j^j  A^y^  und 
addiert  sie  hierauf  und  wiederholt  dieses  Verfahren  noch 
zweimal,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  man  an  die  Stelle 
der  früheren  Coefficienten,  diesmal -4^,2,  -^2,2,  -4.3,2,  beziehungs- 
weise Aiy^y  Ay^}  An)  treten  lässt;  unterwirft  alsdann  die 
Gleichungen  (151)  denselben  algebraischen  Operationen,  aber 
mit  a<,*  für  -4,,*,  so  ergeben  sich  unter  gleichzeitiger  Berück- 
sichtigung des   bekannten    Hauptsatzes   der   Determinanten- 
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theorie,  nach  welchem  nämlich  die  Summe:  a^,»^i,tf  +  a^jt 
A^yö  +  ^3?*  -^3?<^  gleich  A  oder  gleich  null  wird,  je  nachdem 
k  =  ö  oder  k  von  ö  verschieden  ist,  die  sechs  Gleichungen : 

^  •  y  =  (>  •   rA?2  ^1   +  Ay2  »2   +  ^3?2  a?3>) 

A    =  ()  .  (-^1,3  a?^  +  ^2,3  X2  +  -^3,3  ajgj 
A.u  =  ö  rai,i  1^1  +  aa,!  u^  +  «3,1  Wg) 
^  .  V  =  (j  fa^,2  w^  -)-  aa,2  Ug  +  03,3  u^) 

und  aus  diesen  folgt 

(152)  ...  ...  (153) 

-^iM  ^1  "r  A^yi  a?2  -j-  ^3^1  a?3 c^m  t^i  t"  ^2m  ^2  "r  ^sn  "^s 

-^i;3  ^1  "h  -^^s  ^2    r  -^3;s  ^8  ^1 J8  ^1  +  ^2;3  ^2    r  ^8>s  ^3 

___  -^l>2  ^1    ~r  ^;2  ^2  "T  -^8^2  ^8  ^1>2  ^1      r  ^2?2  ^2  "F  ^3?2  % 

•^1?3  ^1      1     -^2?8  ^2  "T"  -^3;3  ^8  ^17$  ^1      I     ^2?3  ^2  "T~  ^3?3  ^3 

Mittelst  der  eben  gewonnenen  Gleichungen  kann  man  also 
von  den  homogenen  Coordinaten  eines  Punktes  oder  einer 
Geraden  auf  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  dieser  Gebilde 
schließen.  Wir  werden  später  von  diesen  Gleichungen  noch 
Gebrauch  machen. 

Bekanntlich  besteht  zwischen  den  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten X,  y  eines  Punkets  M  und  denjenigen  w,  v  einer 
durch  ihn  gelegten  Geraden  nach  §  9,  Gl.  (21),  die  höchst 
einfache  Beziehung  ux  -\-  vy  -\-  \  =  o'^  es  lässt  sich  nun 
ebenfalls  eine  analoge  Beziehung  zwischen  den  homogenen 
Coordinaten  Xi  eines  Punktes  M  und  den  homogenen  Coor- 
dinaten Ui  einer  durch  letzteren  gehenden  Geraden  (L)  her- 
leiten. Aus  den  sechs  Gleichungen  (150)  und  (151)  ergibt 
sich  nämlich  zunächst 

CQ  (U^  X^   +  ^2  a^2   +  «^3  ^^)  =  ^      r«»>l  ^  +  «<>2  y  +  ^is) 


i=l 


und  hieraus,  weil  die  Summe  a,,i  A^,^  +  a<,2  .  -4^„  -j-  ai,^  . 
-4^,3  nach  einem  bekannten  Hauptsatze  der  Determinanten- 
theorien gleich  A  oder  gleich  null  wird,  je  nachdem  q  =  % 
oder  Q  von  i  verschieden  ist 

Q 6  (u^  Xi  +  ^2  ^2  H"  ^3  ^s)  =  A  .  {ux  -{-  vy  -\-  !)• 
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Nun  ist  aber^  wenn  der  Punkt  M  von  den  Coordinaten  a;,  y 
in  der  Geraden  von  den  Coordinaten  u^v  liegt,  d.h.  ikf und 
(L)  perspectivisch  sind,  allemal  ttaj-f-t;y-f"l  =  ö;  daher 
wird  auch 

(154)  ...  1^1  a?i  -f-  ^a  0^2  "f"  ^3  ^s  =  ^^ 

und  d.  i.  also  die  Bedingung,  welcher  die  homogenen  Coor- 
dinaten Xi  eines  Punktes  M  und  diejenigen  ui  einer  Geraden 
(Ü)  unterworfen  sind,  sobald  M  in  (L)  liegt,  u.  zw.  bei  der 
hier  getroffenen  Wahl  von  Ä<  und  r,-.  Wir  werden  später 
andere  Werte  für  Ui  und  Vi  wählen  und  alsdann  für  Gl. 
(154)  auch  eine  andere,  etwas  compliciertere  Relation  zwischen 
Ui  und  Xi  erhalten. 

Zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  mag  noch  gezeigt 
werden,  in  welcher  Weise  das  alte  rechtwinkelige  Coordi- 
natensystem  aus  dem  eben  vorgeführten  allgemeineren  her- 
vorgeht. Zu  diesem  Zwecke  lasse  man  die  Fundamental- 
linien {x^)  und  (a?2^  des  Coordinatendreiecks  mit  den  Achsen 
{y)  und  (x)  eines  rechtwinkeligen  Coordinatensystems  zu- 
sammenfallen (Fig.  33),  wodurch  d^  =  a?,  rf^  =  y  wird  und 


1 

Ä 


{xHx^] 


Fig.  33. 

zufolge  (144)  zwischen  den  homogenen  Coordinaten  Xi  des 
Punktes  M  und  seinen*  gebräuchlichen  a?,  y  die  einfachen 
Beziehungen  bestehen: 

Die  in  diesen  Gleichungen  erscheinendenCoefficienten  ^  können 
aber,  wie  bereits  gesagt  wurde,  ganz  beliebig  angenommen 
werden  und  wir  treffen  nun  diesmal  die  Wahl: 


\ 
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A,  1,  /2  1,  A3   —    ^^   _|^  J^  J 

WO  «3  die  Normaldistanz  einer  durch  den  Punkt  M  zur 
Fundamentallinie  (x^)  gelegten  Parallelen  (L^)  vom  Ursprünge 
O  des  rechtwinkeligen  Coordinatensystems  bedeutet.  Dadurch 
wird  aber 

dg  1 


und  hieraus  folgt^  sobald  man  noch  die  dritte  Seite  (x^)  des 
Coordinatendreiecks  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  (L^) 
der  Ebene  dieses  Dreiecks  zusammenfallen  lässt,  wodurch 
dann  dg  unendlich  groß  wird, 

(155)  .  .  .   ()«!  =a?,  QX2=y,        qx^  =  1, 

oder 

(156) x  =  ^,  y^""' 


ajg  ajg 


Lässt  man  daher  die  beiden  Seiten  (a^jundf^sca^  des  Fundamen- 
taldreiecks mit  den  Achsen  (y)  und  (x)  eines  rechtwinkeligen 
Coordinatensystems  und  die  dritte  Seite  (x^)  dieses  Drei- 
ecks mit  der  unendlich  fernen  Geraden  (L^)  der  Ebene,  in 
welcher  das  Coordinatendreieck  sich  befindet,  zusammenfallen 
und  setzt  den  Proportionalfactor  (>  =  1,  so  wird  x^  =  oc, 
a?2  =1  y,  ajg  =  1  und  hieraus  ersieht  man,  dass  die  recht- 
winkeligen Coordinaten  ar,  y  eines  Punktes  aus  seinen  homo- 
genen a?i,  a?2  7  ^8  hervorgehen,  d.  h.  also,  es  können  auch 
Xj  y  und  1  oder  ihre  gleichen  Vielfachen  k  x,  ky  und  k  als 
ein  System  homogener  Coordinaten  desjenigen  Punktes  be- 
trachtet werden,  der  durch  die  rechtwinkeligen  Coordinaten 
Xy  y  bestimmt  erscheint. 

Dieselbe  Betrachtung  kann  nun  auch  auf  die  Coordi- 
naten einer  Geraden  (L)  übertragen  werden,  und  es  wird  wieder 
vorausgesetzt,  dass  die  durch  die  gebräuchlichen  Coordi- 
naten Uy  V  bestimmte  Gerade  die  homogenen  Coordinaten  ui 
besäße,  und  o?,  y,  beziehungsweise  o?,,  einen  Punkt  M  der 
(L)  fixieren.  Alsdann  bestehen  nach  Gl.  (21)  und  (154) 
gleichzeitig  die  Beziehungen  : 

(g)  .  .  .  ux  -f-  vy  +  1  =  0,     u^x^  -^  U2X2  -\-  u^x^  =  o. 


r 
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Lässt  man  auch  hier  wieder  (x^)  mit  (y\  {x^)  mit  (a?)  und 
(x^)  mit  {Lm)  zusammenfallen,  so  geht  nach  (156)  die  zweite 
der  obigen  Gleichungen  über  in 

t^i  a?  +  Wa  y  +  Wg  =  0 

und  aus  dieser,  sowie  der  ersten  der  Gleichungen  (g),  folgt 
unmittelbar 

(157) öUi  =  u,         OU2  =  Vj         (JM3  =  1, 

oder 

(158) u    =    ^,  v  =  ^, 

d.  h.  die  zwischen  den  rechtwinkeligen  und  homogenen 
Punktcoordinaten  stattfindenden  Beziehungen  (155)  gelten 
auch  flir  die  Liniencoordinaten  und  können  demnach,  sobald 
u,  V  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  einer  Geraden  reprä- 
sentieren, w,  V,  1  oder  kn,  kv,  k  als  ein  System  homogener 
Coordinaten  derselben  betrachtet  werden. 

Auf  Grund  dieser  Untersuchungen  gelangt  man  daher 
zur  Einsicht,  dass  die  rechtwinkeligen  Punkt-  oder  Linien- 
coordinaten in  den  homogenen  Coordinaten  des  Punktes 
und  der  Geraden  enthalten  sind,  und  dass  aus  einer  homo- 
genen Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  a?i,  x^  und  x^ 
oder  tt^,  U2  und  u^  sofort  diejenige  in  rechtwinkeligen  Coor- 
dinaten X,  y,  oder  u,  v  erhalten  wird,  wenn  man  in  der 
Originalgleichung  x^  =  Xy  X2  =  y  und  ojg  =  1,  beziehungs- 
weise u^  =  Uy  U2  =  V  und  W3  =  1  setzt. 

§  28.    Homogene  Gleichung  der  Geraden  und  des  Punktes. 

Zwischen  den  homogenen  Coordinaten  Ui  einen  Geraden 
(L)  und  denjenigen  x^  eines  in  ihr  liegenden  Punktes  Jlf  besteht 
nach  dem  Früheren  die  Beziehung  u^x^  +1^2  ^2  "i"  ^3^3  =  ö« 
Es  ist  daher  in  analoger  Weise,  wie  in   §  11 


(159) .  u^x^-^  U2X2  +^32^3  =  0 
die  homogene  Gleichung  einer 
Geraden  von  den  Coordinaten 
Ui,  i  =  1,  2, 3,  wenn  Ui  con- 
stant  und  Xi  veränderlich  ge- 
dacht werden. 


^i^x  +aj2 1^2 -J-a7g  1*3=0  .  (160) 
die  homogene  Gleichung  eines 
Punktes  von  den  Coordinaten 
Xi,  1  =  1,  2,  3,  wenn  Xi  con- 
stant  und  unveränderlich  ge- 
dacht werden. 
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und    aus   diesen  Gleichungen  folgt,   dass   das  geometrische 
Äquivalent  der  homogenen  und  linearen  Gleichung 


(161).  a^Xi  -l-a2aj2+a3a?3=o 
eine  Gerade  ist  von  den  Coor- 
dinaten  a^,  ag,  ag,  während 
^v  ^2f  ^3  ^^®  Coordinaten 
irgend  eines  Punktes  in  dieser 
Geraden  angeben. 


«1^1 +«2^2 +«3^3=^  -(162) 

ein  Punkt  ist  von  den  Coor- 
dinaten «i;  «27  ^37  während 
^1?  ^2?  ^3  diß  Coordinaten 
irgend  einer  Geraden  aus 
diesem  Punkte  sind. 


Wir  haben  somit  die  allgemeine  Gleichung  der  Geraden 
und  des  Punktes  in  homogenen  Coordinaten  gefunden  und 
erlauben  uns  noch  einige  hierher  gehörige  Aufgaben  vorzu- 
führen, die  bei  den  folgenden  Untersuchungen  in  Dreieck- 
coordinaten  wichtig  erscheinen. 


Aufgabe.  Man  bestimme 
die  Gleichung  einer  Geraden, 
welche  durch  die  Ecke  Mi  des 
Fundamentaldreiecks  geht. 

Lösung.  Ist  Mj^  die  Ecke, 
durch  welche  die  Gerade  ge- 
legt werden  soll,  so  muss  die 
Gleichung  (161)  befriedigt 
werden  für  a?2  =  a?3  =  o  und  x^ 
=  k^h^y  wenn  h^  die  Normal- 
distanz des  Punktes  M^  von 
(aji)  angibt,  und  dies  bedingt 
a^  =  0.  Die  Gleichung  der 
Geraden  nimmt  sonach  die 
einfachere  Form  an  a^  x^  -f- 
ag  »3  =  0,  und  es  sind  daher 

«2  «2  +  «3  ^3  =  O7  «3  ^Z  + 
^1  ^1    =  ^J    ^l  ^1    +  «2  »2   =  ^ 

die  Gleichungen  von  drei 
Geraden,  welche  beziehungs- 
weise durch  die  Ecken 

Jfi,    M^,    M^ 

des  Coordinatendreiecks  hin- 
durchgehen.     Leicht    ist   es 


Aufgabe.  Man  bestimme 
die  Gleichung  eines  Punktes, 
welcher  in  einer  Seite  a?,-  des 
Fundamentaldreiecks  liegt. 

Lösung.  Ist  fajj  die  Seite, 
in  welcher  der  Punkt  liegt, 
so  muss  die  Gleichung  (162) 
befriedigt  werden  für  u^  =  u^ 
=  0  und  Wi  =  1^1  Äj,  wenn 
auch  hier  Ä^  die  Normal- 
distanz der  Ecke  M^^  von 
(x^)  bedeutet,  und  dies  be- 
dingt a^  =  0.  Die  Gleichung 
des  Punktes  nimmt  sonach 
die  einfachere  Form  a^  ^2  + 
«3  i^g  =  o  an,  und  es  sind  daher 

«2  t^2     +  «3  ^3     =    Ö,      a^Us    + 

^1^1  =  0,  a^^u^  -{-  02^2  =^  0 
die  Gleichungen  von  drei 
Punkten,  welche  beziehungs- 
weise auf  den  Seiten 

(^1)7   Mj   m 

des  Coordinatendreiecks  lie- 
gen.   Von  selbst  ergeben  sich 
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jetzt  auch;  die  Gleichungen 
derjenigen  drei  Geraden  auf- 
zustellen^  welche  die  Ecken 
Mi  des  Fundamentaldreiecks 
mit  einem  Punkte  M*  von 
den  Coordinaten  x*i  verbinden. 
Dieselben  lauten: 


M/Q 


X 


Xo 


^^  ^__.  ^  *^ 


X, 


Xc, 


X 


3 
X, 


Xt 


X 


2 


a?, 


0. 


0, 


X. 


2 


Aufgabe.    Es    ist    die 

Gleichung  der  Verbindungs- 
geraden der  beiden  Punkte 
M!  und  M"  aufzustellen,  wenn 
Xi  und  a?,",  i  ==  1,  2,  3,  die 
Coordinaten  der  letzteren 
sind. 

Lösung.  Die  Gleichung 
der  Geraden  ist 

a^  x^  -j-  aa  a^a  +  <^3  ^s  =  ^' 

Soll  nun  die  Gerade  die 
Punkte  M  und  M"  enthalten, 
80  muss  das  obige  Gleichungs- 
polynom für  Xi  =  Xi%  sowie 
für  Xi  =  Xi*  verschwinden, 
d.  h.,  es  müssen  die  beiden 
Gleichungen  bestehen 

«i^i'  +öt2»a'  +«3^3'  =ö; 
«1  ^1"  +  «2  ^2"  +  «3  ^s"  =  ö 


nun  auch  die  Gleichungen 
der  drei  Punkte,  in  welchen 
die  Seiten  (xi)  des  Fundamen- 
taldreiecks von  einer  Geraden 
{IJ)j  deren  Coordinaten  uU 
sind,  geschnitten  werden.  Die- 
selben lauten : 


Uc 


u^ 


u. 


0, 


u 


3 


u. 


u. 


u 


Zf 


u. 


Uc 


u. 


Uc 


w, 


0. 


—  0, 


'1  ««2 

Aufgabe.  Es  ist  die* 
Gleichung  des  Schnittpunktes 
der  beiden  Geraden  {L*)  und 
(L**)  aufzustellen,  wenn  Ui 
und  Ui*y  i  =  1,  2,  3,  die 
Coordinaten  der  letzteren 
sind. 

Lösung«  Die  Gleichung 
des  Punktes  ist 

Soll  nun  der  Punkt  in  den 
Geraden  (L')  und  (L")  liegen, 
so  muss  das  obige  Gleichungs- 
polynom für  Ui  =  Ui%  sowie  für 
Ui  =  Ui*  verschwinden,  d.  h., 
es  müssen  die  beiden  Gleichun- 
gen bestehen 

«i«*i'  +«2^2'  +«3^3'  =ö> 
«1  Wi"  +  «2  ^2"  +  «3  ^3"  =  ö 


und  aus  diesen  und  der  ersten  Gleichung  ergibt  sich  durch 
die  Elimination  von  a,-,  respective  a< 


(163)  . 


«1 

•^2 

^3 

«1 

«2 

"3 

«.' 

OJ/ 

a?3 

—  0 

«1' 

Ma' 

««' 

«," 

«2" 

«'s" 

«x" 

u," 

M3" 

=  0,  .(164) 


oder 
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Ä?3     a?|  )   S?2       l"    ("^l     *^2 


a?, 


—  tt3''WiOt*2  +  K'«3" 


Wi 


1^2' ^l'O  ^3  =<> 


als  die  gesachte  Gleichung  der  Geraden,  beziehungsweise 
des  Punktes.  Ersetzt  man  in  diesen  beiden  eben  gewonnenen 
Gleichungen  x^,  ajg,  «3  durch  a?,  y,  1  und  w^,  Ug,  W3  durch 
w,  v,  1,  so  gelangt  man  zu  den  früher  gefundenen  Gleichun- 
gen (29)  und  (44). 

Jetzt  ist  es  aber  auch  leicht,  die  Bedingung  anzugeben, 
welcher  die  Coordinaten  «<',  Xi",  fic<'"  dreier  Punkte  einer 
und  derselben  Geraden,  oder  die  Coordinaten  w/,  u,",  t^i"' 
dreier  Geraden  aus  einem  und  demselben  Punkte  unter- 
worfen sind,  und  man  findet 


CCt 


Xa         X\ 


3 


(165). . . 


•*'l      ^2      *^9 
•*'l       '*'2       •*'3 


^1   ;  ^a   >  "^3 


"1    >  ^a     ; 


Wi'",tÄo'",ti3 


<itf 


=  o  . .  (166) 


und  hieraus    ersieht   man,    dass    die    früheren  Gleichungen 

(53)  und  (54)  auch  wieder  in  Kraft  treten. 


Aufgabe  Man  be- 
stimme die  homogenen  Glei- 
chungen der  Achsen  (a?)  und 
(y)  des  rechtwinkeligen  Coor- 
dinaten Systems,  sowie  die 
Gleichung  der  unendlich 
fernen  Geraden  (i.). 

Lösung.  Nachdem,  wie 
in  §  9  gezeigt  wurde,  die 
Gleichungen  dieser  Achsen 
in  rechtwinkeligen  Punkt- 
coordinaten  beziehungsweise 
sind 

y  =  0,         X  =  o, 

so  sind   nach   den  Gleichun- 
gen (152) 

-^in^l  "T" -^271^2     I    -^3n^3  =^  ^ 
'^i;2  ^1  ~r'^2J2  ^2     I   '^3?2  flUß  =  0 

die     gesuchten      homogenen 


Aufgabe.  Man  suche 
die  homogene  Gleichung  der 
unendlich  fernen  Punkte  x^ 
und  y^  der  Achsen  {x)  und 
iy)  des  rechtwinkeligen  Coor- 
dinatensystems,  sowie  die 
Gleichung  des  Ursprungs  O, 

Lösung.  Nachdem,  wie 
in  §  10  gezeigt  wurde,  die 
Gleichungen  der  unendlich 
fernen  Punkte  x^  und  y^  in 
rechtwinkeligen  Liniencoordi- 
naten   beziehungsweise    sind 

so  sind  nach  den  Gleichun- 
gen (153) 

<^in  ^1  +  «2n  ^2  +  «sn  «3  =  0 

öfi;2  ^1  +  «2J2  ^2  +  ^72  u^  =  o 

die     gesuchten     homogenen 
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Gleichungen  der  Coordinaten- 
achsen  (y)  und  {x). 

Auf  die  homogene  Glei- 
chung der  unendlich  fernen 
Geraden  übergehend,bemerke 
ichydaBs  für  sänuntlichePunkte 
derselben  a?  =  c» ,  y  =  oo, 

oder  —  =  0,    —  =  o  sein 
X  y 

muss^  was  zufolge  der  frühe- 
ren.  Gleichungen  (152)  nur 
dann  möglich  ist,  wenn  die 
homogenen  Coordinaten  Xi 
aller  Punkte  dieser  Geraden 
der  Bedingung  genügen 


(167). .  i^=^i,3a?,  +A^,^x^ 

und  d.  i.  somit  die  Gleichung 
der  unendlich  fernen  Geraden 
der  Ebene  des  Coordinaten- 
dreiecks  bei  der  früher  ge- 
troflfenen  Wahl  der  Coeffi- 
cienten  ki  und  Vi.  Hätte  man 
fiir  die  letzteren  andere  Weii» 
gewählt,  so  würde  auch 
obige  Gleichung  eine  andere 
Form  angenommen  haben. 

Sehr  einfach  wird  die 
Gleichung  der  unendlich  fer- 
nen Geraden,  wenn  zwischen 
den  homogenen  Coordinaten 
Xi  und  den  gebräuchlichen 
Coordinaten  cc,  y  eines  Punktes 
die  einfachen  Beziehungen  be- 
stehen: 

X\  Xn 

^8  '*'3 

Haxhkb,  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte. 


Gleichungen  der  unendlich 
fernen  Punkte  x^  und  y^. 
Auf  die  homogene  Gleichung 
des  Ursprungs  O  übergehend, 
bemerke  ich,  dasa  fUr  sämmt- 
liche  Strahlen  aus  demselben 
die  rechtwinkeligen  Coordi- 
naten u  =  oo  ,v  =  cx),  oder 

deren  Reciproken  —   =  o, 
=  0  werden,  was  zufolge 


V 


der  früheren  Gleichungen 
(153)  nur  dann  möglich  ist, 
sobald  die  homogenen  Coor- 
dinaten Ui  aller  Strahlen  aus 
0  der  Bedingung  genügen 

0  =  ai,3  Ui  -|-  aa,8  u^  +  a^,^  ti^ 
=  o,  .  .  .  (168) 
und  d.  i.  somit  die  Gleichung 
des  Ursprungs  O  bei  der  früher 
getroflFenen  Wahl  der  Coeffi- 
cienten  ki  und  v».  Für  an- 
dere Werte  der  letzteren  hätte 
auch  obige  Gleichung  eine 
andere    Form    angenommen. 


Sehr  einfach  gestaltet 
sich  die  Gleichung  des  Ur- 
sprungs 0,  wenn  zwischen 
den  homogenen  Coordinaten 
Ui  und  den  gebräuchlichen 
Coordinaten  u,  v  einer  Ge- 
raden die  einfachen  Beziehun- 
gen obwalten  : 


u 


u. 


V 


u 
u 


1. 

1 


8 
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denn,   weil    in    diesem   Fall 

wird,  während  die  übrigen 
Coefficienten  A>*  verschwin- 
den, so  ist 

L^  =  x^  =  0 

die  Gleichung  der  unendlich 
fernen  Greraden. 

Die  letzte  Gleichung 
kann  auch  direct  aus  jener 
Ax  +  By  -f-  C  =  0  herge- 
leitet werden,  u.  zw.  dadurch, 
dass  man  letztere   durch  die 

Einführung  von  —  und  -^flir 

X  und  y  homogen  macht 
und  hierauf,  im  Sinne  des  in 
§  9  für  die  unendlich  ferne 
Gerade  bereits  Gesagten, 
A  =^  ß  =  0  setzt.  Man  er- 
hält dann  zunächst 

Ax^By-\'Cz  =  0 

als  die  homogene  Gleichung 
der  Geraden  und  hieraus  für 
A  ^  B  =  0 


C.z 


0 


welche  Gleichung,  weil  C  bei 
der  unendlich  fernen  Gera- 
den nicht  null  sein  darf,  die 
Form  annimmt 


(169) 


00 


O, 


und  d.  i.  somit  die  Gleichung 
der  unendlich  fernen  Geraden 
bei  der  einfachsten  Wahl  ho- 
mogener     Punktcoordinaten. 


denn,    weil   in    diesem   Fall 

^m  ==  «a«  =  «s^s  =  1  wird, 

während  die  übrigen  Coeffi- 
cienten aiyk  verschwinden, 
so  ist 

O  ^  t^  =  0 
die  Gleichung  desUrsprungsO. 

Die  letzte  Gleichung 
kann  auch  direct  aus  jener 
Au-^  Bv-^-C  =^  0  gefunden 
werden,  u.  zw.  dadurch,  dass 
man  letztere  durch  die  Ein- 


u 


V 


führung  von  —  und  — fiiri^ 

w  w 

und  V  homogen  macht  und 
hierauf,  im  Sinne  des  in 
§  10  für  den  Ursprung  O  be- 
reits Gesagten,  ^  =  J8  =  o 
setzt.  Man  erhält  dann  zu- 
nächst 

Au-^-  Bv-X-Cw  =  0 

als  die  homogene  Gleichung 
des  Punktes  und  hieraus  f[ir 
A  =  B  =  o 

C.W  =  0, 

welche  Gleichung,  weil  C  bei 
dem  Ursprünge  0  nicht  null 
sein  darf,  die  Form  an- 
nimmt 


0  = 


w 


0, 


(170) 


und  d.  i.  somit  die  Gleichung 
des  Ursprungs  0  bei  der  ein- 
fachsten Wahl  homogener 
Liniencoordinaten. 
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§  29.    Transformation .  der  Coordinaten. 

Man  denke  sich  (Fig.  34)  zwei  Coordinatendreiecke 
M^M^M^  und  M^' Mc^' M^'  von  den  Seiten  (Xi)  und  («,'),  deren 
Gleichungen,  belogen  auf  das  rechtwinkelige  Coordinaten- 
system  von  den  Achsen  (x)  und 
(y)r  lauten :  a,,i  x  +  a,>2  y  +  «i«  == 
o,  beziehungsweise  ai,i'Ä? +  a,,2'y 
+  «i;3 '  =  o ,  /  =  1, 2, 3.  Bezeich- 
nen nun  Xi  und  aj^'  die  trilinearen  ^ 
Coordinaten  irgend  eines  Punktes 
Af^  bezogen  auf  diese  beiden 
Coordinatendreiecke,  dagegen  x, 
y  die  rechtwinkeligen  Coordinaten 
desselben    Punktes,    so    bestehen  Fig.  34. 

zwischen  letzteren  und    ersteren, 
zufolge  der  Gleichungen  (150),  die  Beziehungen: 

(a) . () a?,  =  a,-,i  x  +  «„g  y  +  a,-,3,  p xi  =  a/,i ' «  +  ai%^  y  +  a,-,3'.(6) 

Die  Aufgabe  aber,  welche  hier  gestellt  wird,  besteht  darin, 
Xi  durch  Xi  oder  Xi  durch  a?,'  auszudrücken,  und  dies  ge- 
schieht dadurch,  dass  man  aus  obigen  Gleichungen  x  und  y 
eliminiert,  wozu,  man  bloß  die  aus  (a)  resultierenden  Werte 
von  X  und  y  in  (b)  zu  substituieren  braucht.  Die  aus  (a) 
hervorgehenden  Werte  von  x  und  y  sind  jedoch  bereits  in 
den  Gleichungen  (152)  angegeben,  und  durch  Einführung 
derselben  in  [h)  erhält  man,  sobald  man  noch  die  Gleichun- 
gen (b)  nach  erfolgter  Substitution  mit  dem  Trinom  {A^,^  x^ 

•-f- -42,8a?2 +-^373^3)  multipliciert  und  letzteres  links  vom 
Gleichheitszeichen  in  den  Proportionalfactor  q  mit  einbezieht : 

"T  ^72'A^n  "T  ^;3  A^jz) ^2  4~  (^<n  A^n  "r^<72'-^72  ~r  ^«>3  -^sjs)  ^s* 

Die  Transformationsgleichungen  für  homogene  Punktcoordi- 
naten  sind  demnach: 

QX^    =  biji  a?i  -f-  61,2  «2  "r  ^i?3  ^3 

(171)     ...         QXi      =    ^2;i  ^1      I     ^272  ^2  "T*  ^a;3  «^3 

pajj       '^s    63,1  a?i  -|-  6g ,2  052  T"  ^373  ^39 

8* 
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(172)     ...         IIX^      =    ■Sl,2a?l'+-S2;2i»2'  +  ^3;2aJs' 


wenn 


B 


\n   ^i?2   ^i?8 

^271     ^272     ^2?3 


'3;i    *'3>2    *'373 

die  aus  den  3*  Elementen  6^,^  gebildete  3^  elementige  Deter- 
minante darstellt,  während  die  Coefficienten  Bi,k  zu  B  in 
demselben  Verhältnisse  stehen,  wie  früher  Äi^t  zu  A,  d.  h. 
es  ist  S,,jfc  gleich  ( — l)'"i-*  multipliciert  mit  jener  Minore, 
die  aus  B  dadurch  hervorgeht,  dass  man  dort  die  Zeile  i 
und  Colonne  Ä:  unterdrückt  und  aus  den  übrigen  2^  Elemen- 
ten bi,k  eine  neue  Determinante  bildet.  Grleichzeitig  sei  hier 
noch  erwähnt,  dass  die  Gleichungen  (172)  aus  den  vorher- 
gehenden (171)  unmittelbar  erhalten  werden,  wenn  man  die 
letzteren  mit  den  Coefficienten  jBi,*,  B^^k,  -Bs,*  multipliciert, 
ic  =  1,2,3,  sie  hierauf  addiert   und   hierbei  wieder   darauf 

Bedacht  nimmt,  dass  6i,tfSi,A  +  627^-^27*  +  ^8?<^ ^3*  gleich  jB 
oder  null  wird,  je  nachdem  ö  gleich  Ä,  oder  von  k  verschie- 
den erscheint. 

Noch  handelt  es  sich  aber,  die  diesbezüglichen  Trans- 
formationsgleichungen flir  Liniencoordinaten  zu  finden,  und 
man  denke  sich  zu  diesem  Zwecke  durch  M  eine  Gerade  (i) 
gelegt,  deren  homogene  Coordinaten  in  den  beiden  Drei- 
ecken Mj^Mc^Mq  und  ilii'ifa'lfg'  wieder  Ui  und  i^,'  wären, 
weshalb  die  Gleichung  dieser  Geraden  in  dem  ersten  und 
zweiten  Dreieck  beziehungsweise  lautet: 

\Cj        .         .         •  Uj^      iC-t        -^   Un      OSa       ~Y^  Xio      iJCg         0, 

(d)     .      .      .  t*i'a?i'  +  t*2'®2'  +  ^3'^3'    =    ^* 

Nachdem  aber  die  beiden  letzten  Gleichungen  einer  und 
derselben  Geraden  angehören,  so  kann  das  Gleichungs- 
polynom in  (c),  nach  erfolgter  Substitution  der  in  den  Glei- 
chungen (172)  gegebenen  Werte  von  a?^,  von  dem  Gleichungs- 
polynom in  '(d)  bloß  durch  einen  Factor  ö  unterschieden 
sein,  d.  h.  es  ist 

[(^17I^l+^l?2  ^2+-Bl73  ^3)a?l'  +  (^2n^i+^2;2  '^2'^^2JS  '^z)  ^2 

+  (^3n^i+^3;2  ^2 +-ß3;8  ^3>3l=<^(^i'a?i'4-«*2'i»2'  +  ^3'«^3'); 


V.   §  29.  Transformation  der  Coordinaten.  117 

und  daher  nehmen  die  Transformationsgleichungen  für  ho- 
mogene Liniencoordinaten  die  Gestalt  an: 

(173)  .      .      ,  0^2'   =    ^2n^l  +^2J2^2  +-B2«^3 

(7  W3     =    -ög^i  Ui  -j-  X>3,2  U2  +  -03,3  U^  ; 

vu^    =  61,1  w/  4-  &2,i  t^a'  +  63,1  W3' 

(174)  ...  TW2      =    ^i;2^l'  +  ^272^2'  +^3>2^8' 

VU^      =    61,3  Wi'  -f  62,3  ^2'  +  i^373  «^3'- 

Es  ist  klar,  dass  die  Gleichungen  (174)  nur  eine  unmittelbare 
Folge  der  Gleichungen  (173)  sind,  und  man  erhält  die 
letzteren  aus  den  ersteren,  wenn  man  diese  mit  den  Coeffi- 
cienten  &i,i,  b^yi,  h^^t,  k  =  1,  2,3,  multipliciert  und  hierauf 
addiert 

Die  Transformationsgleichungen  für  homogene  Punkt- 
und  Liniencoordinaten  sind  also  ebenfalls  homogen  und 
linear,  daher  ist  der  Grad  einer  homogenen  Gleichung 
zwischen  Punkt-  oder  Liniencoordinaten  von  der  Wahl  des 
Coordinatendreiecks  völlig  unabhängig.  Ungeachtet  dessen 
wird  man  aber  das  Coordinatendreieck  stets  der  Art  wählen, 
dass  die  Gleichung  der  Curve  möglichst  einfach  ausfeilt. 

Zum  Schlüsse  mögen  noch  die  geometrischen  Bedeu- 
tungen der  in  den  Gleichungen  (171)  bis  (174)  vorkommen- 
den Coefficienten  6,-,*  und  5,,*  erörtert  werden.  Nachdem 
x^*  =  0,  a?a'  ^=  ^?  ajg'  =  0  die  Gleichungen  der  drei  Seiten 
und  Ui'  =  Oy  u^'  =  Oj  u^^  =  0  jene  der  drei  Ecken  des 
Coordinatendreiecks  My^  M^*  M^*  sind,  repräsentieren  nämlich 


\n 

*1?2 

^173 

^in 

^in 

A;3 

hn 

^2>2 

^273 

B^n 

"%n 

^2?3 

^sn 

^3>2 

^3^3 

B^n 

^B)2 

•®3?3 

die  Coordinaten  der  Seiten  und  Ecken  des  Coordinaten- 
dreiecks M^*M2*M^%  bezogen  auf  das  alte  M^M^M^.  Um- 
gekehrt sind  nun  auch 

^i;2 

die  Coordinaten  der  Seiten  und  Ecken  des  Coordinaten- 
dreiecks My^M^M^y  bezogen  auf  das  neue  M^*M^*M^\ 


^2n 

^3;i 

&in 

hn 

hn 

■^2n 

-8372 

hy2 

^2?2 

hy2 

■^2JZ 

^S)B 

*1>8 

^2?3 

Ks 
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§  30.    CSoordinaten  usd  Oldekimg  eines  Theilpmikte»  und 

TheiktraUs. 


Es  seien  zwei  Pankte  I 
M  und  M^  gegeben  durch 
ihre  homogenen  Coordinaten 
Xi  und  Xi'y  i  =  1,2, 3;  es 
wird  gefragt,  in  welcher  Be- 
ziehung steht  der  durch  die 
homogenen  Coordinaten 

bestimmte  Punkt  M  zu   den 
beiden  ersten  Punkten? 

Diese  Aufgabe  erscheint 
sofort  gelöst,  sobald  man  aus 
den  homogenen  Coordinaten 
obiger  drei  Punkte  die  ge- 
bräuchlichen rechtwinkeligen 
Coordinaten  der  letzteren  be- 
rechnet, wozu  die  früheren 
Gleichungen  (152)  dienen. 
Nennt  man  demnach  a?',  y*'^ 
x"y  y"  und  Xy  y  die  gebräuch- 
lichen rechtwinkeligen  Coor- 
dinaten der  Punkte  M%  M* 
und  Mj  so  wird  nach  diesen 
Gleichungen : 


X 


u 


X 


y 


jid  -^{,3  \i^   Xi   — [—  rC     Xi    ) 

Nun  ist  aber  der  Bruch,  wel- 
cher den  Wert  von  x  darstellt, 
auch  gleich 


Es  seien  zwei  Strahlen 
(Z')  und  {L")  gegeben  durch 
ihre  homogenen  Coordi- 
naten Ui'  und  Ui*'j  i  =  1, 2, 8 ; 
es  wird  gefragt,  in  welcher 
Beziehung  steht  der  durch 
die   homogenen    Coordinaten 

Ui  =  k' Ui' -\- k'*  Ui**  ,  .  .(176) 

bestimmte  Strahl  (L)  zu  den 
beiden  ersten  Strahlen? 

Diese  Aufgabe  erscheint 
sofort  gelöst,  sobald  man  aus 
den  homogenen  Coordinaten 
obiger  drei  Strahlen  die  ge- 
bräuchlichen rechtwinkeligen 
Coordinaten  der  letzteren  be- 
rechnet, wozu  die  früheren 
Gleichungen  (153)  dienen. 
Nennt  man  demnach  u%  t?'; 
u"j  v"  und  w,  V  die  gebräuch- 
lichen rechtwinkeligen  Coor- 
dinaten der  Strahlen  (£')?  (^'0 
und  (i),  so  wird  nach  den 
citirten  Gleichungen : 


w 


^ai,i  Ui* 


u 


n 


2:ai,^Ui*^ 

in 


V' 


2Jai,^tii 


li 


V 


ti 


^  at,3  Ui 


_  2:ai^y  jk' Ui'  -{- k'' un  ^ 
~  ^ai,^{k*Ui'^k''un' 
_  ^ai,.,{k'Ui*  '\-k''ui'') 
~  i: aiy^  {k' Ui' -i- k"  Ui'^y 

Nun  ist  aber  der  Bruch,  wel- 
cher den  Wert  von  w  dar- 
stellt, auch  gleich 


u 


V 
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k' .  2:Äi,i  Xi'  +  k" .  UAj^j^  Xi " 
k' .  UAiy^  Xi'  +  *" .  ^^  ,3  ^  " 
2Af,,  xi         2; A,8 Xi''  ^A,r,xi^ 

^'iAi,^x-: '  '^  'jiu^xr:2A,,^^'^ 

^  -a.|;3  Xi 

und  hieraus  ersieht  man^ 
weil  der  den  Wert  von  y  dar- 
stellende Bruch  auf  dieselbe 
Form  gebracht  werden  kann^ 
sobald  man  noch  die  oben 
angegebenen  Ausdrücke  flLr 
0?',  y'  . . .  berücksichtigt,  dass 

_  k'x'-^k^'Cx'' 
^  —      k*  +  k'*C     ' 

_  k' y* -\- k'' C y'' 
y  ~      k'  +  k'*C 

ist,  und  diese  beiden  GHei- 
chungen  lassen  uilter  gleich- 
zeitiger Berücksichtigung  der 
früher  gefundenen  Gleichun- 
gen (91)  erkennen,  dass  der 
durch  die  Coordinaten  in 
(175)  bestinmite  Punkt  M  in 
der  Verbindungsgeraden  der 
Punkte  if'  und  if "  liegt  und 
bezüglich  der  letzteren  als 
Grundpunkte  das  Abstands- 
verhältnis 

(ni).  .{M M'* M)  ^  —  C.^ 

besitzt,  wenn  C  eine  Con- 
stante  bezeichnet,  die  von  der 
Wahl  des  Punktes  Min  der 
Verbindungsgeraden  M'  M'* 
unabhängig  erscheint. 


k'2:ai,^Ui''\'k'*:Sai,iUi'* 

&' -Sarf,3  <-f  A'' -S  a;,3  W 

2i  a,-,3  Ui 

und  hieraus  ersieht  man^ 
weil  der  den  Wert  von  v  dar- 
stellende Bruch  auf  dieselbe 
Form  gebracht  werden  kann, 
sobald  man  noch  die  oben 
angegebenen  Ausdrücke  für 
w',  v' . . .  berücksichtigt,  dass 

k'ii*  -\-k''B\i'' 


u 


V 


k*  +  ft"  U      ' 

kv'  +  k*'  Dv" 


k'  +  k'\D 

ist.  und  diese  beiden  Glei- 
chungen  lassen  unter  gleich- 
zeitiger Berücksichtigung  der 
früher  gefundenen  Gleichun- 
gen (103)  erkennen,  dass  der 
durch  die  Coordinaten  in 
(176)  bestinmite  Strahl  (L) 
durch  den  Schnittpunkt  der 
Strahlen  (L')  und  {L")  geht 
und  bezüglich  der  letz- 
teren als  Grundstrahlen  das 
Abstandsverhältnis 

(L'i"Z)=-i>.|^.|j(178) 

besitzt,  wenn  d*  und  d"  die 
Normaldistanzen  der  Strahlen 
(i')  und  (L**)  vom  Ursprünge 
0  angeben  und  D  eine  Con- 
stante  bedeutet,  die  von  der 
Wahl  des  Strahls  (L)  aus 
dem  Schnittpunkte  von  (i') 
mit  {L")  unabhängig  ist. 
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Es  liegt  in  der  Natur  der  hoinogeneD  Coordinaten^  dass 
die  eben  gewonnenen  Resultate  unverändert  bleiben^  sobald 
der  dritte  Punkt  M,  beziehungsweise  dritte  Strahl  (Z),  ge- 
geben erscheint  durch  die  aus  den  GUeichungen 

Q  Xi  =  k'  x^  +  Ä"  a?<"  I  ö  w<  =  h*  Ui*  +  W'  Ui" 

resultierenden  Coordinaten,  in  welchen  q  und  a  Proportio- 
nalitätsfactoren sind,  und  dass,  wenn  die  Coordinaten  von 
My  beziehungsweise  von  (Z),  unterliegen  den  Relationen 

QXi   =   Xi  — XXi'*,  I  QUi  =   Ui  —  XUi*, 

das  Abstandsverhältnis 


(MM"M)  =  X.C 


{L^r^L)  =  X^D 


sein  wird. 

Wesentlich  vereinfacht  werden  die  Ausdrücke  flir  {M 
M"  M)  und  {L*  i"  L\  wenn  an  die  Stelle  der  Dreieckcoordi- 
naten  die  einfachsten  homogenen  Coordinaten  treten,  indem 


hier  wieder  a^i  =  aa^a  =  «8,3  =  A^y^  =  -4^ 


272 


-Ao,o  1 


i-SjS 


sind^  dagegen  die  übrigen  Coefficienten  aiyk  und  Aiyi  sammt 

X  " 
und  sonders  verschwinden  und  aus  diesem  Grunde  C  =  — ^ 


X, 


und  D  = 


Ui 


ii 


u 


werden.     Erscheinen  somit  drei 


8 


Punkte  M'y  M"  und  M  ge- 
geben durch  die  einfachsten 
homogenen  Coordinaten  o?',  y% 
z' ;  x"  y"  ä"  und 

y  =  k'y'  +k"y'% 
z  =.  k'z'  +  k'*  z'% 

so  liegt  M  ebenfalls  in  der 
Verbindungsgeraden  M  M'* 
und  ist  das  Abstandsverhält- 
nis von  My  bezüglich  M  und 
M*  als  Qrundpunkte,   gleich 


Strahlen  (i'),  (i")  und  (Z) 
gegeben  durch  die  einfachsten 
homogenen    Coordinaten   u', 


{MM''M)== 


~k'' 


.ii 


Vy      W'\ 


u%  v",  «?"  und 


u  =  k'u*  +k''u'% 

V  ^  k'v'  +  k"  v", 
w  =  k'w'  +  k**w*'y 

so  geht  (i)  durch  den  Schnitt- 
punkt von  (L')  und  {L") 
und  ist  das  Abstands  Ver- 
hältnis von  {L)y  bezüglich 
(i')  und  (i")  als  Grund- 
strahlen,  gleich 
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Nachdem  die  durch  die 
homogenen  Coordinaten  o^'^ 
a?<"  und  k*  xi  -f  k''  a?^",  i  = 
1,  %  3^  bestimmten  Punkte 
die  Gleichungen  besitzen: 

+  aj3'  %  ==  0, 


Nachdem  die  durch  die 
homogenen    Coordinaten    Ui 
Ui*  und  k*  Ui  +  &"  t^i,  i  =  1, 
2,  3,  bestimmten  Strahlen  die 
Gleichungen  besitzen: 

+  W3'  a?3   =  0, 

+  W3"  «3  =  0, 
+  (fc't^3'4-Ä;"t^3'')a?3  =  ö» 


so  repräsentieren  die  drei  homogenen  Gleichungen 


(179)...ilf=o,  lf'=o, 
M=k^M'-\'k'*M'=o, 

drei  Punkte  M,  M'  und  Jfef 
einer  Geraden,  und  ist  das 
Äbstandsverhältnis  von  M^ 
bezüglich  M*  und  'if "  als 
Grundpunkte,  gleich  dem  in 
Gl.  (177)  gegebenen  Aus- 
drucke. 


V  =  0,  V  =  0, 
L  =  k'L*  +  k'*L'*  =  0, 

+  W3W  «3 . . .  (180) 

drei  Strahlen  (i'),  (^'0  und 
(i)  aus  einem  Punkte, 
und  ist  das  Äbstandsverhält- 
nis von  (i),  bezüglich  (i') 
und  (i")  als  Grundstrahlen, 
gleich  dem   in  Gl.  (178)  ge- 


gebenen Ausdrucke, 

Gleichzeitig  führen  diese  einfachen  Betrachtungen  zur 
Erkenntnis,   dass   die  durch  die   homogenen  Coordinaten: 


Xi  =yi  —  X*  Zi, 
x^  =  yi  —  ;iiv  2^ 


Ui    =  Vi  —  X'  Wi, 

Ui'*  =  Vi  — Twi,.. \{182) 
ur  =  Vi  —  l!*'Wi, 

U^  =:kVi ^^^  '^^i 


oder,  was  dasselbe  ist,   durch  die  homogenen  Gleichungen: 


M'    :^U  —X'  V^o, 

(183). if"  =  u  —  rv^o, 


i'    =U—X'  F=o, 

i"  -f^— r  F=o,,.(184) 

U=v^x^-\rv^x.^-]r  ^3 «^3 ? 
F  =  tt>i  a?^  -f-  w?a  aja  -f-  «(?3  ccg 
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gegebenen  vier  Punkte  auf 
einer  Geraden  liegen^  und  dass 
nach  Gl.  (113)  das  Doppel- 
verhältnis 

(185)...(ilfAf"if'"-af'^)  = 


gegebenen  vier  Strahlen  in 
einem  einzigen  Punkte  sich 
durchschneiden^  und  dass  nach 
Gl.  (114)  das  Doppelver- 
hältnis 

^       ^       ^       ^    ..(186) 


begreifen,     dass    die    homo- 


X'*  —  ;i'"  *  X"  —  A^v 

ist,    und    ebenso    wird    man 
genen  Coordinaten: 

Xi%  Xi'' ,  k'  Xi*  -f  fc"  Xi'' ,  fc'  Xi''  —k'*  sc,"     i  =  1,  2,  3  ; 
respective  Ui  y  Ui" ,   &'  Ui'  -j-  ^"  w<"  i    ^'  W  —  k'*  Ut", 
oder  die  hieraus  fließenden  vier  homogenen  Gleichungen  : 


ÄJ' Jtf' +  Ä"  Jtf"  =  0, 

k'M'  —  k"M*  =  0 

zwei     harmonischen    Punkt- 
paaren  angehören. 


i'  =  o,  i"  =  o, 

k'L'  —  k"L'*  =  0 

zwei  harmonischen  Strahlen- 
paaren angehören. 


§  31.    Anhang  I. 

In  diesem  Paragraphen  wollen  wir  uns  mit  der  Glei- 
chung der  Geraden  und  des  Punktes  unter  der  ausdrück* 
liehen  Voraussetzung  beschäftigen,  dass  unter  den  Punkt- 
coordinaten  Xi  die  Normaldistanzen  der  drei  Seiten  des 
Fundamentaldreiecks  von  dem  Punkte,  unter  den  Linien- 
coordinaten  Ui  aber  die  Normaldistanzen  der  Geraden  von 
den  drei  Ecken  besagten  Dreiecks  verstanden  werden.  Es 
geschieht  dies  darum,  weil  bei  manchen  Aufgaben  gerade 
diese  Coordinaten  mit  Erfolg  angewendet  werden  und  über- 
dies die  folgenden  Betrachtungen  reichlich  Gelegenheit  bieten, 

von  den  vorhergehenden  Principien 
eine  zweckdienliche  Anwendung  zu 
machen.  Nimmt  man  nun  hier  wieder 
an,  dass  der  Ursprung  O  des 
rechtwinkeligen  Coordinatensystem 
im  Coordinatendreieck  M^^  M2  M^ 
(Fig,  35)  zu  liegen  kommt,  so  folgt 
Fiff.  85.  sofort  im  Sinne  des  in  §  12  bereits 


y.   §  31.  Anhang  I.  1^3 

öesftgten,  duaa Xi=^NiM{i^ss  1,2^3)  für  irgend  einen  in  der 
Ebene  dieses  Dreiecks  liegenden  Punkt  i(f  positiv  wird,  sobald 
der  Punkt  M  mit  O,  bezüglich  (xi),  auf  derselben  Seite  sich 
befindet;  sonst  ist  Xi  negativ.  Ebenso  wird  die  Coördinate 
Ui  =  Ni  Mi  {i  =  1,  2,  3)  einer  in  der  Ebene  von  M^  M^  M^ 
liegenden  Geraden  (Z)  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 
(Fig.  37)  der  vorerwähnte  Ursprung  O  und  die  Ecke  JKi, 
bezüglich  {L\  auf  derselben  Seite  sich  befinden  oder  nicht. 
Natürlich  lassen  sich  jetzt  auch  die  Coordinaten  der  Ecken 
Mi  und  Seiten  (xi)  des  Coordinatendreiecks  leicht  angeben, 
u.  zw.  hat  man,  sobald  A^,  h^  und  A3  die  von  den  Ecken 
Mi  auf  die  Gegenseiten  {xi)  geiUUten  Höhen  des  letzteren 
darstellen,  für  die  Coordinaten  der  Ecken 

M^ «1  ==  *!,     asa  =  «8  =  <>> 

JjJLa   ••••••  Xa     ' '  /wo ,  «Co        "         X*  »      \J% 

-«*3 «^3  ^^  "'^y      «^1   ^=  «^2  ^^^  ^  1 

dagegen  für  die  Coordinaten  der  Seiten 

(«2) «2  =  A2;     W3  =  «^  =  0, 

(«3) 'Mg     =    A»?  «1     =    lAg    =    0; 

femer  sind  die  Coordinaten  des  Ursprungs  O  des  recht- 
winkeligen Coordinatensystems  im  Coordinatendreieck  a;^=  c2^ , 
«2  =  d,?  ^8  =  ^»y  wenn  wieder  i2«  die  Normaldistanzen  der 

Seiten    (a?,)    von  O  repräsentieren,  und    aj^  =  -^,  a?^  =  ^ , 

a?8  =  -^  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  Coordina- 
o 

tendreiecks. 

Aus  der  Natur  dieses  Coordinaten  Systems  geht  sofort 
hervor^L  dass  die  drei  Coordinaten  a?,-  eines  Punktes  M,  oder 
jene  m  einer  Geraden  (i),  nicht  gänzlich  unabhängig  von 
einander  erscheinen,  sondern  dass  dieselben  mit  einander  durch 
je  eine  Gleichung  verbunden  sein  müssen.  Die  letztere  lässt 
sich  nun  für  Pnnktcoordinaten  ohneweiteres  angeben 
und  lautet: 

(187) «1  ÄJi  +  «2  ^2  +  «3  «?3  =  ^? 

wenn  s^  =  M^  iüfg,  $^  =  M^  M^,  «3  =  ifj  M^    ist   und   S  = 
2  area Ifj  Jtfg -^8    gesetzt    wird,  .woraus   man    erkennt,    dass 
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die  dritte  Coordinate  eines  Punktes  aus  den  beiden  übrigen 
eindeutig  bestimmt  werden  kann.  Die  diesbezügliche  Re- 
lation,  welcher  die  Coordinaten  Ui  einer  Geraden  unterliegen, 
wird  später  gegeben  werden. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  hier  die  Bestimmung  der 
Dreieckcoordinaten  Xi  eines  Punktes  M  aus  seinen  recht- 
winkeligen Xy  y.  Sind  nämlich  (JVi)  die  Normalen  der  drei 
Seiten  (a?0  des  Coordinatendreiecks  und  bezeichnen  a<  die 
Winkel  (o?,  jNi),   i  ==  1,  2,  3,   so   ist  nach   Gl.  (55) : 

x^  =  X  cos  «1  -f-  y  sin  «1  -{-  d^ 

(188) X2  =  a;  cos  «2  +  3/  sin  «2  +  c?2 

ajg  =  0?  cos  «5  +  y  sin  «3  -j-  d^} 

und  hieraus  erkennt  man  ohneweiters,  dass  das  geometrische 
Äquivalent  der  linearen  Gleichung 

(189) i  =  ai  a?i  +  «2  aj2  +  «3  a?3  ==  O; 

in  welcher  a,-  ganz  willkürlich  gewählte  Coefficienten  sind 
und  Xi  veränderliche  Punktcoordinaten  darstellen,  eine  Ge- 
rade  sein  wird.  Ist  somit  x cos cc-\-y  sin a-^  d  =  0  die 
Gleichung  derselben  Geraden  in  rechtwinkeligen  Punktcoor- 
dinaten und  in  der  Hesse'schen  Normalform,  so  muss  immer 
ein  Coöfficient  q  sich  ermitteln  lassen,  für  welchen  die 
Identität  besteht 

(a) . . .  p  («1  «1  +  «2  ^2  4"  %  ^3)  =  ^  ^^®  «  -f-  sin a  -f-  €? 
und  aus  (a)  findet  man,   sobald  für  Xi  die  aus  (188)  resid- 
tierenden  Werte  eingeführt  werden: 

Q .  (a^  cos  Ol  +  a2  cos  a^  +  «3  cos  «3)  =  cos  a, 
(b). . .  Q. (a^  sin  «^  -\-  a^  sin  «2  +  as  sin  «3)  =  sin  «, 

() .  (aj  dl  +  «2  ^2  +  öts  ^3)  =  d. 
Quadriert    man    nun    die    beiden    ersten    der    obigen   drei 
Gleichungen  und    addiert    sie    hierauf,    so    ergibt    sich  zur 
Berechnung  des  Coefficienten  q  zunächst 

Q^  [<^i  ^+  «2  ^+  «3 ^+  2  Oitta  cos («2—  «1)  +  2 agai  cos  («3—  «j)  + 

+  2a2a3COs(a3-— «2)]  =  1, 

oder  weil  ja  nach  der  beigegebenen  Fig.  36 

a2—  «1  =  (a?i,  a?2)  =  -M3;  «3  —  «j  =  2jr  —  (ajg,  a?i)  =  2jr  —  i/g, 

«8  —  «2  =  («^2;  «73)  =  3fi 
ist, 
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Fig.  36. 

(d),  .()^(ai ^4-  a2^+  «3^+  2ai  aa  cosM^  -^^c^iC^s  cos M^  + 

+  2a2  ag  cos  ikf^)  =  1, 
woraus  sofort  folgt 

(190)    ()=     ,.  ,  ^ 

±VaiH"  «2*+  «8  +  Saiflfj  cos  A/3+ 2^801  cosil/j+Sagöj  cosik/j, 

und  ist  rechts  vom  Gleicheitszeichen  das  positive  oder  negative 

Vorzeichen  zu  wählen,  je  nachdem  die  Summe :  «i  d^  -f-  «2  d^ 

+«3  d^  positiv  oder  negativ  erscheint.    Ferner  ergibt  sich  aus 

den  Gleichungen  (6): 

cos  a    cos  a2,    cos  «3 

sin  a    sin  a^y    sin  a^ 
d         ^2?  ^3 

cosa^,    cosa    cosag 

sin  a^,    sin  a    sin  «3 


A-«i  = 


Q 


A-«s 


(191). 


Q 


d, 


d 


d 


3 


A-Öt3  = 


Q 


cos«!,  cos «2;    cosa 


srntti,  sm  tta, 


sm  a 
d 


d^y  «2, 

cosa^,  cos  «2;  cos  «3 
^=    sincci,  sinOa;  sin  «3 

dl)  «27  ^3 

zur  Berechnung  von  a^y  a^  und  a^  aus  cc  und  d. 

Die  Identität  (a)  gilt  für  jedes  zusammengehörige 
Wertesystem  von  aj^,  x^^  x^  und  x\  y,  d.  h.  also,  sie  gilt 
auch  dann  noch,  sobald  man  für  a?i  die  Dreieckcoordinaten 
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irgend  eines  Punktes  M  und  flir  Xy  y  di& 
Coordinaten  desselben  Punktes  emführt,  nur  muss  immer 
an  Stelle  von  q  der  in  Gl.  (190)  gegebene  Wert  gedacht 
werden.  Versteht  man  sonach,  im  Sinne  dieser  Bemerkung, 
in  Gl.  (a)  unter  a?,  und  a?,  y  die  Coordinaten  einer  Ecke  Mi 
des  Coordinatendreiecks,  so  wird  Xi  =  A,,  während  die  bei- 
den übrigen  Dreieckcoordinaten  verschwinden,  und  x  cos  a  -|- 
-\-y  ^ina-^-  d  =  Uij  wo  Ui  die  Normaldistanz  der  Geraden 
(i)  von  der  Ecke  Mi  angibt,  mithin  gaihi  =  w,-,  oder 

(192) -^  =  Qai,    i^\,  2,3, 

und  mittelst  dieser  drei  Gleichungen  können  daher 
die  Coordinaten  w,-  der  Geraden  i  =  a^aj^  -j-  ag  a?2  4"  ^^s  ^s  =  o 
aus  den  Coefficienten  m  berechnet  werden.  Durch  die 
Substitution  dieser  Werte  von  a,  in  die  Gl.  (189)  nimmt 
selbe  die  Form  an 

(193)   ......  ^a;,  +  ^a,,  +  -%a.3  =  o, 

und  es  ist  dies  also  die  Gleichung  einer  Geraden  von  den 
bereits  früher  definierten  Coordinaten  u^,  u^j  u^.  Man  kann 
diese  Form  der  Gleichung  einer  Geraden  die  Normalform 
nennen  und  die  vorhergegangene  Betrachtung  lehrt  deutlich, 
dass  die  allgemeine  Gleichung  (189)  einer  Geraden  sofort 
auf  die  Normalform  (193)  überführt  werden  kann,  sobald 
man  sie  mit  dem  in  Gl.  (190)  gegebenen  Faktor  q  multip- 
liciert.  In  dem  speciellen  Fall,  wo  p  =  1  wird,  ist  natür- 
lich (189)  ebenfalls  die  Gleichung  der  Geraden  in  der  Nor- 

IL' 

malform      und     wird      dann      ^    =    a,.        Gleichzeitig 

Ui 

ist  man  aber  auch  jetzt  in  der  Lage,  die  zwischen  den 
Coordinaten  u^,  u^,  u^  einer  Geraden  obwaltende  Beziehung 
aufzufinden.  Man  erhält  nämlich  zunächst,  sobald  man  in 
Gl.  (d)  die  aus  den  Gleichungen  (192)  hervorgehenden  Werte 
für  a,  einfuhrt : 

_|_2^.^cosM   =  1 

«2     «3 


J 
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und  hi^*aus^  weil  ja  nach  der  bereits  gegebenen  Bed^ititiig 

von  »i,  hi  und  S  das  Product 


sein  musS; 

(194).  .  .^*'«i*  +  «2^«^2*  +  «3*«*3^+2#2«3^2W3  COS  ilfj  + 

+  2»3  «1  Uq u^  cos ^fg  -f-  25jl  «a  ^1  %  cos  Ji^  =  /S^* 

als  Bedingung,  welcher  die  Coordinaten  w^,  u^,  %  einer 
Geraden  unterworfen  sind.  Die  letzte  Gleichung  steht  der 
früher  gefundenen  (187)  reciprok  gegenüber. 

Um  nun  bei  dieser  Wahl  des  Coordinatensystems  auch  die 
Gleichung  eines  Punktes  zu  finden,  bemerke  ich  vorerst,  dass 
man  die  Gleichung  eines  jeden  Punktes,  bezogen  auf  das  alte 
rechtwinkelige  Coordinatensystem,  auf  die  Form  bringen  kann 

(e) M ^1  a^m^  -{-  a^m^  -\-  a^m^  =  o, 

in  welcher  a,,  a»«  a.  drei  noch  zu  bestimmende  Coöfficienten 


"1?    «*2> 


darstellen  und  m,  e^  o,- 1^  +  /9j  t;  -|-  1  =  o,  i  =  1,  2,  3,  die 
Grleichungen  der  drei  Ecken  Mi  des  Coordinatendreiecks  in 
der  Normalform,  mithin  «,,  ßi  die  rechtwinkeligen  Coordi- 
naten dieser  Ecken  sind.  Ist  nämlich  m^^au-^-ß  v-^-'i  =o 
die  Gleichung  irgend  eines  Punktes  M  in  der  Normalform 
und  bezogen  auf  das  alte  rechtwinkelige  Coordinatensystem, 
so  muss  sich  unter  Annahme  obiger  Behauptung  stets  ein 
Coefficient  q  ausfindig  machen  lassen,  flir  welchen  die 
Identität  besteht: 

()  (oi  m^  +  aa  wig  +  Osmg)  =  a  w  +  ^  a;  +  1 

und  aus  dieser  erhält  man 


«3^2 


«3  «3) 
Ä«3) 


Q  («1  «1 

Q  (ßl  «2  +  ß2  «2 

(>(«1   +«2  +«3)    =    1? 

woraus  sofort  folgt : 
(195) 


=  a 


A-«i  = 


Q  = 


1 


«1  +  «2  +  <*S 


(1%),.. 


A-Os   =-T- 


oc 

«ä 

«3 

ß 

ß. 

ßz 

1 

1 

1 

«1 

o, 

a 

ßt 

ß. 

ß 

1 

1 

1 

1 

1 

q' 

/Sa.2  — 

Q 

A  = 


«1 

ßl 
1 


«1 
1 


/? 
1 

«s 

^» 

1 


a 


s 


ß, 
1 
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Mittelst  den  eben  gewonnenen  Gleichungen  (195)  und  (196) 
kann  man  daher  a^;  as,  o,  und  q  f)ir  jedes  Werte- 
System  von  Oy  ß  berechnen ,  weshalb  die  in  (e)  gemachte 
Annahme  richtig  ist.     Dividiert  man  nun  die  Gleichung  (e) 

durch  /t^^-f-v*  ,  substituiert  für  die  Symbole  m<  die  Werte 
und  bedenkt  noch,  dass  Ui  =        ,         T"       die    Normal- 

distanz  einer  durch  den  Punkt  M  gelegten  Geraden  (u,  v) 
von  der  Ecke  Mi  des  Coordinatendreiecks  angibt,  so  erhält  man 

(197) J[f  =  ai  Wj  +  «2  i^2  "4"  %  ^«  =  ^; 

und  d.  i.  zugleich  die  Bedingung,  welcher  die  Dreieckcoor- 
dinaten  aller  durch  M  gehenden  Strahlen  unterworfen  sind, 
d.  h.  also  die  Geichung  des  Punktes  M  in  den  bereits  defi- 
nierten Liniencoordinaten.  Von  selbst  drängt  sich  nun  die 
Frage  heran,  wie  bestimmt  man  die  Dreieckcoordinaten  aj^, 
a?2,  a?8  ^®s  durch  die  Gl.  (197)  gegebenen  Punktes  aus  den 
Coöfficienten  a,.  Zu  diesem  Zwecke  wird  in  Erinnerung 
gebracht,  dass  nach  Gl.  (14) 


=  2  area M^  M^  M^  =  hi  s,-. 


«l 

«2 

«8 

A 

ß. 

/?S 

'  1 

1 

1 

1 

a 

«a 

«8 

ß 

Ä 

ft 

1 

1 

1 

=  2  area  MM,^  M^  ==  x^  8^ 


ist,  mithin  zufolge  der  ersten  und  vierten  der  früher  gefun- 
denen Gleichung  (196)  sein  muss 

111  g 

Nachdem  nun  eine  analoge  Gleichung  auch  für  x^  und  x^ 
gefunden  werden  kann,  hat  man  daher  hier  für  die  Bestim- 
mung  der  fraglichen  Coordinaten   des  Punktes  M 

(198) ~r~  ^^  Q'CLi)     i  =  1,  2,  3, 

iii       • 

womit  obige  Frage  beantwortet  erscheint.  Jetzt  ist  man  aber 
auch  im  Stande  aus  den  Dreieckcoordinaten  Xi  eines  Punktes 
dessen  Gleichung  herzuleiten.  Denn  eliminiert  man  aus  (197) 
und  (198)  die  drei  Coöfficienten  a<,  so  folgt 
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(199) ^u,-\-^.u,^^.u,  =  o 

als  GrleicbuDg  dieses  Punktes.  Man  kann  nun  ebenfalls  diese 
Form  der  Gleichung  eines  Punktes  die  Normalform  nennen 
und  erkennt;  dass  die  allgemeine  Gleichung  (197)  auf  die 
Normalform  gebracht  wird,  wenn  man  sie  mit  dem  durch  Gl. 
(195)  gegebenen  Faktor  q  multipliciert.  In  dem  besonderen 
Fall,    wo     p    =    1     wird,     ist     (197)    die    Gleichung    des 

or». 

Punktes  in  der  Normalform  und  wird  einfacher  -^  =  oj. 

§  32.    Anhang  II. 

Schließlich  mögen  noch,  unter  Zugrundelegung  der 
eben  definierten  Punkt-  und  Liniencoordinaten,  einige  Auf- 
gaben über  den  Punkt  und  die  Geraden  vorgefahrt  werden. 

1.  Aufgabe.  Man  bestimme  die  Gleichung  der  un- 
endlich fernen  Geraden  der  Ebene  des  Coordinatendreiecks 
M^  M^  3f  3 . 

Lösung.     OflFenbar  repräsentiert  die  lineare  Gleichung 

ebenfalls  eine  Gerade  und  es  lässt  sich  sofort  der  Nachweis 
erbringen,  dass  letztere  zugleich  diese  unendlich  ferne 
Gerade  selbst  ist.  Zu  diesem  Zwecke  ermittle  man  bloß 
die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  durch  obige  Glei- 
chung gegebenen  Geraden  mit  irgend  einer  Geraden  (Z)  in 
der  Ebene  des  Coordinatendreiecks  üf^  M^  M^  .  Ist  nun  L 
=  %  ^1  "h  ^2  ö?2  +  öts  «3  =  o  die  Gleichung  von  (i),  so  resul- 
tieren die  Coordinaten  dieses  Schnittpunktes  aus 

*1    *^i      I     ^2   "^2      I     ^8   *^3    ^^^^  ^  } 
«1  »1  +  «2  a?2  +  «8  ^3    =  0  , 

^1   ^1   ~r  *2   ^2      I     ^8    ^3    ^^^  ^  ? 

indem  die  Coordinaten  desselben  nicht  bloß  den  Gleichungen 
der  beiden  Geraden  zu  genügen  haben,  sondern  auch 
noch  der  Bedingung  (187)  unterworfen  sind;  weil  aber 
die  aus  den  neuen  Coefficienten  links  vom  Gleichheitszeichen 
gebildete  Determinante  (s  a «)  gleich  null  wird,  so  erscheinen 

HAHaxB,  anal.  Oeom.  der  Kegelschnitte.  9 
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x^ ,  X2  und  ajg  gleichzeitig  unendlich  groß,  d.  h.  die 
Coordinaten  des  Schnittpunktes  von  (i)  mit  der  durch  Gl. 
(a)  bestimmten  Geraden  sind  unendlich  groß.  Bedenkt  man 
schließlich,  dass  die  Gerade  (i)  ganz  beliebig  in  der  Ebene 
des  Coordinaten-Dreiecks  angenommen  wurde,  so  resultiert 
ohneweiters,  dass  sämmtliche  Punkte  der  Geraden  ^8iaji  =  0 
unendlich  große  Coordinaten  besitzen,  d.  h.  in  unendlicher 
Feme  liegen,  weshalb  bei  dieser  Wahl  des  Coordinaten- 
systems 

(200)  .    .    .     i^  =  «1  «1  +  «2  a?2  +  «3  «^3  ==  ^ 

die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Geraden  repräsentiert. 
Wegen  der  bekannten  Proportion  s^  :  «^  :  «3  =  sin  M^ 
:  sin  ütfg  :  sin  M^  kann  übrigens  obige  Gleichung  auch  ersetzt 
werden  durch 

(201)  .   i^  =  a?i  sin  M^  -f- a?2  sin  M^  +  «3  sin M^  =  o, 

2.  Aufgabe.  Es  soll  die  Gleichung  einer  Geraden  aufge- 
sucht werden,  welche  durch  den  Punkt  ikP  von  den  Coordinaten 
a?t'  geht  und  zur  Geraden  L  =  a^  oj^  -f-  «2  «3  -f-  «3  iCg  =0 
parallel  gerichtet  ist. 

Lösung.  Selbstverständlich  ist  das  geometrische 
Äquivalent  von  L  —  XL^==  0,  wenn  X  einen  constanten 
Parameter  darstellt,  eine  Gerade,  welche  den  Punkt  {L 
=  0 ,  L^  =  0)  enthält,  demnach  zu  der  Geraden  L  =  0 
parallel  läuft.  Wählt  man  nun  X  derart,  dass  das  Glei- 
chungspolynom (L  —  XL^)  für  Xi  =  Xi*  verschwindet,  so  ist 
L  —  kL^  =  0  gleichzeitig  die  Gleichung  der  durch  M' 
gehenden  und  zur  L  =  0   parallelen   Geraden.     Die   ver- 

L  L 

langte    Gleichung    ist    somit     -y^  —  yr"  =  ^?  ö^®^' 

+  «3^3)    («1^1'  +  «2^2'  +  «3Ö?8')    =    ö, 

und  weil,  wie  wir  in  Gl.  (187)  gesehen  haben,  2\  SiXi 
=  2\8iXi  =  S  ist,  so  nimmt  obige  Gleichung  die  ein- 
fachere Form  an 

(202)  .  .  a^  (a?!  —  aj^')  +  0^2  {^2  —  «2')  +  «3  («^3  —  «^sO  =  <>  • 
Ebenso  leicht  gestaltet  sich  die  Lösung,  sobald  der  Punkt 
M  mit  einer  Ecke  des  Coordinatendreiecks,  also   z.  B.  mit 
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M^  zusammenfällt.  Denn  in  diesem  Fall  hat  man  in  der 
Gleichung  {a^x^  -\-  a^x^  +  a^x^  —  X  .  {p^x^  '\'^v'^%  +  «3*3)  =  ^ 
den  Parameter  X  bloß  derart  zu  wählen,  dass  dieselbe  die 
Form  annimmt  ^^x.^-\-^z^z  =  ^j  ^  welcher  die  G-lei- 
chungen  aller  durch  M^  gehenden  Strahlen  enthalten  sind, 

d,  h.  man  hat  jl  =  -^    zu    setzen    und    erhält    dann    (a^  »2 

—  aa8i)a;2  —  (^3*1  —  ^1^3)^3  =  ö*  ^^^  Gleichungen  der 
durch  die  drei  Ecken  M^ ,  M^  und.  M^  des  Coordinaten- 
dreiecks  zur  Geraden  ^aiX^  =  0  parallel  gezogenen  Strahlen 
sind  folglich: 

^a ^3 ^3 *^i 

«3«! ttiSg  ai«2  «2*1'  ^1*2 ^2*1  ^2*3 <^^H^ 

X^  Ä?2 


^2^3  ^3*2  ^3*1  ^1^3 

Von  selbst  tritt  nun  die  Frage  heran,  wie  lauten  die 
Gleichungen  der  drei  durch  die  Ecken  des  Coordinaten- 
dreiecks  gelegten  Strahlen,  welche  zu  den  Gegenseiten  des- 
selben parallel  erscheinen  ?  Zu  diesem  Ende  bestimme  man 
vorerst  die  Gleichung  eines  durch  die  Ecke  M^  gehenden 
Strahls,  ich  nenne  ihn  (i');  dessen  Abstandsverhältnis,  be- 
züglich der  beiden  Seiten  (x^)  und  (x^)  als  Grundstrahlen, 
gleich  X*  ist.  Nennt  man  nun  wieder  Xi  die  Coordinaten 
irgend  eines  Punktes  Jf  in  (L'),  so  ist  x^  =  M^^M .  sin  («g,  L'), 
auj  =  Jlf,  Jrf .  sin  (a?3,Zf'),  demnach  der  Quotient 

X  sm  (x    Li 

—  ==  -; — 7—^-^  =  X\  und  hieraus  folfft  x^  —  X^x.  =  0  als 

«3        Bm(aj3,iO  '  &      2  3 

Gleichung  von  (i'). 

Erscheint  nun  (L')  parallel  zur  Gegenseite  (x^ )  der  Ecke 

1*-  .   -1    -^z  sin(jr  —  Ms)  sin  M  ,     .^ 

M.,  so  wird  X'  = r-t irri  = -—lir      ^^^     ist 

"  sm  (jc  —  M^)  sm  M2 

sin  31 
folglich  dann  x^  +  -r— ij/  .  x^  ^  0  die  Gleichung  von  (i') . 

sin   JJ'J.n 

Die  Gleichungen  der   oben   definierten  Stiahlen   (i')   .    .    . 
sind  sonach: 

L*~x^  sin  jJfg  +  «3  sin  M^  =  0,  Z" =a?3  sin  ^3  +  a?i  sin M^  =  0, 

Zr'"  IE  a?!  sin  if^  -f"  ^2  sin  M^  =  0, 

9* 
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und  es  ist  daher 

i^  =  a?i  .  sin  M^  -J-  x^  sin  M2  +  Xq  sin  M^  =  0 

die  Gleichung  derjenigen  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte 
der  Geraden  (Z')  und  (a?i),  (Z")  und  (a?2);  (Z'")  und  («3) 
enthält.  Nachdem  aber  diese  drei  Schnittpunkte  in  der 
unendlich  fernen  Geraden  liegen,  denn  (i')  läuft  ja  parallel 
zur  Seite  (ajj ,  gehört  die  letzte  Gleichung  der  un- 
endlich fernen  Geraden  an.  (Übereinstimmung  mit  der  frü- 
heren Gleichung  [201],) 

3.  Aufgabe.  Es  ist  die  GleichuDg  derjenigen  Geraden 
aufzustellen,  welche  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Seiten 
M2  -äfg  und  Jtfg  M^  des  Coordinatendreiecks  geht. 

Lösung.  Die  homogene  Gleichung  einer  Geraden, 
welche  durch  die  Punkte  M  und  Jlf",  deren  Coordinaten 
Xi  und  03»",  i  =  1,  2,  3,  sein  sollen,  bestimmt  erscheint, 
lautet  bekanntlich:  (Siehe  Gl.  [163]) 

(•^2  *^3  *^2    *^3  )  *^1     I     ("^3  *^1  *^1  *^B    )  '^2  "T"  V^l  *^2  *^1    *^i  )*^S 

==    0. 

Ist  nun  M'  der  Mittelpunkt  der  Strecke  M^  M^  und  M" 
jener  der  Strecke  M^M^y  so  wird  aj^'  =  0,  ccg'  ==  sin  Mg, 
a5g'  =  sinJtfg ;  a?^"  =  sinifefg,  022"  =  0,  ajg"  =  sinifj 
und  ist  daher 

x^  sin  M^  4"  a?2  sin  M^  —  x^  sin  M^  =  o 

die  gesuchte  Gleichung. 

4.  Aufgabe.  Normaldistanz  einer  Geraden  von  einem 
Punkte.  Die  Gerade  sei  gegeben  durch  die  Gleichung 
Z  =  tti  a?i  +  tta  a?2  "H  ^3  ^3  =  0 ,  der  Punkt  if,  dessen  Ab- 
stand ö  von  L  =  0  ermittelt  werden  soll,  durch  seine  Co- 
ordinaten x^^x^x^*. 

Lösung.  Behufs  Berechnung  von  6  bestimme  man 
vorerst  die  Gleichung  einer  Geraden  (i'),  welche  durch 
den  Punkt  M  geht  und  zu  der  Geraden  L  =  0  parallel 
gerichtet  erscheint.  Offenbar  hat  die  Gleichung  von  (i') 
die  Form 

L'  =  a^^Xj^  -\-  a^*x^  -{-  ag'ajg  =  0 

und  die  hier  vorkommenden  Coefficienten  ai  unterliegen 
nach  (6)  in  §  31  den  drei  Relationen: 


öi'.A   = 


=  Q^iA  —  rf  .  sin  Mj^ 
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q'  .  (a^'  cos a^  +  ag'  cos ag  +  ag' cos  ttg)  =  cos  a , 
(>; .  (a^'  sin  «1  +  tta'  sin  «a  +  ag'  sin  «g)  =  sin  a, 

indem  diesmal  {d  —  rf)  die  Normaldistanz  der  Geraden  vom 
Ursprünge  0  repräsentiert.  Aus  denselben  ergibt  sich  aber 
für  den  ersten  Coefficienten  Oj',  sobald  man  gleichzeitig  auf 
die  früher    gegebenen  Gleichungen  (191)  Rücksicht  nimmt, 

cos  a     cos  02   cos  (Xg 
sin  a     sin  a^   sin  ag 

(d—ö)  dg  ^3 

und,  weil  zwei  analoge  Gleichungen  für  ag'  und  ag'  ge- 
funden werden  können,  so  ist  allgemein 

n'.ai   =  QOi .  sin  Mi, 

A 

mithin  aiy^h  das  fragliche  Polynom 

()'(ai'a?i +a2'a52  4-a3'a?3)  =  Q{a^x^-\' a^x^-^- a^x^) 
x^  .  sin  M^  -\-  a?2  sin  Jig  "i"  ^3  sin  M^       ^ 

Es  lässt  sich  aber  leicht  zeigen,  dass  der  rechts  vom 
Gleichheitszeichen  stehende  Bruch  gleich  der  Einheit  ist.  Denn 
nach  der  letzten   der  Gleichungen  (191)  ist  der  Nenner 

A  =  (ij  .  sin  (Og  —  «2)  +  ^2  s^^  (^1  —  ^3)  4"  ^3  ^^^  (^2  —  ^1) 
=  dj  sin  Mj  -)-  c?2  sin  M^  +  dg  sin  Jl/g  =  -j-,  wenn  sin  Mi=  ^ 

gesetzt  wird,  S  aber  die  in  Gl.  (187)  gegebene  Bedeutung 
hat,  und  nachdem  offenbar  auch 

a?i  sin  M^'\-X2  sin  M^  -j-  x^  sin  ilfg  =  ^ 

ist,  so  wird  in  der  That  dieser  Bruch  gleich  der  Einheit, 
folgUch 

(203)   .    .    .  ()' (a/a?i +a2'«^2 +«3'^3) 

=  Q  (aj  a?i  +  a2  «2  +  ag  x^)  —  6. 

Nun  verschwindet  aber  der  links  vom  Gleichheitszeichen 
stehende  Klammerausdruck  für  die  Coordinaten  eines  jeden 
Punktes  der  Geraden  (i')^  somit  muss  der  rechts  stehende 
Ausdruck  in  (203)  ebenfalls  gleich  null  werden,  sobald  man 
unter  o?,-    die  Coordinaten    eines  Punktes    der  Geraden  (Z') 


184 


V.   §  32.  Anhang  IL 


versteht.  Der  Punkt  M  ist  aber  ein  Punkt  der  {L*\  folglich 
wird  (>  («1  ajj'  +  ag  aJ2'  +  «3  ajg')  —  6  =  o  und  ist  schließlich 
die  gesuchte  Normaldistanz 

(204)    ...        6    =    (>(aiiCi'  +  «2a^2'  +  «3«^3'); 

wenn  der  hier  vorkommende  Coefficient  (>  definiert  erscheint 
durch  die  Gleichung  (190).  Ist  p  =  1,  d.  h.,  ist  a^  x^ 
+  aa  a?2  +  ^3  ^3  =  o  die  Gleichung  der  Geraden  (L)  in  der 
Normalform,  so  wird  einfacher 

(205)  ...  rf  =  a,  a?i'  -f-  aa  OJa'  ~\~  <^8^s* 
und  man  erkennt  mithin,  dass  die  Normaldistanz  einer  Ge- 
raden von  einem  Punkte  auch  bei  dieser  Wahl  des  Coordi- 
natensystems  in  derselben  Weise  berechnet  wird,  wie  unter 
Zugrundelegung  der  Coordinaten  des  Cartesius.  Von  selbst 
folgt  noch,  dass  die  Normaldistanz  einer  Geraden  von  einem 
Punkte  gleich  • 


(206) 


ö  = 


u. 


.  a?2  -j-  7-  a?3 

"2  "'Z 


sein   wird,    wenn  w,  und  a?,'  die    Coordinaten    der  Geraden 

und    des    Punktes 
ti^  bedeuten.      Die    so 

berechnete  Normal- 
distanz 6  erscheint 

selbstverständlich 
positiv  oder  negativ, 

je   nachdem   der 
Punkt  M  (Fig.  37) 
und  der  Ursprung 

0  auf  derselben 
Seite   vom    (i)    zu 
liegen  kommen  oder 
nicht. 

5.  Aufgabe.  Der  Neigungswinkel  €  der  durch  die 
beiden  Gleichungen  i  =  a^  a?^  +  <*2  ^2  "I"  ^s  ^s  =  ^  ^^^ 
i'  =  Oi'a?!  -|-  a2'a?2  +  ^^s'^s  =  ^  gegebenen  Geraden  ist  zu 
finden. 

Lösung.  Behufs  Auffindung  des  verlangten  Winkels  e 
transformiere  man  die  Gleichungen  der  beiden  Geraden  auf 


Fig.  37. 
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ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  ^  was  mittelst  der 
früheren  Transformationsformeln  (188)  zu  geschehen  hat,  und 
erhält    dann    flLr    die    beiden    Q-eraden    die    Gleichungen 

i  = -27a<(a?cosa,-f- ysinOi -}- ci,)   =   o^   L^  ^  Uoi  {xcot^ai 

-f-  y  sin  cLi  -f-  di)  =  o,   oder 

L^Ax  +  By  +  C  =  Oy     V  =  ^'a?  + J5'y +  (7' =  o, 
wenn  noch 

J.  =  a^  cos  a^  -|-  a^  cos  a^  +  a^  cos  Og , 
A*  =^  Oi'cosai  -j-aa'cosoa  -j-^ts'cosag , 
B  =^  a^  sin  a^  -f-  a^  sin  «3  +  ag  sin  ttg , 
5'  =  a^'  sin  «1  -{-  ag' sin Og  +  ag'  sin «g , 

C     =    «1      dl     +   ag      ^2    -f"  ttg      dg    , 

O  =  a^'d^  -f-^a'da  +^'d3 

gesetzt  wird.  Nun  kann  zur  Berechnung  von  6  sofort  die 
bereits  bekannte  Gleichung  (58)  in  Anwendung  kommen 
und  nach  dieser  erhält  man,  sobald  für  A  bis  inclusive  B* 
die  obigen  Werte  substituiert  werden, 

«1  <»i'  +  «a  ^%  +  ^'s  <^z  +  («8  «s'  +  q»' q»)  cos  J/t  +  (at  a«'  + 
(207 )  cos  £=^(^1* +^«*  +  "a^  +  20,08008 Ml  +2a8aiC08ikf,'^^2äiaicÖ8l4) 

(ai'M-a2'*+as'»H-2a,'a8'co8Mi-l-2a3'a/co8Mj+2a/aj'cos3/3) 
als  Lösung  unserer  Aufgabe.  Stehen  die  beiden  Geraden 
L  ^=i  o,  L*  =  0  auf  einander  senkrecht,  so  wird  cos s  =  0 
und  daher  auch  der  Zähler  des  in  obiger  Gleichung  vor- 
kommenden Bruches  gleich  null,  d.  h.  es  ist 

(208)  .  ,a^\a^  4"  ^2  cosJfg  -|-  a^  cosJ^fg)  -f-  a^'ia^  +  a^cosüfg 
-|-  «g  cos M^  -[-  ag'  (ag  +  aj  cos M^^  -f-  a^  cos  ilf^)  =  0 

die  Bedingung,  welcher  die  Coefficienten  a,  und  a/  unter- 
worfen sind,  wenn  die  in  Rede  stehenden  Geraden  rechtwinkelig 
sich  durchschneiden.  Erscheinen  dagegen  i  ==  0  und  L*  =  0 
zu  einander  parallel,  so  muss  nach  Gl.  (59) 

8  8  3  8 

[2^  Gi  COS  Oi)  (Uj^  üi  sin  Oi)  —  (U^  a{  sin  a,)  .  (üj^  ai  cos  «*)  =  0 

werden  und  hieraus  erhält  man  nach  einigen  einfachen 
algebraischen  Operationen 

(209).  .   ai'(a2sinilf3  —  agsinif2)-f-a2'(a3sinifj — a^sinJig) 
+  a'g  (a^  sin  M^  —  a^  sin  J/J  =  0 
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als  Bedingung;  welcher  in  diesem  Fall  die  Coefficienten  Ui 
und  ac'  gentigen  mtissen. 

Nun  kann  man  aber  auch  die  Gleichung  der  durch 
den  Punkt  -äf'  gelegten  Senkrechten  (N)  auf  die  Gerade 
i  =  «1  a?i  +  aa  a?a  +  ag  «3  =  0  aufstellen ;  denn  hierbei  hat 
man  nur  zu  bedenken,  dass  die  in  der  fraglichen  Gleichung 
vorkommenden  Coefficienten  Oi  einmal  der  Bedingung,  die 
durch  (208)  dargestellt  wird,  genügen  müssen  und  überdies 

8 

noch  jene  -2*1  Oi  Xi  =  o  zu  erfüllen  haben,  sobald  xt  die 
Coordinaten  von  M"  sind.  Eliminiert  man  dann  schließlich 
aus  den  drei  letzten  Gleichungen  die  drei  Coefficienten  Oij 
so  erhält  man 


/V= 


X, 
X, 


X, 


2 


Xci 


(a^  +  ^2  ^^S  -^8  4"  ^8  ^^S  ^2)   (^2  +  ^1  ^Ö8  -^3  +  ^  COS  Mj^) 


X 


8 


*Xjt 


=   0 


(ag+ai  cos  Mg  -^a^cosM^) 

als  die  gesuchte  Gleichung  der  durch  M  gelegten  Normalen 
(N)  auf  (i) .  In  dem  besonderen  Fall,  wo  (i)  mit  einer  Seite 
des  Coordinatendreiecks  und  M*  mit  dem  Mittelpunkte 
dieser  Seite  identisch  ist,  vereinfacht  sich  obige  Gleichung 
wesentlich,  u.  z.  wird,  wenn  z.  B.  (L)  mit  (x^)  und  M"  mit 
dem    Mittelpunkte    von    M^  M^    zusammenfallt ,    a^  =  1 , 

«2  =  ^3  =  0?  03/  =  0,032'==  -9  «i.sinitfg?  ^3'  =  9"  *i  •  si^  ^2; 
mithin 


X, 


Xc 


JCft 


0 


'1?  "'2»  '*'3 

ö,     sinitfg,    sinüf^ 

1  ,  cos  Jig,  cos  M^ 
die  Gleichung  der  Senkrechten  (N).  Berechnet  man  noch 
diese  Determinante,  so  findet  man  leicht,  dass  die  Gleichungen 
der  in  den  Mittelpunkten  der  drei  Seiten  des  Coordinaten- 
dreiecks M^  M2  -äfj  auf  diese  errichtetien  Normalen  (-^1),  {^2)9 
(Nq)  sind: 

N^  :^  x^  .  sin  {M^  —  ifg)  —  X2  sin  M^  -}-  ^3  sin  Jig  =  o , 
N^  =  a?i  sin  J^fj  +  x^  sin  (Mg  —  Ji^)  —  x^  sin  Jfg  =  0, 
^3  =  —  «1  sin  Jii  -(-  X2  sin  ili^  -j-  ajg  sin  (Jii — M^)  =  0 . 
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Ebenso  leicht  lässt  sich  nun  auch  die  Gleichung  einer  durch  den 
Punkt  M  gelegten  Parallelen  (i')  zur  Geraden  L  =  a^x^ 
-|-öaa?2  +  ögOJg  =  0  auffinden,  man  braucht  zu  diesem 
Zwecke  bloß  die  Coefficienten  at   aus  den  drei  Gleichungen 

3  3 

S^aiXi  =  0,  ^^aiXi  =  o  und  (209)  zu  eliminieren,  wo- 
durch sich  ergibt 


X, 


«//« 


(«2  sin  3/3  —  «3  sin  M^) ,      (ag  sin  ütf^  —  a^  sin  Jig) 


tA/c 


o 


(ai  sin  Jfg  —  a^  sin  ilf^) 

und  hieraus  nach  Berechnung  der  Determinante  und  einigen 
einfachen  Umformungen 

«1  (^1  —  ^lO  +  «2  {x^  —  aJg')  +  «3  (^8  —  «3O  =  Ö  7 
in  Übereinstinmiung  mit  (202). 

6.  Aufgabe.  Man  berechne  den  Flächeninhalt  F  eines 
Dreiecks  M  M*  M'**  aus  den  Coordinaten  Xi ,  a:/',  a?/", 
i  =  1^  2,  3,  seiner  Ecken. 

Lösung.  Aus  Gl.  (14)  und  den  Transformationsformeln 
(188)  ergibt  sich  nach  dem  Multiplicationstheorem  der  Deter- 
minanten, dass 


(a) 


a'i' 

X.2      a?8 

aj'    .y'    1 

«1" 

•*'2         •*'3 

aj"  y"  1 

• 

Xi'" 

•^2          •*'3 

a?'"  y*"  1 

cosa^  sin«!  d^  \ 
cosag  sina^  (^2 
cos  «3  sin  «3  d^ 


2F.A 


ist,  wenn  a?',  y' ;  a?",  y" ;  a;'",  y'"  die  rechtwinkeligen  Coordinaten 
(Cartesius)  der  drei  Ecken  des  Dreiecks  M  M*  M"*  bedeuten 
und  A  die  zweite,  rechts  vom  Gleichheitszeichen  vorkom- 
mende Determinante  repräsentiert.  Diese  Determinante  wurde 
in  Aufgabe  4,  §  32,   bereits   berechnet  und  man  fand  dort 

(6)  .  .  .  A  =  dj  .  sin  M^  +  d^  sin  M^  -|~  ^3  sin  M^ ; 
es  lässt  sich  aber  dieser  Ausdruck  noch  zweckdienlich  ver- 
einfachen, sobald  man  sinilfj  durch  die  Seiten  und  Höhen 
des  Coordinatendreiecks  ausdrückt.  Bezeichnet  nämlich 
wieder  S  den  doppelten  Flächeninhalt  des  Coordinaten- 
dreiecks   M^  M2  3/3 ,    so    ist   zunächst   Ä  =  Aj  »1    =^  \  «2 
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=  Äg  Sg  ^  «2  «3  sin  Jyfi  = ,  folglich  der  Bruch    .   ^^ 

=      1  Y  ^  g\8  8      _.    — —        woraus  sofort  folgt  sin  M. 

=    ^    2^2 — -  ,  «1 ,  und  in  analoger  Weise  sin  J£j  =  -^— ^ — ^  .«2  7 

h       h       h 

sin  Mg  =    ^'2'  ^  *3  •     -^^^    ^^^^    gefundenen   Werte    für 

sin  Jifi  substituiere  man  nun  in  (6)  und  erhält  dann^  weil  ja 
auch  c?i  8^  +  ^2  *2  "h  ^3  *3  ^==  ^  ^^^y 

(c)    .    .    .  A  =  !^lAA 

und  aus  den  Relationen  (a)  und  (c)  durch  die  Elimination 
von  A  schließlich  zur  Berechnung  der  verlangten  Dreiecks - 
fläche  MM'M"*  die  Gleichung 


(210).    .  RveeiMM^M'^  ^B.Tea.M,M,M, 

1  •  2  •  3 


/y»    *  of»    '  or»    • 

O/j  »</2  ««/g 

*^l  •*'2  •*'3 

/y.    '"  /«    '"  /«    '" 

U/j  0/2  ««/g 


aus  welcher  man  ersieht,  dass  die  beiden  Dreiecke  MM'*M**' 
und  M^  M2  -Mg  gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinnes  sind, 
je  nachdem  die  in  obiger  Gleichung  vorkommende  Deter- 
minante, welche  ebenfalls  die  Dreieckdeterminante  heißt, 
positiv  oder  negativ  wird;  und  sei  hier  noch  bemerkt,  dass 
die  genannten  Dreiecke  dann  gleichsinnig  sind,  wenn  man, 
um  von  iWj  über  M2  nach  M^  zu  gelangen,  dieselbe  Rich- 
tung in  der  Drehung  einzuschlagen  hat,  wie  bei  der  Be- 
wegung von  M'  über  M'*  nach  itf".  Selbstverständlich 
wird,  sobald  der  Sinn  des  Dreiecks  M^^  M^  M^  als  der  positive 
gewählt  wird,  auch  die  Fläche  des  Dreiecks  1/'  M*  M'**  mit 
der  obigen  Determinante  gleichzeitig  positiv  oder  negativ 
werden. 

7.  Aufgabe.  Es  ist  der  Flächeninhalt  eines  Dreiseits 
aus  den  Coordinaten  w,',  Ui^^  Ui'%  i  =  1,  2,  3,  seiner  Seiten 

(ZO,  (i");  (i'")  zu  berechnen. 

Lösung.  Nennt  pian  die  Coordinaten  der  diesen  Seiten 
gegenüber  liegenden  Ecken  M%  M'*  und  M'*  des  Dreiseits 
auch  hier  wieder   a?,',   Xi"  und  ö?,'",  so  bestehen,  nachdem 
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offenbar  Jf"  und  M''  Punkte  von  (Z'),  3/'"  und  M  Punkte 
von  (i") sind,  die  nachfolgenden  neun  Relationen^  u.  z. : 


M.' 


«.' 


.,"  +  «1-  ^"  + 1 


3       _    ij 


X 


3 


"2 
1*2' 


t  -'."■  + 1  '•■"  +  ^ 


3.     ^   <«i 
'3 


=    0, 


0, 


^1"    ^.        .       ^2" 


Ä, 


a?j_     -f-   -j—  «2     T" 


w, 


ii 


3?fl 


"2 


(«) 


li 


"'"a'i"  +  "^V  +  ^«s"  =K 


Äl 


A. 


"3 


Äi      ""^        ^       Ä2     ^        ^       A3      ^ 


^1        _   ^         I       ^2 


ÄX 


«^1'    +  -r-  ^2     + 


«*, 


«ji 


t//s 


^1'      _    /i        I       ^^2 


X,"    + 


aj»"  4- 


w, 


nt 


h^     "^^         '        A2      "~'         '        A 


a?, 


41 


3 


0, 


0, 


0, 


W, 


.4i 


t^. 


4H 


U, 


3 


0?, 


m 


Ä'", 


Ä,  '"i  +  A,  "'^  +  Ä, 
in  welchen,  nebenbei  bemerkt,  A^*^  die  von  den  Ecken  M\^> 
auf  die  Gegenseiten  Z^*^  gefällten  Höhen  des  Dreiseits  dar- 
stellen, und  aus  diesen  leitet  man  nach  dem  bekannten  Multi- 
plicationstheorem  der  Determinanteji  die  neue  Gleichung  ab 


u 


3 


^2 
'2 


t^/'       1*2"       ^^3" 


3 


A^       A2       A 

Wi^  tVl'   tV^ 
Aj      A2       A3 


a?. 


M/o 


t^« 


U/j         *02         «^'S 


*«^1         t*/2         0/3 


=  A'.  A".A'". 


Bezeichnet  man  nun  die  aus  den  neun  Coordinaten  u^^^j  u^^^j 
^3^*^  der  drei  Seiten  des  Dreiseits  gebildete  3^  elementige 
Determinante  mit  A  und  substituiert  in  der  letzten  Glei- 
chung flir  die  aus  den  neun  Coordinaten  x^^\  X2^\  a?3<*), 
i  =  1,  2,  3,  der  Ecken  M''>  construierte  Determinante  ihren 
Wert  aus  (210),  so  folgt 

(6)  .    .     Sires.MM'*M"  =  ^''^"'^'"  .  area  if^  Jtf,  itf3 
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und  handelt  es  sich  daher,  behufs  BerechnuDg  der  Fläche 
des  Dreiseits  aus  den  Coordinaten  seiner  SeitcD,  nunmehr 
darum^  die  bereits  definierten  Höhen  h\  h",  h'"  durch  diese 
Liniencoordinaten  auszudrücken.  Zu  diesem  Zwecke  eli- 
miniere man  aus  «i  iCi' +  «2^2' +  *3  ^3'  = 'S'  und  aus  der 
ersten,  vierten  und  siebenten  Gleichung  der  Gruppe  (a)  die 
drei  Coordinaten  x^%  x^%  scg'  und  erhält  so: 


5 


1 ; 


8 


2  7 


% 


3  7 


u. 


u 


3 


Äj  Äj 


U, 


14 


U 


u 


2 


h- 


Wi 


m 


U 


>2 

4U 


2 


U, 


U. 


*8 
n 

^3 
m 


h 


8 

0 
0 


woraus  sich  ergibt,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  h^.h^-h^ 
multipliciert,  hierauf  die  links  vom  Gleichheitszeichen  stehende 
Determinante  in  ihre  Minoren  1.  Ord.  zerlegt  und  gleich- 
zeitig auf  die  früher  angegebene  Bedeutung  des  Symbols  A 
Rücksicht  nimmt: 


8.A  =  Ä'. 


"1  *i?    '*2  ^27    "'Z  *2 


U^ 
U. 


u 


m 


n 


2 


4tt 


u 


u 


3 


nt 


1,   1, 


Setzt  man  demnach,  der  Kürze  wegen. 


u. 


ti 


Ui"   u^'"   ^3'" 


A  = 


(211) 


u 


A,= 


«1' 


tti'" 


«a' 

«s' 

«2" 

«3" 

«2'" 

«/" 

u,' 

«3' 

1 

1 

«2'" 

«3'" 

A  = 


^3  = 


1 

u 

80  ist  nach  obiger  dleichung,  wenn  man  diese  noch  auf  die 
beiden  anderen  Höben  h"  und  h'"  überträgt, 


] 

1 

1 

1 

<' 

«2" 

«," 

«/" 

Ma" 

'   «3'" 

«1' 

< 

< 

«1" 

«2" 

<• 

1 

1 

1 

7 

(c) 


^1' 


Ä"    =  -^ 

-»2 


h'"  ■= 


>1 


••8 


und  aus  (b)  und  (c)  folgt  schließlich  durch  die  Elimination 
der  Höhen  A',  h'%  A'" 

>12 

(212)    .    .  area  M  M*  M"  =  -1—7—.  - .  area  M^^  M^  M^, 

""1  •  "^2  •  ""3 

womit  die  vorliegende  Aufgabe  gelöst  erscheint. 


Zweiter  Abschnitt 

Projectivische  Geometrie. 

Capitel  VI. 
Projectivische  Panktreihen  und  Strahlenbüschel 

I.  Ordnung. 

(Projectivische  Grandgebilde  I.  Stufe.) 

§  33.    Verwandtschaftogleicliiingeii. 

Die  örundgebilde  erster  Stufe  oder  die  einförmigen 
Grundgebilde  sind:  die  Punktreihe,  der  Strahlenbtischel  und 
der  Ebenenbüschel.  Wir  werden  hier  äpeciell  nur  von  den 
beiden  ersteren  sprechen,  weil  der  Ebenenbüschel  in  die 
Geometrie  des  Kaumes  gehört. 


Zwei  Punktreihen  I  und 
II  sind  projectivisch,  wenn 
jedem  Elemente  M  der  einen 
Reihe  ein  Element  M  der 
anderen  entspricht. 

Sind  sonach  M^  ^  a^  u^ 

+  a2 1^2  ~f"  ^3  ^3  =  <^  ^^d  ^2 

die  homogenen  Gleichungen 
zweier  Elemente  der  Punkt- 
reihe I,    sowie  M^*  ^  a/^i 

+  a2'i^2  "h  ^a'^s  =ound3f2' 

jene  zweier  Elemente  der 
Punktreihe  11,  wobei  jedoch 
keineswegs  angenommenwird, 
dass  JHfj  und  M^\  sowie  M^ 
und  M^\  entsprechende  Ele- 
mente darstellen. 


Zwei  Strahlenbüschel  I 
und  n  sind  projectivisch,  wenn 
jedem  Elemente  (L)  des  einen 
Büschels  ein  Element  (D)  des 
anderen  entspricht. 

Sind  sonach  L^  ^  a^  x^ 

-f-  «2  ^2  "I"  <^3  ^3  =  ö  ^^^  ^2 
E^  6i  a?i  -f-  62  ^2  +  ^3  «^3  =  ö 
die  homogenen  Gleichungen 
zweier  Elemente  des  Büschels 
I,  sowie  Ljl'  =^  a\  x^  +  a2'a?2 
-|-  ttg'ajg  ==  0  und  Z2'  "^  ft^'a?! 

+  &2'^2  +  W  a?3  =  o  jene 
zweier  Elemente  des  Strahlen- 
büschels II,  wobei  jedoch 
keineswegs  angenommen  wird, 
dass  (ZfJ  und  (L^*),  sowie 
(Z2)  und  {L^),  entsprechende 
Elemente  darstellen. 
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femer  X  und  fi  zwei  veränderliche  Parameten,   unterworfen 
der  Relation 

(213)  ...  aXfi'\'bX'^cfi-\'d  =  o, 

in  welcher  a,  6,  c  und  d  gegebene  Constanten  bezeichnen^ 
so  repräsentieren  die  Gleichungen: 


(214)  . 


A 

A' 


0 


(215) 


für  jedes  zusammengehörige  Wertesystem  von  X  und  (i  je 
ein  Paar  entsprechender  Elemente  M  und  M,  beziehungs- 
weise (L)  und  (Z'),  der  beiden  projectivischen  Punktreihen 
oder  Strahlenbüschel  I  und  II.  Es  ist  klar,  dass  die  Träger 
der  beiden  projectivischen 


Punktreihen      bestimmt    er- 
scheinen durch  die  Gleichun- 
gen 
Mj  =  0,  M2  =  0  und  M^*=o, 


üfo 


0, 


Strahlenbtischel  bestimmt  er- 
scheinen durch  die  Gleichun- 
gen 
L^=o^  L^=^o  und  L^*  =  0, 


'2    ^? 

und  wird  noch  gleichzeitig  bemerkt^  dass  die  früher  vor- 
geführte Gleichung  (213)  die  Gleichung  der  Projectivität 
heißt.  Mit  Zuhilfenahme  der  Gleichungen  (214)  und  (215) 
kann  man  nun  auch  die  homogenen  Coordinaten  zweier 
entsprechender  Punkte  oder  zweier  entsprechender  Strahlen 
sofort  ermitteln.     Sind  nämlich: 


yi  und  Zij  i  =  1,  2,  3,  die 
Coordinaten  der  Punkte  M^ 
und  Jbfa;  yi  und  2,'  jene  der 
anderen  M^*  und  M^%  so 
nehmen  nach  Gl.  (162),  §  28, 
die  früheren  Gleichungen  (214) 
die  Gestalt  an 

^  (yi  —  ^  Zi)  w,-  =  0, 

^,(yi    —  (^  ^i)  ^i  =  0 


Vi  und  Wi,  i  =  1,  2,  3,  die 
Coordinaten  der  Strahlen  (i^) 
und  (Zfj),  Vi  und  Wi  jene  der 
anderen  (i^')  und  (Zj')?  so 
nehmen  nach  Gl.  (161),  §  28, 
die  früheren  Gleichungen  (215) 
die  Gestalt  an 

2  (vi  —  X  Wi)  Xi  =  0, 

i=3 

2 {vi  —  II Wi)  Xi  =  o 


und  sind  sonach  flir  jedes  zusammengehörige  Wertesystem 
von  X  und  fi 


(216).  . .  ^'— y«— ^^" 

Xi'  =  yi  —  fi  zi 


Ui=^Vi  —  Xwif 


Ui   =Vi   —  [IWi 


:  • . .  (217) 


VI.    §  33.  Verwandtschaftsgleichungen.  143 

die  Coerdinaten  eines  Paars  entsprechender  Punkte  M,  M 
oder  Strahlen  (L),  (L')  der  beiden  projectivischen  Punktreihen 
oder  Strahlenbüschel  I  und  ü. 

In  dem  besonderen  Fall,  wo  die  Punkte  M.^  und  M^* 
oder  Strahlen  (i^)  und  (i^')  selbst  ein  Paar  entsprechende 
Elemente  der  beiden  projectivischen  Gebilde  I  und  11  dar- 
stellen, muss  //  mit  X  gleichzeitig  verschwinden,  was  in  der 
Verwandtschaftsgleichung  (213)  ofifenbar  cZ  =  o  bedingt.  Wenn 
überdies  auch  noch  M^  und  Jf^'  oder  (L^)  und  (i^')  je  ein 
Paar  entsprechender  Elemente  repräsentieren,  muss  X  mit  n 
gleichzeitig  unendlich  groß  werden,  was  nur  dann  denkbar 
ist,  wenn  in  (213)  der  Coefficient  a=^o  wird.  Es  nimmt 
sonach,  sobald  M^  und  3/^',  sowie  M^  und  M^*y  oder  (i^) 
und  (iiO?  sowie  {L^  und  {L.^*\  je  ein  Paar  entsprechender 
Elemente  der  beiden  projectivischen  Gebilde  I  und  II  sein 
sollen,  die  frühere  Gleichung  der  Projectivität  die  einfachere 
Gestalt  an 

(218)  ...  6;i  +  c/^  =  o 
und  hieraus  folgt 

(219)  ...  ii  =  kXy 

wenn  man  noch  A;  = setzt.     Aus  dieser  einfachen  Be- 

c 

trachtung  ergibt  sich  demnach,  dass  die  beiden  Gleichungen 

(220) .  . 


Jif  1  —  ;i  ifg  =  0 


in  welchen  X  einen  veränderlichen  Parameter  darstellt,  für 
jeden  speciellen  Wert  des  letzteren  je  ein  Paar  entsprechender 
Elemente  der  beiden  projectivischen  Gebilde  I  und  II  bestim- 
men, sobald  Mj^=Oy  Jf ^ '  =  o,  sowie  M^  =  o^M^*  =o,  oder 
ii  =  o,  L^*=iOy  sowie  L^=^Oj  L^-^^^o,  die  Gleichungen 
zweier  Paare  entsprechender  Elemente  sind.  Man  kann 
übrigens  in  den  letzten  Gleichungen  auch  noch  kM^*  und 
fcZfj'  durch  M^*  und  Lg'  ersetzen  und  dann  nehmen  (220) 
und  (221)  die  etwas  einfachere  Form  an. 

ii  —  XL^  =0; 


Kill).  ..  ^^._^j^^.^^ 


L,*-XL,*=^o     •••(22^) 


und  diesmal  sind 
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Mi=o,   i//  =  0 ;    i4  =  0, 


Jtfg'szso  und 


M^—M2=0y  M^'  —  M^'^o 


L^  ^==  0,  Li'  =  0'^  L^  =  0, 
La'  =  0  und 

Zr^  —  £»2  =  ^;   A'  —  ^2^  =  0 


die  Grleichungen  von  drei  Paaren  entsprechender  Elemente. 
Femer  gehen  in  dem  hier  vorliegenden  besonderen  Fall  die 
Gleichungen  (216)  und  (217)  zur  Bestimmung  der  Coordi- 
naten  eines  Paares  entsprechender  Elemente  über  in: 


(224)  ...    "",  -  y\  ~  /f' , 


welche,  sobald  man  nach  dem  Begriffe  homogener  Coor- 
dinaten  k  zi  durch  zi  und  h  Wi  durch  Wi  ersetzt,  übergehen 
in  die  einfacheren: 


(226) ^i-Vi      ^^i^ 

x{  =  yi*  —  l  Zi 


Ui  =  Vi  —  Xwi 


und  diesmal  sind  wieder 


Vh  yi\  Ziy  Zi*  und  yiy  —  Zi, 
y/  -  ^.' 


Vij  Vi  ;  Wiy  Wi     und  Vi  —  Wi, 

Vi    —  Wi 


die  Coordinaten  von   drei  Paaren  entsprechender  Elemente. 

Wir  haben  biß  jetzt  immer  von  zwei  gleichartigen  Grund- 
gebilden erster  Stufe,  d.  h.  von  zwei  projecti vischen  Punkt- 
reihen oder  zwei  projectivischen  Strahlenbüscheln  gesprochen, 
und  erübrigt  uns  nunmehr  die  Behandlung  desjenigen  Falls, 
wo  die  beiden  Gebilde  ungleichartig  sind,  also  das  eine 
Gebilde  eine  Punktreihe,  das  andere  ein  Strahlenbüschel  ist. 

Man  sagt  nun,  eine  Punktreihe  und  ein  Strahlenbüschel 
sind  projectivisch,  wenn  wieder  einem  jeden  Elemente  der 
Punktreihe  ein  Element  des  Strahlenbüschels  entspricht. 

Sind  folglich  üf^  ^a^u^  -{-  a^  ttg  -f-  «g  «^3  =  o  und  JM^ 
^  ^1  ^1  "h  ^2  %  +  ^3  ^3  =  0  die  Gleichungen  zweier  Elemente 
der  Punktreihe,  sowie  L^^a^x^  -{-a^* x^  +  «s'^a  =  0  und 

ig'^^i'^i  +^2'^2  ~t"  ^3 '^3  =  ^  J6^ö  zweier  Elemente  des 
Strahlenbüschels,  wobei  jedoch  im  allgemeinen  nicht  ange- 
nommen wird,  dass  der  Punkt  M^  dem  Strahl  (ij  und  der 
Punkt  M^  dem  Strahl  (L^)  entspricht;  ferner  X  und  ^  zwei 
veränderliche  Parameter,  welche  der  Relation  (213)  genügen 
müssen,  so  repräsentieren  die  Gleichungen 

(228)  ...  ^1  —  ^M^  =  0,        Li—(iL^  =  o 
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Mr  jedes  zusammengehörige  Wertesystem  voa  X  und  fi  ein 
Paar  entsprechender  Elemente  M  und  (Z)  dieser  beiden  un- 
gleichartigen projectivischen  Gebilde.  Sind  aber  auch  M^ 
und  (ii),  sowie  M^  und  (Lg),  je  ein  Paar  entsprechender 
Elemente,  so  nimmt  die  Gleichung  der  Projectivität  wieder 
die  in  (219)  gegebene  einfachere  Gestalt  an,  weshalb  die 
Gleichungen  (228)  tibergehen  in 

(229)  ...  Mi—XM^=o,  L^  —XhL^  =  o 
und  ist  hierin  k  eine  Constante,  dagegen  X  ein  veränderlicher 
Parameter,  welcher  flir  jedes  Paar  entsprechender  Elemente 
einen  anderen  Wert  anninmit.  Ebenso  einfach  gestaltet  sich 
nun  die  Sache,  sobald  die  einzelnen  Elemente  beider  projecti- 
vischen Gebilde  durch  ihre  Coordinaten  bestimmt  werden. 
Sind  nämlich  y<  und  2J<,  i  =  1,  2,  3,  die  homogenen  Coor- 
dinaten zweier  Punkte  M^  und  M^  der  Punktreihe,  Vi  und 
Wij  t=l,  2,  3,  jene  zweier  Strahlen  (Z^)  und  {L^)  des 
Strahlenbtischels  und  entspricht  vorläufig  weder  M^  dem 
Strahl  (Zj),  noch  M^  dem  Strahl  (Lg)?  so  bestimmen 

(230)  ...  Xi  =  yi  —  X Zi,        Ui  =  Vi  —  fiWi 

far  jedes  Wertesystem  von  X  und  ^,  welches  der  Relation 
(213)  genügt,  die  Coordinaten  eines  Paares  entsprechender 
Elemente  M  und  (i).  In  dem  besonderen  Fall,  in  welchem 
M^  und  (ij),  sowie  M^  und  (L^);  einander  entsprechen, 
nehmen  (230)  wieder  die  Form  an 

(231)  .  .  .  oci^yi — Xzif        v^  =  Vi — Xkwi. 

§  34.  Sätze  tber  projectivische  Orundgebilde  erster  Stufe. 
Satz.  Zwei  projectivische  Grundgebilde  erster  Stufe 
erscheinen  bestimmt  durch  drei  Paare  entsprechender  Elemente. 
Beweis.  Sind  X^,  [i^ ;  X^,  (i^  und  2g,  ^g  diejenigen 
Werte  der  Parameter  X  und  ^,  welche  den  gegebenen  drei 
Paaren  entsprechender  Elemente  angehören,  so  bestehen  zu- ' 
folge  der  früher  vorgefahrten  Gleichung  (213),  d.  i.  nämlich 

aX(i'\-'bX-{'C(i-\-d  =  Oy 
die  drei  folgenden  Relationen,  u,  zw. : 

^^1  /"i  ~f"  ^  -^1  "f"  ^/'i  +  <i  =  ö? 

a^2i«2  +^^  +<5iM2  +^  =  ö; 

ailg^g    +&^    +Ci"8    +d=0, 

HAiniB,  anal.  Gkom.  der  Eeg^elachnitte.  10 


(282) 
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und  aus  diesen  und   der  Gl.    (213)    ergibt   sich   durch   die 
Elimination  der  vier  unbekannten  Coefficienten  a,  6,  c  und  d 

X(i        X      fi      1 

^2^2         ^2        ^2        ^ 

als  Gleichung  der  Projectivität,  daher  etc.  etc. 

Aus  diesem  Satze  folgt  aber  noch  weiter,  dass  zwei 
conlocale  projectivische  Punktreihen  oder  Strahlenbüschel, 
d.  h.  zwei  solche  projectivische  Punktreihen  oder  Strahlen- 
btischel,  welche  einen  und  denselben  Träger  besitzen,  höchstens 
zwei  Paare  sich  deckender  entsprechender  Elemente  (Doppel- 
elemente, tautologe  Elemente)  besitzen  können;  femer  zwei 
derartige  Punktreihen  oder  Strahlenbüschel  identisch  sind, 
sobald  dieselben  drei  Paare  sich  deckender  entsprechender 
Elemente  haben. 

Satz.  Sind  zwei  Grundgebilde  erster  Stufe  projectivisch, 
so  ist  das  Doppelverhältnis  von  vier  Elementen  des  einen 
Gebildes  immer  gleich  dem  Doppelverhältnisse  der  vier  ent- 
sprechenden Elemente  im  anderen  Gebilde. 

Beweis.  Es  seien  X^,  X^^  X^  und  X^  die  Parameter- 
vente  von  vier  Elementen  1,  2,  3  und  4  des  einen  und  (i^j 
^,  //g  und  (i^  jene  der  vier  entsprechenden  Elemente  1',  2', 
3'  und  4'  des  anderen  Gebildes.  Dann  sind,  zufolge  der 
früher  gegebenen  Bedeutung  von  Xi  und^^nach  den  Gleichungen 
(185)  und  (186),  die  Doppelverhältnisse 

(a).  (1234)  =  ^J^^^:^^~|S  (1^2-3^40=^^— ^:^^~^^ 

und,  weil  man  durch  Auflösung  der  Verwandtschaftsgleichung 

(213)  nach  dem  Parameten  u  die  Relation  erhält  i/  = r-^t — 

a/  -f-  c 

und  aus  dieser  nach  einigen  einfachen  algebraischen  Opera- 
tionen folgt 

Kyj  * •  ~~~  «  0     '  '5         1  ' 

f^2  ^3         f^2  ^4  ^2  ^"3         ^2  ^^4 

SO  ist  in  der  That 

(c) (1' 2' 3' 40  =  (12  3  4), 

was  zu  beweisen  war. 
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Folgerungen.  Sind  A,  B,  M,  N  vier  Punkte  der 
einen  und  A%  B*j  M,  N*  die  diesen  entsprechenden  Punkte 
der  anderen  Reihe^  so  ist  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze 

(ABMN)  =  {A^B^MN^)  oder  auch  |^|^  =  g'r|^, 

woraus  sich  ergibt  r^rßTj^  =  TÄHB^  ""  ^  sobald  k  eine 

Constante  bezeichnet,  die  flir  jedes  Paar  entsprechender 
Punkte  M,  M  denselben  Wert  besitzt.  Es  ist  somit  auch 
{ABM)  —  Jc.{A* B* M)  =  0,  welche  Gleichung,  zufolge  der 
Bedeutung  der  in  ihr  vorkommenden  Symbole  {ABM)  und 
{A*  B' M),  auch  so  geschrieben  werden  kann 

AM.B'M  —  k.A'M.BM=o. 

Anderseits  ist  aber,  wenn  noch  0  ein  fester  Punkt  der  ersten 
und  O'  ein  solcher  der  zweiten  Reihe  wäre,  wobei  aber  O 
keineswegs  dem  Punkte  0*  entspricht, 

AM=OM—OAy  BM=OM—OB,  A* M ^O'M -^O'A* 

B'M  =  O'M  —  O'B' 

und  nimmt  dadurch  obige  Gleichung  die  Gestalt  an 

{\-^'k).OM.O'M-\-{k.O'A'  —  0'B').OM 
J^  {k.OB  —  OA).0' M -^OA.O* B' ^kO' A\OB  =  o, 

woraus  sich  ergibt,  wenn  noch  OM  =  x  und  0' M^  =  x^ 
gesetzt  wird, 

(233)   .    .    .     aa?a:'  +  /9ic  +  /a?'  +  d  =  0 

als  Verwandtschaftsgleichung  zweier  projectivischer  Punkt- 
reihen  in  anderer  Form,  sobald  x  und  a?'  die  Entfernungen 
zweier  entsprechender  Punkte  M  und  M"  von  den  festen 
Punkten  O  und  0'  angeben  und  a,  ß,  /,  ö  vier  Constan- 
ten sind. 

Eine  ähnliche  Relation  lässt  sich  nun  auch  flir  zwei  pro- 
jectivische  Strahlenbüschel  auffinden,  und  seien  zu  diesem  Ende 
wieder  (-4),  (JB),  (i),  {M)  vier  Strahlen  des  einen  und  (-4.'), 
{B*\  (Z'),  (M')  die  denselben  entsprechenden  Strahlen  des 
anderen  Büschels,  so  dass  nach  dem  letzten  Satze  die 
Gleichheit  besteht  {ABLM)  =  {A B' L' M)  oder  {ABL) 
—  k{A'B*L')  =  0.    Aus  der  letzten  Gleichung  fließt  aber 

10* 
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nach  der  Bedeutung  der  beiden  hierin  vorkonunenden  Sym- 
bole (ABL)  und  (A'B'L')  die  folgende 

sin {Ay  L) .  sin (B',  i')  —  k sin (^',  Z') .  sin {B,  L)  =  o, 

aus  welcher  man  nun  leicht  eine  Gleichung  ableiten  kann, 
welche  dieselbe  Form  besitzt,  wie  (233).  Ist  nftmlich  (O) 
ein  fester  Strahl  des  ersten  und  (0')  ein  solcher  des  zweiten 
Büschels,  wobei  jedoch  (0)  keineswegs  {0')  entspricht,  so 
ist  zunächst 

{A,  L)  =  (O,  L)  -  (0,  A),    (B,  L)  =  (O,  L)  -  {0,  B), 
(A',L')  =  iO',L')-iO',A'l    {B',L-)  =  {0' L')  -  {€>• ,  B'), 

weshalb  obige  Gleichung  auch  so  gegeben  werden  kann 

[cos(0,  A) .  co8(0',  B')—k  co8(0',  4')co8(0,  B)] .  tg(0,  L) .  tg(0',  L') 
+  [fc  sin  (0',  A')  cos  (0,  J5) — cos  (0,  ^)  sin  (0'  -B')]  tg  (0,  i) 
+  [k .  cos  (0',  ^')  sin  {0,  B)  —  sin  (0,  A)  cos  (0',  5')]  tg  (0',  i') 
4-  [sin  (0,  ^)  sin  (0',  J5')  —  k  sin  (0',  4')  sin  (0,  B)]  =  o 

und   hieraus   folgt,    sobald   man   noch  u  =  tg  (0,  L)    and 

«'  =  tg  (O',  L')  setzt, 

(234)  .   .   .     auu'  ■\-ßu  +  '/u'  -^6  =  0 

alsVerwandtschaftsgleichungvonzweiprojectivischenStrahlen- 
büscheln  in  anderer  Form,  wenn,  wie  bereits  erwähnt  wurde, 
u  und  u*  die  trigonometrischen  Tangenten  derjenigen  Winkel 
angeben,  welche  die  beiden  festen  Strahlen  (0)  und  (O'), 
von  welchen  ersterer  dem  einen,  letzterer  dem  anderen 
Büschel  angehört,  mit  den  einander  entsprechenden  Strahlen 
(i)  und  (i')  bilden,  während  wieder  a,  ßy  7,  6  vier  Con- 
stanten bezeichnen. 

In  dem  besonderen  Fall,  in  welchem  die  festen  Punkte 
O,  0*  oder  Strahlen  (0),  (O')  selbst  ein  Paar  entsprechender 
Elemente  der  beiden  projectivischen  Gebilde  darstellen,  ist 
aus  nahe  liegenden  Gründen  in  den  Gleichungen  (233)  und 
(234)  die  Constante  d  =  0  zu  setzen. 


Satz.  Sind  I  und  III, 
sowie  n  und  III,  je  zwei  pro- 
jectivische  Punktreihen,  so 
sind  auch  I  und  II  projec- 
tivisch. 


Satz.  Sind  I  und  m, 
sowie  n  und  III,  je  zwei  pro- 
jectivische  Strahlenbüschel, 
so  sind  auch  I  und  II  pro- 
jectivisch. 
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Beweis«  Es  seien  M^ 
—  AJ14=oundifi"  — rJ^" 
=  o  die  Gleichungen  zweier 
entsprechender  Punkte  jJf  und 
und  M*  der  Reihen  I  und  III, 
sowie  M^'  —  [iM^*  =  o  und 
M^'*  —  1? ^ "  ==  0  jene  zweier 
entsprechender  Punkte  M 
und  Jtf"  der  Reihen  11  und  III, 


14 


Beweis.  Es  seien  L^ 
—  XL^  =  0  und  Z/'  —  rZa'' 
=  o  die  Gleichungen  zweier 
entsprechender  Strahlen  {L) 
und  (i")  der  Büschel  I  und 
III,  sowie  Zj'  —  fiL^'  =  0 
und  Zi"=rZa"  =  o  jene 
zweier  entsprechender  Strah- 
len (Z')  und  (Z'O  der  Strahlen- 
btischel  n  und  HI, 


femer 

die  Verwandtschaftsgleichungen  für  I  und  HI,  beziehungs- 
weise n  und  in.  Dann  folgt  durch  die  Elimination  von 
V  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen 

(a;i  +  c)  (fta+d) 

oder 

(a6).2^  +  (ad'  — c'J).;i  +  (c6'  — a'd).//  +  (cd)  =  o, 

welche  Relation  den  obigen  Satz  beweiset. 

Von  selbst  ergeben  sich  nach  dem  in  §  18  bereits  be- 
wiesenen Satze  von  Pappus  die  beiden  Sätze: 


Legt  man  durch  zwei 
oder  mehrere  projectivische 
Punkti'eihen  Strahlenbüschel, 
so  sind  dieselben  ebenfalls 
projectivisch. 

Satz.  Durch  einen  jeden 
Punkt  lassen  sich  zwei  Strah- 
len legen,  von  welchen  ein 
jeder  ein  Paar  entsprechen- 
der Punkte  zweier  projecti- 
vischer  Punktreihen  enthält. 


Bringt  man  zwei  oder 
mehrere  projectivische  Strah- 
lenbüschel zum  Schnitte  mit 
einer  Transversalen,  so  sind 
die  dadurch  erzeugten  Punkt- 
reihen ebenfalls  projectivisch. 

Satz.  Auf  einer  jeden 
Geraden  befinden  sich  zwei 
Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen  zweier  projectivi- 
scher  Strahlenbüschel. 
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Beweis.  Bekanntlich 
stellen  die  beiden  Q-leichun- 
gen  (§  33) 

+  Sa  V  +  Ca)  =  o 

H-^a'^^  +  Ci')  =  0 


Beweis«  Bekanntlich 
stellen  die  beiden  Gleichun- 
gen (§  33) 


flir  jeden  Wert  von  X 
ein      Paar      entsprechender  1  ein  Paar  entsprechender  Strah- 


Punkte  von  zwei  projectivi- 
schen  Punktreihen  dar.  Soll 
nun  die  Verbindungsgerade 
der  Elemente  eines  solchen 
Paars  durch  den  Punkt 

Au'\-Bv'\-C  =  0 

gehen,  so  muss  ein  Werte- 
system von  u  und  v  existieren. 


len  von  zwei  projectivisehen 
Strahlenbüscheln  dar.  Soll 
nun  der  Schnittpunkt  der 
Elemente  eines  solchen  Paars 
in  der  Greraden 

liegen,  so  muss  ein  Werte- 
system von  X  und  y  existieren, 


welches   den  drei  letzten  Gleichungen  gleichzeitig  genügt, 
was  aber 

(A^—XA^)    {B,-XB,)    {C,—XC,) 
{A^'—XkA^*){B^'—XkB^'){C^*—XkC^')    =  o 
ABC 

bedingt,  und  diese  Gleichung  ist  in  X  vom  zweiten  Grade, 
womit  der  Satz  bewiesen  erscheint. 

§  35.    Ansgezeiclmete  Elemente. 

Bei  zwei  projectivisehen  Punktreihen  oder  Strahlen- 
büscheln 1.  Ord.,  d.  h.  also,  bei  zwei  gleichartigen  projec- 
tivisehen Gebilden  erster  Stufe,  existieren  immer  gewisse 
ausgezeichnete  Elemente,  welche  zu  den  übrigen  Elementen 
dieser  Gebilde  in  einer  einfachen  Beziehung  stehen. 

Liegen  zwei  projectivische  Punktreihen  vor,  so  sind 
diese  ausgezeichneten  Elemente  die  unendlich  fernen  Punkte 
M^  und  M^  der  Träger  (T)  und  (T')  beider  Reihen,  sowie 
die  diesen  Punkten  entsprechenden  Punkte  (r'  und  (r,  welche 
auch  die  Gegenpunkte  heißen.  Übergehend  auf  die  Be- 
stimmung   der   letzteren   und    deren  Eigenschaften,    mache 


VI.  §  85.  Ausgezeiofanete  Elemente.  151 

man  die  Annahme,  dass  M^  =  A^u-^- B^v^C^  =  o  und 
jMj'=-4i' 1^4- J5/t;  +  Ci'  =  o,  sowie  i^  =-42 1^+^2  ^  + C'a  ==0 
Tind  itfa'  ^iA^^u  -j-^a't?  +  C'a'  =  o,  die  Gleichungen  von 
zwei  Paaren  entsprechender  Punkte  seien,  mithin,  sobald 
noch  k  eine  Constante  bedeutet,  nach  ReL  (220)  die  Q-lei- 
chungen  M  =  M^  —  XM^  =  o  und  M'  =  M^^  —  XTcM^*  =  o 
irgend  ein  drittes  Paar  entsprechender  Elemente  darstellen, 
u.  zw.  für  jeden  speciellen  Wert  von  2.  Die  Abstands- 
verhältnisse  der  Punkte  M  und  jJf,  bezüglich  M^  M^  und 
J^',  M^*  als  örundpunkte,  sind  hierbei  dem  Parameter  X 
direct  proportioniert,  und  es  ist  nach  GH.  (95) 

(a)   .    .    .     {M^M^M)  =  X^,    (M^'M^'M)  =  Xk^, 

und  hierin  pj  ==  -p^,  pg  =  — Ist  nun  M  identisch 

Oj  Ca 

mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  M^  des  Trägers  (T)  der 
ersten  Reihe,  so  fällt  M'  mit  dem  öegenpunkte  (r'  zusammen, 
und  weil  nach  §  15  bekanntlich  {M^M^M^)  =  1  ist,  so 
wird  für  den  Punkt  M^  nach  der  ersten  obiger  Gleichun- 
gen 2  —  =  1,  oder  2  ==  — ,  mithin  zufolge  der  zweiten  der 

Pa  Qi 

Gleichungen  (a) 

(6)  .    .    .     {M^*K,*G')  =  k^.^/, 

wäre  dagegen  M'  identisch  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte 
M^  des  Trägers  (T')  der  zweiten  Reihe,  so  fiele  sodann  M 
mit  dem  Gegenpunkte  G  zusanmien  und  würde,  wegen 
(Jkfi'ifa'-M^)  =  1,  zufolge  der  zweiten  der  Gleichungen  (a) 

offenbar  Xk^  =  1,  oder  X  =  —,,-t-  und  daher 

(c)  .    .    .     (M.M^G)  =-J^  ?^.^i- 

Nim  multipliciere  man  die  beiden  eben  gewonnenen  Gleichun- 
gen (6)  und  (c)  mit  einander  und  erhält  dann 

MG     M'G*        GM     G'M' 

oder 

GM^  .  O'M,'  =  GM.,  .  G'Mi' 
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und  hieraus  fließt  der  Satz: 

Das  Product  aus  den  Abständen  zweier  entsprechender 
Punkte  zweier  projectivischer  Punktreihen  von  ihren  zuge- 
hörigen Gegenpunkten  ist  ftlr  alle  Paare  entsprechender 
Punkte  constant. 

Wenn    somit  Mj  M  irgend   ein  Paar   entsprechender 
Punkte  zweier  solcher  Punktreihen  darstellen^  so  ist  immer 
das  Product 
(235)  .   .   .     GM.G'M  =/ 

und  bedeutet  hierin  die  Constante  /  selbstverständlich  eine 
Fläche^  welche  auch  die  Potenz  der  projectivischen  Be- 
ziehung heißt. 

Zu  demselben  Satze  führt  übrigens  auch  die  Ver- 
wandtschaftsgleichung (233)^  d.  i. 

axx*  -\-  ßx-^-yx*  '\-6  =  o, 

in  welcher  bekanntlich  x  =  OM  und  x*  =  0* M  die  Ent- 
fernungen zweier  entsprechender  Punkte  M^  M  von  den 
beiden  festen  Punkten  O  und  0*  angeben.  Setzt  man  nun 
in  (233)  a?  =  oo,  wie  dies  dem  Punkte  M^  entspricht,  so 
nimmt  die  Gl.  (233),  wenn  man  sie  noch  vorerst  durch  x 
dividiert,  die  einfache  Gestalt  siXl  ax*  '\-  ß  =■  o  und  hieraus 

folgt  dann  x'  =  O'G'  =  —  -^ ;  dividiert  man  aber  Gl.  (233) 

durch  oj',  setzt  alsdann  o?'  =  oo,  so  folgt  aaj-|-7  =  o  und 

hieraus  x  =  OG  = —.  wodurch  die  Abstände  der  bei- 

a  ' 

den  Gegenpunkte  von  den  Fixpunkten  0  und  0'  gefunden 
sind.  Nun  lassen  sich  aber  auch  leicht  die  Strecken  GM 
und  G'  -äf'  berechnen.  Denn  es  ist  ja  zunächst  die  Strecke 
GM  =  O'M—OG,  jene  G' M  =  O'Jf-O'Ö^'  und  aus 
diesen  Relationen  folgt  nach  Substitution  der  eben  berech- 
neten Werte  von  0  G  und  0'  (?',  wenn  man  noch,  wie  oben, 

0M=  X  und  O'M  =  x'  setzt,  GM  =  x4-  ^xiniG'M' 

=  fic'H ,  weshalb  das  Product 

GM.G^M  =  a.aj'-f^^J^^  +  -^ 
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oder,  wie  ein  Blick  auf  Gl.  (233)  lehrt, 

GM.G*M  =  ^Zzi?i  =  Const. 

wird;  in  Übereinstimmung  mit  dem  Früheren. 

Derartige  ausgezeichnete  Elemente  lassen  sich  auch 
bei  zwei  projectiviflchen  Strahlenbüscheln  finden.  Es  seien 
ZU  diesem  Zwecke  wieder 

{A^  -  X^  A^) «  +  (fii  -  X^  B,)y-\-{C,  -  X,C,)  =  0, 

die  Gleichungen  zweier  Elemente  des  einen  und 

(A,'-fi,A,')x-\-iB\-(i,B,')y-\-iC,'-fi,C,')  =  o, 

jene  der  entsprechenden  Elemente  im  anderen  Büschel; 
wobei  die  Parameter  Xi  und  fu  den  Relationen  unterworfen 
sind 

a^a^  4-51j  -fcjMjj  +  d  =  o. 

Nachdem  nun  über  die  beiden  Parameter  X^  und  X^  ganz 
frei  verfügt  Werden  kann,  ist  wohl  eine  solche  Wahl  denk- 
bar, bei  welcher  die  durch  die  Gleichungen  (d)  gegebenen 
Strahlen  auf  einander  senkrecht  stehen,  und  müssen  dann  X^ 
und  X<^  nach  Gl.  (60)  der  Bedingung  (g)  genügen,  d.  i.:] 

{A,'^B,^X,X,-{A,A,^B,B,){X,  +  X,)-}-(A,'+B,^  =  o. 

Man  kann  jetzt  X^  annehmen  und  dann  aus  den  drei  letzten 
Gleichungen  X^,  [i^  und  ^  berechnen,  wodurch  man  nach 
Einführung  dieser  Werte  in  {d)  und  (e)  die  Gleichungen 
zweier  auf  einander  senkrechten  Strahlen  des  ersten  Büschels 
und  die  denselben  entsprechenden  Strahlen  im  zweiten 
Büschel  erhält.  Es  lässt  sich  nun  sehr  leicht  der  Nachweis 
erbringen,  dass  unter  den  Strahlenpaaren  des  zweiten  Büschels, 
welche  den  auf  einander  senkrechten  Strahlen  des  ersten 
Büschels  entsprechen,  ein  Strahlenpaar  existiert,  dessen 
Elemente  ebenfalls  auf  einander  senkrecht  stehen.  In  diesem 
Fall  kommt  nämlich  zu  den  drei  letzten  Relationen,  welchen 
die  vier  Parameter  X^y  X^  und  ^i,  ^  unterliegen,  noch  eine 
vierte,  u.  zw. 
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(A)  .   .    .   {A\''-\-B\')(i,(i,~iA,'A,'-]-B,iB,')((i,-i-fi,) 

^(A\>-\-B\»)  =  0 

hinzu,  und  aus  den  beiden  Q-leichungen  (/)  und  der  letzten 
Q-leichung  folgt  durch  die  Elimination  von  fi^  und  ^ 

(i)   .    .    .     [b^iA'^^'i-B'^^)  +  2ab{A\A^-^B\B'^) 
+  a\A\^-]-  B\^)]Xi  l,  +  [bd{A\^  +  .BV^)  +  (bc-^ad) . 
{A\A\-{-B\B\)  +  a  c  (A\  '+B\  ^)]  (X.+l,)  +  [d\A^,  '+B\  ^ 
^2dc(A,^  A,^  -\-  B,^ B,^)  ^c\A\^  +  B\^)]  =  o. 

Man  hat  sonach  zur  eindeutigen  Bestimmung  von  X^  und  X^ 
die  beiden  Gleichungen  (g)  und  (i),  aus  welchen  sich  zunächst 
ergibt,  wenn  man  dieselben  nach  X^^  X^  und  (^^  +  Ag)  auflöst, 

und  hieraus 

Sind  nun  yl^  und  X2  auf  diese  Weise  ausfindig  gemacht^  so 
lassen  sich  auch  fi^  und  fi^  mittelst  der  GHeichungen  (/) 
eindeutig  berechnen  und  ist  dadurch  in  der  That  der  Be- 
weis geliefert,  dass  unter  jenen  Strahlenpaaren  des  zweiten 
Büschels,  welche  zwei  auf  einander  senkrechten  Strahlen  des 
ersten  entsprechen,  ein  solches  ausfindig  gemacht  werden 
kann,  dessen  Elemente  ebenfalls  auf  einander  senkrecht 
stehen.  Es  lässt  sich  aber  auch  leicht  zeigen,  dass  die  be- 
wussten  Parameter  2^,  X2  und  ^j,  fi^  nicht  nur  eindeutig 
bestimmte  G-rößen  sind,  sondern,  dass  dieselben  auch  immer 
reell  sein  müssen,  und  zu  diesem  Zwecke  mache  man  die 
Annahme,  dass  die  Q-leichungen  der  Strahlen  (L^),  (L^)  und 
(i^')  (L2)  in  der  Hesse'schen  Normalform  gegeben  wären  und 

(ii,  Zfa)  =  (i^',  ig')  =  ^  ist,  was  statthaft  erscheint,  indem 

hier  weder  (i^),  (ii')?  noch  (ig),  (L^'),  ein  Paar  ent- 
sprechender Strahlen  darstellen.  (Siehe  §  33.)  Dann  wird 
A^^  +  B,^  =  A,'^  +  B,''  =  A2^  +  B2^  =  A2'^  +  B2'^  =  1 

und  A^A^+B^B^  =  ^/-^a'  +  ^i'^a'  =  0,  weshalb  die 
früher  gewonnenen  Q-leichungen  (g)  und  (i)  übergehen  in 
die  bedeutend  einfacheren: 

^1  ^2  +  1  =  0,  (a«  +  b^)X, X2  +  (ac-\-bd)  (X,  +  X,) 

+  (c^  +  6?2)  =  0 
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und  aus  diesen  folgt : 

;;    __1  X   -4-2    _a'  +  h^-'c'-d^ 

woraus  man  sofort  erkennt^  dass  X^  und  X^^  mithin  auch  fi^ 
und  [1^  reell  sein  müssen.  Man  gelangt  demnach  zu  dem 
wichtigen  Satze: 

Sind  zwei  Strahlenbüschel  projectivisch,  so  existieren 
in  einem  jeden  Büschel  zwei  auf  einander  senkrecht  stehende 
Strahlen^  deren  entsprechende  Strahlen  im  anderen  Büschel 
ebenfalls  auf  einander  senkrecht  stehen,  und  die  hier  be- 
trachteten Strahlen  sind  reell. 

Man  nennt  diese  entsprechenden  Normalstrahlen  die 
Gegenstrahlen  beider  Büschel;  und  sie  sollen  in  Hinkunft 
mit  ((tj)  und  (G^a)  ^"^  ^^^  einen,  mit  (ff^')  und  (ög')  in  dem 
anderen  Büschel  bezeichnet  werden.    Es  ist  daher  ((t^,  G^  = 

(6?/,ff2')  =  Y,  ferner  (ß^  und  (ö/),  sowie  iß^)  und  (G^\ 

je  ein  Paar  entsprechender  Strahlen,  und  gehören  ((?i),  iß^ 
dem  einen;  (ö^i');  ^%)  dem  anderen  Büschel  an. 

Die  eben  definierten  Gegenstrahlen  zweier  projecti- 
vischer  Strahlenbüschel  zeichnen  sich  durch  eine  bemerkens- 
werte Eigenschaft  aus,  die  ausgesprochen  erscheint  in  dem 
Satze: 

Das  Product  aus  den  trigonometrischen  Tangenten  der- 
jenigen Winkel,  welche  zwei  entsprechende  Strahlen  (i)  und 
(L')  mit  den  zwei  nicht  entsprechenden  Gegenstrahlen  {ß^ 
und  (Ög')  oder  ß^  und  ß^*)  bilden,  ist  constant. 

Um  diesen  Satz  einfach  analytisch  zu  beweisen,  wähle 
man  die  Gegenstrahlen  beider  projectivischer  Büschel  zu 
Grundstrahlen  der  letzteren  und  erhält  dann  nach  §  34, 
Gl.  (221),  fiir  ein  Paar  entsprechender  Strahlen  die  Gleichungen 

Z  =  ö,  —  AÖa  =  0,         L*=  (?/—  XkQ^*  =  0, 

in  welchen  k  eine  Constante  bedeutet,  während  X  ein  ver- 
änderlicher Parameter  ist,  der  für  jedes  Paar  entsprechender 
Strahlen  einen  anderen  speciellen  Wert  besitzt.  Aus  diesen 
Gleichungen  folgt  nun  nach  Gl.  (99) 
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und  weil  in  dem  vorliegenden  Fall 

j.  sin  (Gl  L)    sin  (G^  L)   


(ö,  O,  L) 


sin  (ffj,  L) 


siii(Z,  ög) 


:g 


(<?„i)> 


ist,  so  erhält  man,  zufolge  der  anmittelbar  vorangegangenen 
Relationen,  die  Gleichungen 

und  hieraus^  wenn  man  dieselben  mit  einander  multipliciert, 

tg  {Gt„  L) .  tg  ((?/,  L') = + ?t^; .  ^. 

Es  ist  somit  das  Product  aus  den  trigonometrischen  Tangenten 
der  beiden  Winkel  ((tj,  L)  und  ((tj',  L')  unabhängig  von 
dem  jeweiligen,  die  Strahlen  (L)  und  (L')  bestimmenden 
Werte  von  X,  und  demnach  in  der  That: 

(236) tg(G^„  L) .  tg(G,\  V)  =  /, 

wenn  /  eine  Constante  bedeutet. 

§  36.   Perspectivische  Omndgebilde  erster  Stufe. 


Zwei  projectivische 
Punktreihen     sind     perspec- 
tivisch,    wenn    zwei   entspre- 
chende Elemente  zusammen- 
fallen. 


Zwei  projectivische 
Strahlenbtischel  sind  perspec- 
tivisch,    wenn   zwei    entspre- 
chende Elemente  zusammen- 
fallen. 


Gestützt  auf  diese  Definition  kann   man    daher  sagen, 
dass  die  beiden  Gleichungen 


(237) . . 


M^  —  XM^  =  0, 


zwei   perspectivische  Punkt- 
reihen darstellen, 


X/j  Ä  JL/j 


. .  (238) 


jLi  — ^ig'  =  o 

zwei  perspectivische  Strahlen- 
btischel darstellen, 


sobald    2.    und   /^    veränderliche   Parameter    repräsentieren, 
unterworfen  der  Bedingung : 

(239) bk-{-c(i  =  0. 


Satz.   Die  Verbindungs- 
geraden   entsprechender 


Satz.   Die  Schnittpunkte 
entsprechender  Strahlen  von 
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Funkte  von  zwei  perspee- 
tivischen  Punktreihen  gehen 
durch  einen  und  denselben 
Funkt;  genannt  das  perspeo- 
tivische Centrum. 

Beweis.  Die  Coordi- 
naten  u^  v  einer  Geraden, 
welche  ein  Paar  entsprechen- 
der Punkte  Mj  M  mit 
einander  verbindet,  werden 
gefunden,  sobald  man  die 
G-leichungen  (237)  nach  u  und 
V  auflöst  und  nach  vollzogener 
Auflösung  für  X  und  y,  das- 
jenige Wertesystem  einführt, 
welches  diesem  Punktpaar 
angehört.  Eliminiert  man  da- 
her 1  und  y.  aus  den  drei 
Gleichungen  (237)  und  (239), 
so  erhält  man  die  Gleichung 
des  geometrischen  Ortes  aller 
Verbindungsgeraden  entspre- 
chender Punkte,  und  diese 
Gleichung  lautet: 


0, 


—M. 


h 


2 


zwei  perspectivischen  Strah- 
lenbüscheln liegen  in  einer  und 
derselben  Geraden,  genannt 
die  perspectivische  Achse  oder 
der  perspectivische  Durch- 
schnitt. 

Beweis.  Die  Coordi- 
naten  Xy  y  des  Schnittpunktes 
eines  Paars  entsprechender 
Strahlen  (i),  {L*)  werden 
gefunden,  sobald  man  die 
Gleichungen  (238)  nach  x 
und  y  auflöst  und  nach  voll- 
zogener Auflösung  für  X  und 
(i  dasjenige  Wertesystem  ein- 
führt, welches  diesemGeraden- 
paar  angehört.  Eliminiert  man 
daher  X  und  fi  aus  den  drei 
Gleichungen  (238)  und  (239), 
so  erhält  man  die  Gleichung 
des  geometrischen  Ortes  aller 
Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen,  und  diese  Gleichung 
lautet : 

i^,      ig,  0 


0, 


*, 


oder 


welche  Gleichung  in  die  beiden  linearen  Gleichungen  zerfällt 


(240)... ^_ 


M,  = 


0=bM^'-^cM^=Oy 


L,  = 


r  =  6ia'  +  cia  =  o. 


'...(241) 


von  welchen 


die  erste  dem  Punkte  Jfj  an- 
gehört, die  zweite  aber  einen 
in  der  Geraden  M^  M^*  liegen- 
den Punkt  O    (Fig.  38)    be- 


die  erste  der  Geraden  {L^  an- 
gehört, die  zweite  aber  einen 
durch  den  Schnittpunkt  der 
Strahlen  (ij)  und  {L^)  gehen- 
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Fig.  38. 

Stimmt,  und  dieser  ist  gleich- 
zeitig nebst  My^  der  gesuchte 
geometrische  Ort  der  Verbin- 
dungsgeraden entsprechender 
Punkte,  Die  zweite  der  obigen 
Gleichungen  ist  somit  die 
Gleichung  des  perspectivi- 
ßchen  Centrums  der  beiden 
perspectivischen  Reihen. 


Fig.  40. 


Fig.  39. 

den  Strahl  (T)  (Fig.  39)  an- 
gibt, und  letzterer  ist  gleich- 
zeitig nebst  (ij  der  gesuchte 
geometrische  Ort  der  Schnitt- 
punkte entsprechender 
Strahlen.  Die  zweite  der  obi- 
gen Gleichungen  ist  somit  die 
Gleichung  der  perspectivi- 
schen Achse  der  beiden  per- 
spectivischen Strahlenbüschel. 

Eine  Punktreihe  und  ein 
zu  derselben  projectivischer 
Strahlenbüschel  sind  perspec- 
tivisch,  wenn  ein  jeder  Punkt 
der  Reihe  in  dem  entsprechen- 
den Strahl  des  Büschels  zu 
liegen  kommt  (Fig.  40).  Es 
ist  nun  die  Frage,  wann  sind 
die  durch  die  drei  Gleichungen 


(242)...(aii^  +  *i^  +  l)  —  i"(ö2^  +  *2^  +  l)  =  ^> 

gegebenen  projectivischen  Gebilde  (Strahlenbüschel  und 
Punktreihe)  perspectivisch  ?  Oflfenbar  wird  dies  dann  statt- 
finden, wenn  für  jedes  zusammengehörige  Wertesystem  von 
X  und  II  die  Identität  besteht: 
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und  aus  dieser   und  der  letzten  der  drei  vorangegangenen 
Gleichungen  folgt  durch  die  Elimination  von  (i  die  Relation : 

[a {A^ a,  +  5, 6i  +  CJ  +  h {A^ a^  -\- B^\-\-  CJ] ;i«  + 

-  ftUia^  +  Ä^  63 +  Ci) +  d(^a, +  5,5,-1- C,)];i- 

-  [c {A,  a,  +  A  61  +  Cx)  +  d{A,  a,  +  5,  6,  +  Q)]  =  o, 

welche   befriedigt  werden   soll  für  jeden   reellen  Wert  des 

Parameters  X.     Letzteres    ist   aber,   wie   ein   Blick    auf   die 

letzte  Gleichung  sofort  zeigt,  nur  dann  möglich,  wenn 

^1  aj  +  jBj  61  +  C  =  o,  A^  aa  +  ^2  63  +  C'a  =  0, 
6(^1  «2  +  -^1  ^2  +  Q)  =  c (-^a  ^1  +  -^2  ^1  +  ^2);  a  =  d  =  0 
ist,  d.  h.  also  die  durch  die  beiden  ersten  der  Gleichungen 
(242)  gegebenen  Gebilde  sind  dann  perspectivisch,  wenn 
der  Punkt  a^  1^ -f- i^  v  + 1  =  o  in  der  Geraden  A^x-\-B^y-\- 
-j-Cj  =  0  und  jener  a^u-^-h^v-^l  =  0  in  der  Geraden 
A^x-\-  ß^y  -^-C^  =  0  liegt,  femer  die  Gleichung  der  Pro- 
jectivität  lautet: 

Von   selbst   folgen   noch   die   nachfolgenden   einfachen 
Sätze  über  perspectivische  Grundgebilde  erster  Stufe. 


Bringt  man  einen  Strahlen- 
btischel  zum  Schnitte  mit  n 
Transversalen  (2\),  d.  h.  sol- 
chen Geraden,  welche  nicht 
durch  das  Centrum  0  des 
Büschels  gehen,  so  erhält 
man  n  Punktreihen,  welche 
untereinander  perspectivisch 
sind  und  von  welchen 
eine  jede  noch  überdies 
perspectivisch  ist  mit  dem 
Strahlenbüschel.  Verschiebt 
man  dann  die  Transversalen 
(Ti)  mit  den  auf  diese  Weise 
gefundenen   Punktreihen,    so 


Verbindet  man  die  ein- 
zelnen Elemente  einer  Punkt- 
reihe durch  Strahlen  mit  n 
Punkten  Oi,  Og . .  .0«,  welche 
außerhalb  des  Trägers  (T) 
der  Reihe  liegen,  so  erhält 
man  n  Strahlenbüschel,  welche 
unter  einander  perspectivisch 
sind  und  von  welchen  ein  jeder 
noch  überdies  perspectivisch 
ist  mit  der  Punktreihe.  Ver- 
schiebt man  dann  diese  n- 
Strahlenbüschel  beliebig  in 
ihrer  Ebene,  so  verlieren  die- 
selben   ihre    perspectivische 
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verlieren  die  letzteren  ihre 
perspectivische  Lage,  ver- 
bleiben aber  noch  immer  pro- 
jectivißch;  d.  h.  je  zwei  diejser 
Beihen  sind  projectivisch, 
ebenso  eine  jede  Keihe  und 
der  Strahlenbüschel. 

Bringt  man  zwei  per- 
spectivische Strahlenbüschel 
zum  Schnitte  mit  einer  nicht 
durch  die  Mittelpunkte  der 
beiden  Büschel  gehenden  Ge- 
raden (T)y  SO  erhalt  man 
zwei  projectivische  Punkt- 
reihen. 


LagC;  verbleiben  aber  noch 
immer  projectivisch,  d.  h.  je 
zwei  dieser  Büschel  sind  pro- 
jectivisch, ebenso  ein  jeder 
Büschel  mit  der  Reihe. 

Verbindet  man  die  Ele- 
mente von  zwei  perspectivi- 
schen  Punktreihen  durch 
Strahlen  mit  einem  außerhalb 
der  Träger  der  beiden  Reihen 
liegenden  Punkte  0,  so  erhält 
man  zwei  projectivische 
Strahlenbüschel. 


.^rHri 


Fig.  41. 


Fig.  42. 


§  37.   Constmetion  der  projeotivisclien  Pnnktreihen  und 

Strahlenbüschel. 


Sind  zwei  projectivische 
Punktreihen  I  und  II  durch 
drei  Paare  ifi,  3f/;  M^^M^' 
und  ^fg,  M^*  entsprechender 
Punkte  gegeben,  so  kann  man 
nachfolgendes  Verfahren  ein- 
schlagen, um  zu  einem  Punkte 
M  der  Reihe  I  den  entspre- 


Sind  zwei  projectivische 
Strahlenbüschel  I  und  11  durch 
drei  Paare  (ZJ,  (i,0;  (A), 
(iaO  und  (is),  (L3O  entspre- 
chender Strahlen  gegeben,  so 
kann  man  nachfolgendes  Ver- 
fahren einschlagen,  um  zu 
einem  Strahl  {L)  des  Büschels 
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ebenden  Punkt  M!  von  II 
constructiv  zu  ermitteln.  Man 
lege  nämlich  durch  diePunkte 
U^  und  jJfi'  (Fig.  41)  den 
Str^  (4)  =  (Zji')  und  wähle 
in  dem»elb«oi  die  Punkte  0 
and  0%  welche  man  durch 
die  Strahlen   (i^),  (Zig)   und 

(ig');  (^')  D^it  den  Punkten 
ifg,  jJfg  und  M^\  M^*  verbin- 
det. Die  Strahlen  {L^)  und 
(Zg')  durchschneiden  sich  in 
Wa,  jene  (ig)  und  (Zg')  in  »ig, 
und  die  so  erhaltenen  Punkte 
^2  und  mg  bestimmen  die 
Gerade  {t\  welche  die  (i^) 
in  m^  durchschiSidet  und  als 
Träger  einer  dritten  Punkt- 
reihe III  functioniert.  Nun 
verbinde  man  den  Punkt  M, 
dessen  entsprechender  Punkt 
-äf  constructiv  zu  finden  ist,  mit 
0  durch  den  Strahl  (Z)  und 
bringe  letzteren  mit  dem 
Träger  {t)  zum  Durchschnitte, 
wodurch  sich  der  Punkt  m 
ergibt,  der  mit  0*  durch  den 
Strahl  (Z')  zu  verbinden  ist 
und  den  Iräger  {T)  der 
Reihe  11  in  dem  gesuchten 
Punkte  M  trifft. 


Haitner,  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte. 


I  den  entsprechenden  Strahl 
(Z')  van  n  constructiv  zu 
bestimmen.  Man  lege  nämlich 
durch  den  Schnittpunkt  M^  s= 
Jbfi'  (Fig.  42)  der  beiden 
Strahlen  (Z^)  und  (Z^')  die 
beiden  Transversalen  (T)  und 
(2^),  von  welchen  erstere  die 
Strahlen  {L^\  (Zj)  und  (Z,) 
in  den  Paukten  M^,  M^  .und 
Jifg ;  letztere  dagegen  die 
Strahlen  (Z^O,  (A»0  und  (Zg') 
in  M^%  M^*  und  i^'  trifft. 
Nun  verbinde  man  M^  *  und  M^ 
durch  (Zg),  -Mi  und  Jlfg'  durch 
(Zg)  und  erhält  als  Schnitt- 
punkt dieser  beiden  eben 
gefundenen  Strahlen  den 
Punkt  0,  welcher  als  Mittel- 
punkt eines  dritten  Strahlen- 
büschels functioniert.  Schließ- 
lich bringe  man  den  Strahl 
(Z)  des  Büschel  I,  dessen 
entsprechender  Strahl  (Z')  im 
Büschel  II  durch  Construction 
bestimmt  werden  soll,  mit 
dem  Träger  (T)  zum  Durch- 
schnitte, wodurch  sich  der 
Punkt  M  ergibt,  lege  durch 
letzteren  und  den  früher  er- 
mittelten Punkt  0  den  Strahl 
(Z),  welcher  die  Transversale 
(TO  im  Punkte  M  trifft,  und 
verbinde  letzteren  mit  dem 
Centrum  0'  des  zweiten  Bü- 
schels durch  einen  Strahl, 
welcher  gleichzeitig  der  ge- 
suchte (Z')  ist. 

11 
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Um  die  Richtigkeit  der 
eben  gezeigten  Construction 
zu  constatieren^  wird  be- 
merkt^ dass  die  Punkt- 
reihen I  und  III,  sowie 
jene  II  und  III,  perspectivisch 
sind,  weshalb  nach  einem  be- 
kannten Satze  über  projec- 
tivischePxmktreihen,  weil  M^, 
m^  5  jMa,  ma ;  Mg,  m^  und  M^ 
m;  sowie  M^\  m^^  M^^  m^\ 
M^*y  m^  und  My  m  Paare 
entsprechender  Punkte  dar- 
stellen und  perspectivische 
Punktreihen  auch  gleichzeitig 
projectivisch  sind, 

{M^M^M^  M)  =  {m^m^  m^  m), 
{M^' M^*  M^*  M)  =  {m^m^m^m) 

ist,  woraus 

=  (i^f/i^fa'J^f3'i^fo, 

zum  Beweise,  dass  der  so  ge- 
fundene Punkt  M  in  der  That 
dem  Punkte  M  entspricht. 


Um  auch  hier  die  Rich- 
tigkeit der  Construction  zu 
beweisen,  sei  zunächst  wieder 
bemerkt,  dass  die  Strahlen- 
büschel I  und  III,  sowie  jene 
II  und  m,  perspectivisch  sind, 
mithin  nach  einem  bekannten 
Satze  über  projectivische 
Strahlenbüschel,  weil(Li),  (Zi); 
(ij,  (Z,);  (La),  ik)   und  (i), 

®;sowie(4'),(Z,);(L20(«2); 
(40,  (k)  und  (iO,  (0  Paare 
entsprechender  Strahlen  dar- 
stellen und  perspectivische 
Strahlenbüschel  auch  gleich- 
zeitig projectivisch  sind, 

i-^l     Lg'  Lg'  L')     =     {li  I2  ^3  Z) 

sich  ergibt 

(Lj  L2  L3  L)  =  (L^ '  Lg '  L3 '  L^)y 
zum  Beweise,  dass  der  so 
gefundene  Strahl  (L')  in  der 
That  dem  Strahl  (L)  ent- 
spricht. 


Es  gibt  jedoch  eine  noch  viel  einfachere  und  bessere 
Metiiode,  um  zwei  projectivische  Punktreihen  oder  Strahlen- 
büschel zu  vervollständigen,  und  diese  gründet  sich  auf  die 
beiden  nachfolgenden  Sätze,  nämlich: 


Sind  Miy  M,';  M^,  M^' 
und  jlfg,  ilfg'  drei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  von  zwei 
projectivischen  Punktreihen 
(Fig.  43),  so  durchschneiden 
sich  die  Verbindungsgeraden 

ifiifa'  undif/i£j,  JJfjifg'und 

ifj' Jtfg,  Jfa  Jtfg'  und  M^'M^  in 


Sind   (L,),   (L/);    (i,), 
(L,')     und    (Lg),  •  (LgO     drei 

Paare    entsprechender 
Strahlen  von  zwei  projectivi- 
schen Strahlenbüscheln  (Fig. 
44),    so    liegen   die    Schnitt- 
punkte (L^(LP)  und  (l7)(^)  5 

(l;;){i:^)  und  (ipx^); 
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drd  Punkten  a,  ß  und  y  einer 
und  derselben  Geraden  (J), 
der  DirectionsachBe  beider 
Punktreihen. 


Um  diesen  Satz  zu  be- 
weisen, seien  y;,  Zj  and  yi  —  z; 


mXL^')  und  (Xj'Xis)  in  drei 
Geraden  («),  C/9)  und  {/), 
welche  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  J  gehen,  genannt 
das  Directionscentrum  beider 
StrahlenbllBchel. 

Um  auch  diesen  Satz  zu 
beweisen,    seien   v,-,  w;  und 
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{i  =  1,  2,  3)  die  trilinearen 
Coordinaten  der  Punkte  -äf^, 
Jfj  und  M^ ;  y,',  ;»<'  und  y/— 
Zi*  {%  =  1,  2,  3)  jene  der  ent- 
sprechenden Punkte  Jfi',  M2' 
und  Jfg';  femer  {Ä)y  (B),  (C), 
(D),  (JS),  (jP)  die  durch  die 
Punkte  M^  und  Afg',  If/  und 
M^f   M^   und   ifg',  Ml*   und 

jMg,  Ifg  ^^^  ^3';  ^2'  ^^d  -*4 
gelegten  sechs  Strahlen. 


Vi  —  Wi  (i=  1,  2,  3)  die  trigo- 
nalen  Coordinaten  der  Strahlen 
(ZJ,  (La)  und  (ig) ;  v/,  wMi 
Vi  —  Wi  (i  =  1,2,  3)  jene  der 
entsprechenden  Strahlen  (Z/), 
(iaO  und  (Z3O ;  ferner  Jl,  5,  C, 
JD,  E,  FAie  Punkte,  in  welchen 
die  Strahlen  (i^)  und  (i^') ,  {L^') 
und  (L,),  (ij  und  (L^O,  (AO 
und  (ig),  (ia)  und  (Z3O,  (AO 
und  (Z«j)  sich  durchschneiden. 


Dann  bestehen  nach  GL  (163),  beziehungsweise  (164), 
die  Gleichungen,  u.  zw.: 


C 


D  = 


X^    X2    ÄJ3 

i 

yi  yt  ys 

Z/    «2'    Zg' 
«^1      «^2      "^S 

3 

Vi.'  yi  yz 

«1     «2     «s 

aSj            052            ""3 

2/1        Vi        Vi 

(yi'-^')(y,'-^.')(y,'^') 

«1 
Vi 

(Dt- 

X2           «^ 

«1)  (2'»       2.)  (»8- 

3 

0, 


i?= 


X, 


Xc 


X 


8 


^^  ^2  3 

(yi'^iO(y,'-«.0(y,'-^') 


jp'= 


a;. 


m7i 


2 


0? 


3 


^3 


(yr-^)^%—^%)iyz—^i) 


A~ 


V 


2 


^^?1     w?. 


B  = 


(7= 


Vi 


V, 


^3 
«3 

V. 


=  0, 


=  0, 


3 


(i;i'-M>iO(2;,'-M720(«'8'-««'8') 


=  0, 


2) 


V, 


u 

V 


2 


2 


^3 


(yj— tri)(i;8—iü8)(ü8— Ws) 


=0, 


E 


w. 


u 
w 


2 


2 


K'-t^iO(^»'-t(;,0(t^8'-«'»0 


=  0, 


i?^= 


^1 


^2 
W, 


W, 


(vi—wi)  (y,— fö,)  iv^—w^) 


und  hieraus  erhält  man  die  Identitäten : 


(a)_(C+i))=~(^+i^  = 
=  (^+J5)  = 


1        2        3 

yi  ya  2/8 

+ 

Zl'    «,'    iZs' 

X^       Xa       X< 


s 


2/1'  ya'  ys' 


»a 


>8 


=  (^  +  5)  = 


Wj      1^2      1^3 

Wi    1*2    W3 

«^1      ^2      ^8 



Vi't;2'v3' 

«^i'  t^a'  «4^3' 

W?i  «?3  «?s 

(i) 
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zufolge  welcher  die  drei  Gleichungen: 


eine  und  dieselbe  Gerade  dar- 
stellen von  der  Gleichung 


(d).  .  J= 


Ä?j        X2        äJg 

yi  Vi  y» 


'i 


+ 


+ 


yi'  ya 


y»' 


9^ 


*2 


^3 


einen   und   denselben  Funkt 
darstellen  von  der  Gleichung 


J  = 


Ui      Ua      U 


3 


V,       V 


2 


V 


3 


t«?i 


«?a     ^3 


+ 


+ 


t*i    Wa    W3 


w. 


=  0  . . .  (ö) 


Nun  bestimmen  aber  die 
Strahlen^  welche  bexiehungs- 
weise     durch     die     Schnitt- 
punkte a,  ßy  f  der  Geraden 

(4)  und  {B\  (C)  und  (D), 

(E)  und  (F) 
gehen,  und  daher  liegen 
auch,  wegeü  der  Identitäten 
(a),  diese  drei  Schnittpunkte 
insgesammt  in  der  .  Gera- 
den (J),  womit  der  oben 
ausgesprochene  Satz  erwiesen 
und  gleichzeitig  die  Gleichung 
der  Directionsachse  bestimmt 
erscheint^ 

Wennnunif,  M  irgend  ein 
Paar  entsprechender  Punkte 
derjenigen  projectivi§chen 
Punktreihen  darstellen,  welche 
durch  die  Paare  M^,  M^*  \ 
M^y  Jfcfa';  M^y  M^*  gegeben 
sind,  so  lässt  sich  sofort  zei- 
gen, dass  auch  die  Verbin- 
dungsgeraden MMi  und 
MMu  (k  =  1,  2,  3)  in  der 
Directionsachse      (/)       sich 


1  ^2  w^ 

früheren  Gleichungen  (c)  drei 
Punkte,  welche  beziehungs- 
weise in  den  Verbindungs- 
geraden (a),  (ß)  und  (7)  der 
Punkte 
A  und  B,  (7  und  D,  E  und  F 

liegen,  und  daher  gehen  auch, 
wegen  der  Identitäten  (J), 
diese  drei  Verbindungsgera- 
den insgesammt  durch  den 
Punkt  Jy  womit  der  oben 
ausgesprochene  Satz  erwiesen 
und  gleichzeitig  die  Gleichung 
des  Directionscentrums  be- 
stimmt erscheint. 

Wenn  nun  (i),  {L')  ir- 
gend ein  Paar  entsprechender 
Strahlen  derjenigen  .projecti- 
vischen  Strahlenbtischel  dar- 
stellen, welche  durch  die  Paare 

{L,)y  (40;  (4),  (40;  (4), 

(Z3O  gegeben  sind,  so  lässt  sich 
sofort  zeigen,  dass  die  Verbin- 
dungsgeraden der  Punkte  M 
und  My  in  welchen  (L)  und 
(Lt*)y    sowie    (iO    ^^^   (^*)? 
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durchschneiden  müssen.  Es 
seien  zu  diesem  Zwecke  wieder 
im  Sinne  des  in§33  bereits  Vor- 
geführten y, — Xzi  und  T/i — Xziy 
i  =  ly  2y  3,  die  trilinearen 
Coordinaten  der  Punkte  M 
und  3f' ,  femer  (L)  und  (Z') 
die  durch  die  Punkte  if, 
JfeTi'  und  My  M^  gelegten 
Strahlen  (in  der  Figur  wurde 
ikCj  gewählt).  Dann  reprä- 
sentieren : 


L~ 


X 


iCc 


X, 


1  *^2  ^Z 

Vi      y^     Vz 


=0, 


i'= 


aj, 


Xci 


X 


3 


'1 

y\      y%     Vs 

die  Gleichungen  von  (L)  und 
(i')  und  diese,  sowie  Gl.  (d), 
führen  zur  Identität 

L-f  Z'  =  — i.J, 

welche  aussagt,  dass  die 
Gerade 

Z  -f  Z'  =  0 

ebenfalls  mit  der  durch  Gl. 
(d)  bestimmten  Geraden  (J) 
identisch  ist.  In  Anbetracht, 
dass  aber  obige  Gleichung 
gleichzeitig  eine  Gerade  dar- 
stellt, welche  durch  den 
Schnittpunkt  fi  der  Strahlen 
(i)  und  (iO  geht,  be- 
findet sich  der  Schnittpunkt 
der  letzteren  ebenfalls  in  (J). 
Damit  ist  aber  auch  der  Weg 


k  =  1,  2,  3,  sich  durch- 
schneiden, durch  J  hindurch- 
gehen muss.  Es  seien  zu 
diesem  Zwecke  wieder  im 
Sinne  des  in  §  33  bereits  Vorge- 
führten Vi — Xw{  und  Vi — Xwij 
i  =  1,  2,  3,  die  trigonalen 
Coordinaten  der  Strahlen  (i) 
und  (Zf'),  ferner  M  und  M 
die  Punkte,  in  welchen  die 
Strahlen  (Z)  und  (Z/),  (Z') 
und  (Zj)  sich  durchschneiden. 
Dann  repräsentieren: 


M~ 


u 


2 


V. 


(vi—Xwi)  (vj— Am?,)  (vs—Uo^) 


V 


2 


V 


3 


=  0, 


M'  = 


V, 


u 

V 


2 


2 


U 
V 


3 


3 


W'^^'tv^*'l.W^')W'lWs*) 


=  0 


die  Gleichungen  von  M  und 
M  und  diese,  sowie  Gl.  (e), 
führen  zur  Identität 

jkf-f  M'  =  — ji.j; 

aus  welcher  folgt,  dass  der 
Punkt 

JJf -I-  M  =  o 

ebenfalls  mit  dem  durch  Gl. 
(e)  bestimmten  Punkte  J 
identisch  ist.  In  Anbetracht, 
dass  aber  obige  Gleichung 
gleichzeitig  einen  Punkt  dar- 
stellt, der  in  der  Verbindungs- 
geraden {(i)  der  Punkte  M 
und  M  liegt,  geht  die 
Gerade  (//)  ebenfalls  durch 
J.  Damit  ist  aber  auch  der 
Weg  gefunden,  welcher  ein- 
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gefunden,  welcher  einzuschla- 
gen ist,  um  zwei  projectivische 
Punktreihen,  die  gegeben  sind 
durch  drei  Paare  entsprechen- 
der Punkte  ifj,  M/ ;  ifj,  M^' ; 
Afg,  M^'j  zu  verrollständigen. 
Man  bestimme  nämlich  mit- 
telst der  letzteren  die  Direc- 
tionsachse  ( J)  beider  Reihen, 
was  dadurch  geschieht,  dass 
man  z.  B.  M^M^*,  und  M/Mg, 

sowie  ifiMg'  und  M^*  M^  zum 

Schnitte    bringt    und    durch 

diese  Schnittpunkte  die  Ge- 
rade (J)  legt,  verbinde  hier- 
auf irgend  einen  Punkt  M 
der  ersten  Reihe  mit  M^* 
(oder  M^',  Mg')  durch  den 
Strahl  (i)  und  lege  durch 
den  Schnittpunkt  n  der  Strah- 
len (i)  und  (J)  den  Strahl 
{L%  welcher  den  Träger  (2^0 
der  zweiten  Reihe  in  dem  ent- 
sprechenden Punkte  M  von 
if  triflft.  So  fortfahrend  kann 
man  zu  beliebig  vielen  Punk- 
ten der  ersten  Reihe  dit  ent- 
sprechenden der  zweiten  con- 
structiv  ermitteln. 

Nicht  ohne  Interesse  flir 
die  später  folgenden  Con- 
structionen  sind  diejenigen 
Punkte,  welche  dem  Schnitt- 
punkte der  Träger  (T)  und 
[T')  beider  Reihen  entspre- 
chen.  Es  ist  klar,  dass  man 


zuschlagen  ist,  um  zwei  pro- 
jectivische Strahlenbtischel, 
die  gegeben  sind  durch  drei 
Paare  entsprechender  Strah- 
len  (i,),  (i/);  {L,),  (L,'); 
(ig),  (Z»3*),  zu  vervollständi- 
gen. Man  bestimme  nämlich 
mittelst  der  letzteren  den 
DirectionsmittelpunktJbeider 
Büschel,  was  dadurch  ge- 
schieht, dass  man  z.  B.  durch 

die    Schnittpunkte    {L^){L^') 

und  (Lj^'XL^),  sowie  i^L^XL^') 

und  {L^*){L^)  je  einen  Strahl 
legt  und  diese  zum  Schnitte 
bringt,  bringe  hierauf  einen 
Strahl  {L)  des  ersten  Büschels 
zum  Schnitte  mit  {L^*)y  wo- 
durch der  Punkt  M  sich  er- 
gibt, lege  durch  M  und  J 
einen  Strahl,  welcher  (i^) 
im  Punkte  M  trifft,  und  lege 
durch  letzteren  und  den 
Punkt  0'  einen  Strahl,  wel- 
cher zugleich  {L')  ist.  So 
fortfahrend  kann  man  zu  be- 
liebig vielen  Strahlen  des 
ersten  Büschels  die  entspre- 
chenden im  zweiten  construc- 
tiv  ermitteln. 

Von  Wichtigkeit  für  die 
später  folgenden  Oonstructio- 
nen  erscheinen  auch  hier  die- 
jenigen Strahlen,  welche  der 
Verbindungsgeraden  der  Mit- 
telpunkte 0  und  O*  beider 
Büschel  entsprechen.     Es  ist 
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diesen  ansehen  kann  als  einen 
Punkt  der  ersten  oder  als 
einen  solchen  der  zweiten 
Reihe«  In  dem  ersten  Fall 
sei  er  mit  P,  in  dem  zweiten 
mit  Q!  bezeichnet^  und  die 
entsprechenden  Punkte  P'  und 
Q  ergeben  sich  dann  offenbar 
als  die  Schnitte  von  (J)  mit 
(T')  und  (T),  was  ohneweiters 
einleuchtet^  sobald  man  an« 
nimmt,das8  der  früher  inFig.43 
angegebene  Punkt  M  dem 
Schnittpunkte  beider  Träger 
immer  näher  rückt 


klar,  dass  man  denselben  an- 
sehen kann  als  einen  Strahl 
des  ersten  oder  als  einen  sol- 
chen des  zweiten  Büschels.  Im 
ersten  Fall  sei  er  mit  {P\  im 
zweiten  aber  mit  (QO  bezeich- 
net;  und  die  entsprechenden 
Strahlen  (P')  und  (Q)  ergeben 
sich  dann  offenbar  als  die  Ver- 
bindungsgeraden Ton  J  mit 
0*  und  Oj  was  ohneweiters  ein- 
leuchtet; sobald  man  annimmt^ 
dass  der  in  Fig.  44  angegebene 
Strahl  (L)  der  Geraden  OO* 
immer  näher  rückt. 


§  38.     Conlocale  projeotiyisehe  Oebilde.    Doppelelemente. 

Bei  den  früheren  Untersuchungen  wurde  im  allge- 
meinen angenommen,  dass  die  beiden  projectivischen  Punkt- 
reihen  oder  Strahlenbüschel  nicht  einen  und  denselben  Trftger 
besitzen.  Nachdem  nun  die  projectivische  Verwandtschaft 
zweier  örundgebilde  erster  Stufe  offenbar  keine  Einbuße  er- 
leiden kann,  sobald  man  mit  den  Gebilden  irgend  eine  beliebige 
Ortsveränderung  vornimmt,  so  kann  man  bei  zwei  gleichar- 
tigen Grundgebilden  erster  Stufe  eine  solche  Ortsveränderung 
voraussetzen,  durch  welche  die  Träger  dieser  Grundgebilde 
zusammenfallen.  Man  nennt  zwei  projectivische  Punktreihen, 
deren  Träger  zusammenfallen,  conlocale  projectivische  Punkt- 
reihen oder  auch  conjective  Punktreihen ;  zwei  projectivische 
Strahlenbüschel,  welche  denselben  Mittelpunkt  besitzen,  con- 
locale projectivische  Strahlenbüschel  oder  auch  concentrische 
projectivische  Strahlenbüschel.  Es  ist  an  sich  klar,  dass  man 
ein  Paar  solcher  Reihen  erhält,  wenn  man  zwei  projectivische 
Strahlenbüschel  mit  einer  nicht  durch  die  Mittelpunkte  der 
Büschel  gehenden  Geraden  durchschneidet;. dagegen  ergeben 
sich  zwei  conlocale  projectivische  Strahlenbüschel,  wenn  man 
durch  zwei  projectivische  Punktreihen  und  einen  außerhalb 
der  Träger  dieser  Reihen  liegenden  Punkt  O  Strahlen  legt. 


VI.  §  88.  Conlooale  projectavische  Gebilde. 


169 


bt  nun  {T)  der  gemein- 
same Träger  von  zwei  con- 
localen  projectivischen  Punkt* 
reihen  I  und  II  und  Ma 
irgend  ein  Punkt  von  (T), 
so  kann  man  diesen  Punkt 
ansehen  als  2ni  I  oder  zu  IE 
gehörig.  In  dem  ersten  Fall 
entspricht  ihm  der  Punkt  Ma  ; 
in  dem  zweiten^  wo  er  mit 
Mß'  bezeichnet  werden  soll; 
der  Punkt  Mß^  und  es  ist 
hierbei  selbstverständlich  Ma  * 
von  ilf/9  verschieden.  Somit  hat 
irgend  ein  Punkt  von  (T)  eine 
doppelte  Bedeutung  und  folg- 
lich auch  eine  doppelte  Be- 
zeichnung. 


Ist  nun  O  das  gemein- 
same Centrum  von  zwei  conlo- 
calenprojectivischenStrahlen- 
btlscheln  I  und  II  und  {La) 
irgend  ein  durch  0  gelegter 
Strahl,  so  kann  man  diesen 
wieder  ansehen  als  zu  I  oder 
zu  II  gehörig.  In  dem  ersten 
Fall  entspricht  ihm  der  Strahl 
{La)y  in  dem  zweiten  aber, 
wo  er  mit  {Lß*)  bezeichnet 
werden  soll,  der  Strahl  (i^), 
und  es  ist  selbstverständlich, 
dass  {La)  von  {Lß)  verschie- 
den ercheint.  Somit  hat  ir- 
gend ein  Strahl  durch  O  eine 
doppelte  Bedeutung  und  folg- 
lich auch   eine    doppelte  Be- 


zeichnung. 

Um  auch  hier  zu  irgend  einem  Elemente  von  I  das 
entsprechende  Element  in  II  zu  finden,  hat  man  II  (oder  I) 
gegen  I  (oder  11)  in  eine  schiefe  Lage  zu  bringen,  d.  h.  also 
in  der  Ebene  beider  Gebilde  derart  zu  verschieben,  dass  diese 
aufhören  conlocal  zu  sein,  und  dann  mit  Zuhilfenahme  der 
Directionsachse,  beziehungsweise  des  Directionsmittelpunktes, 
das  entsprechendeElementausfindigzu  machen.  Selbstverständ- 
lich müssen  wieder  drei  Paar  entsprechender  Elemente  gegeben 
sein,  indem  nur  dann  beide  Gebilde  eindeutig  bestimmt  er- 
scheinen. Wir  werden  übrigens  später  noch  eine  zweck- 
dienlichere Methode  vorführen  zur  Vervollständigung  von 
zwei  conlocalen  projectivischen  Gebilden  erster  Stufe,  und 
schreiten  nun  zunächst  zur  Auffindung  der  Gleichungen 
dieser  Gebilde. 


Sind  M^  EE  A^u  -{-  B^v 

=ound  M^  *=rA^  'w+-Bi  'v+C^ ' 
^o.M^^^A^'u^-B^v^C^'  =0 
dieGleichungen  von  vierPunk- 


Sindij  ^A^x+B^y-^C^ 

undij  '=Ai  'aj+ J5i  'y + C^  '=  o, 
L^'=  A^'x+B^'y-i-C^'  =  0  die 
Gleichungen  von  vier  Strah- 
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ten  einer  Geraden,  wobei 
jedoch  keineswegs  angenom- 
men wird,  dass  M^^  undM^', 

sowie  M^  und  J^'  j®  ^^^  Paar 
entsprechender  Punkte  dar- 
stellen ; 


len  aus  einem  Funkte,  wobei 
jedoch  keineswegs  angenon^- 
men  wird,  dass  {L{)  and  {L^*\ 
sowie  (£2)  und  {L^')  je  ein 
Paar  entsprechender  Strahlen 
darstellen ; 


femer  X  und  ^   zwei  veränderliche  Parameter,  unterworfen 
der  Bedingung 

(213)   .    .    .         aX(i'\'hX'-]^c(i'\- d  =  Oj 

in  welcher  a,  h,  c,  d  vier  Constanten    bedeuten,   so  reprä- 
sentieren die  Gleichungen 


(244) 


L^'  —  fiL^'  =  0 


(245) 


für  jedes  zusammengehörige  Wertesystem  von  X  und  fi  ein 
Paar  entsprechender 


Punkte  M,  M  von  zwei  con- 
localen  projectivischen  Punkt- 
reihen, 


Strahlen  (L),  (X')  von  zwei 
conlocalen  projectivischen 
Strahlenbüscheln, 


=  0 


wobei  jedoch  noch  bemerkt  wird,  dass  zu  den  obigen  Glei- 
chungen noch  jene 

wnLf  "^2         "^^1  "^2 

B^     B,      B,'     B^' 

Cj       G2       Cj        Gq 

hinzukommt,  welche  die  Bedingungen  ausdrückt,  unter  wel- 
chen die  vier  Punkte  M^,  M^j  M^%  M^*  in  einer  Geraden 
liegen,  oder  die  vier  Strahlen  (i^),  {L^\  iW)}  (-^2');  ^^  dem- 
selben Punkte  sich  durchschneiden.  Die  durch  letzte  Glei- 
chung angegebenen  Bedingungen  sind  jedoch  nur  dann  er- 
füllt, wenn  vier  reelle  Coefficienten  ä^  ,  k^y  k^  und  k^ 
existieren,  für  welche  die  Identitäten  bestehen: 


Jfi'  =  k^M^-}-  k^  i£j. 


Li^         =      Äg   Z#j    -j-   A54  Z»2   > 


a  -"2  * 


wodurch  dann  die  früher  gegebenen  Gleichungen  (244)  und 
(245)  übergehen  in 


(246) . . 


M^  —  XMc^  =  0, 

fl  fC^        Ä2 


/ßj         flfC^ 


.  M^  =  0, 


ij  A  Zf2    ==    O  , 

/t/i,^Ä2    r  _,   (247) 


k^ — (jLk 


8 
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und  diese  Gleichungen  bestimmen  für  jedes  Wertesystem 
von  X  und  /^,  welches  der  Rel.  (213)  genügt,  ein  Paar  ent- 
sprechender Elemente  von  zwei  conlocalen  projectivischen 
Grundgebilden  erster  Stufe,  wenn  noch  Ä^,  k^y  k^  und  ÄJ4 
vier  Constanten  bedeuten.  In  dem  besonderen  Fall,  wo 
a  =  d  =  0  wird,  sind  auch  if^,  iW/  und  ifg,  Jfg',  sowie 
(ZJ,  (i/)  und  (2^2)  7  iW))  j®  ®i^  P^*^^'  entsprechender 
Elemente. 


Repräsentieren  nun  wie- 
der (L)  und  (i')  ein  Paar 
entsprechender  Strahlen  der 
beiden  Strahlenbüschel  I  und 
II  und  dreht  sich  der  Strahl 
(L)  stetig  um  den  gemeinsamen 
Mittelpunkt  0  beider  Büschel, 
so  dass  er  allmälig  mit  sämmt- 
lichen  Strahlen  von  I  zusam- 
menfällt, so  wird  auch  (i')nach 
und  nach  mit  allen  Strahlen 
von  n  zusammenfallen.  Hier- 
bei können  natürlich  (Z)  und 
{L')  in  demselben  Sinne  sich 
drehen,  oder  nicht,  und  es 
heißen  dann  in  dem  ersten 
Fall  die  beiden  projectivi- 
schen conlocalen  Strahlen- 
büschel gleichstimmig  (gleich- 
liegend), in  dem  zweiten  aber 
ungleichstimmig  (ungleich- 
liegend). 

Von  selbst  drängt  sich  jetzt  die  Frage  auf,  ob  und 
wie  oft  ein  Element  von  I  mit  dem  ihm  entsprechenden 
Elemente  in  11  zusammenfällt,  wodurch  ein  sich  selbst  ent- 
sprechendes Element  (Doppelelement,  tautologes  Element) 
entsteht.  Die  Beantwortung  dieser  Frage  kann  nun  sofort 
mittelst  der  vorher  gegebenen  Q-leichungen  (213),  (246)  und 
(247)  geschehen.  Für  ein  Doppelelement  müssen  nämlich 
die  beiden  Gleichungen    (246),   beziehungsweise    (247),    ein 


Repräsentieren  nun  wie- 
der M  und  M'  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  der 
beiden  Punktreihen  I  und  II 
und  bewegt  sich  M  stetig 
fort,  so  dass  dieser  Punkt 
allmälig  mit  allen  Punkten 
von  I  zusammenfällt,  so  wird 
auch  M'  nach  und  nach  mit 
allen  Punkten  von  II  zusam- 
menfallen. Hierbei  können 
natürlich  M  und  M'  in  dem- 
selben Sinne  sich  bewegen, 
oder  nicht,  und  es  heißen  dann 
in  dem  ersten  Fall  die  beiden 
projectivischen  conlocalen 
Punktreihen  gleichstimmig 
(gleichliegend),  in  dem  zwei- 
ten aber  ungleichstimmig 
(ungleichliegend). 


172  ^I-  §  38.  Conlooale  projectivisohe  Gebilde. 

und  dasselbe  geometrische  Äquivalent  besitzen  und  dies 
bedingt 

__  ^^4       feg 

und,  weil  aber  X  und  //  gleichzeitig  der  Bedingung 

unterworfen  sind,  hat  man  zwei  Gleichungen,  woraus  die- 
jenigen Wertesysteme  von  X  und  (i  hervorgehen,  welche 
den  tautologen  Elementen  angehören.  Die  Aufgabe  besteht 
demnach  schließlich  in  der  Auflösung  der  zwei  letzten  Glei- 
chungen, und  man  findet,  wenn  man  aus  diesen  fi  eliminiert : 

welche  Gleichung  in  2  vom  2.  Grade  ist,  folglich  zwei  Wur- 
zeln 2'  und  X'*  besitzt,  die  gleichzeitig  reell  oder  imaginär 
erscheinen,  wobei  in  dem  ersten  Fall  noch  X'  =  X'*  sein 
kann.     Daraus  folgt  daher: 


Zwei  conlocale  projecti- 
visohe Punktreihen  haben 
zwei  reelle  gesonderte  oder 
zwei  reelle  coincidierende  oder 
zwei  imaginäre  Doppelpunkte. 


Zwei  conlocale  projecti- 
vische  Strahlenbüschel  haben 
zwei  reelle  gesonderte  oder 
zwei  reelle  coincidierende  oder 
zwei  imaginäre  Doppel- 
strahlen. 

Die  Gleichungen  dieser 
beiden  Doppelstrahlen    sind: 

X/j^  A   jLj2     =    O , 


L,—X'L,  =  0.    •    •    •  ^^^^^ 


Die  Gleichungen   dieser 
beiden  Dopelpunkte  sind: 

(248)..  ^-^:!ü='' 

Zu  denselben  Sätzen  gelangt  man  auch  noch 
schneller  und  einfacher  mittelst  der  früher  vorgeführten  Ver- 
wahdtschaftsgleichungen  (233)  und  (234).  Bedeuten  nämlich 
diefsmal  in  Gl.  (233)  x  =  OM  und  x'  =  OM  die  Entfernungen 
eines  Paars  entsprechender  Punkte  Jtf,  M  von  einem  in  dem 
gemeinsamen  Träger  der  beiden  conlocalen  projectivischen 
Punktreihen  angenommenen  festen  Punkte  0,  dagegen 
t*  =  tg  (0,  L)  und  u*  =  tg  (O,  L')  die  trigonometrischen 
Tangenten  jener  Winkel,  welche  ein  durch  das  gemein- 
same Centrum  der  beiden  conlocalen  projectivischen  Strahlen- 
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büschel   gelegter  fester   Strahl    (0)   mit   einem    Paar   ent- 
sprechender Strahlen  {L)y  {V)  bildet^  so  muss  für  den  I^all^ 

dass 


M  mit  M  zusammenfällt, 
selbstverständlich  05  =  05' 
werden,  wodurch  die  GL  (233) 
tibergeht  in 

(250) .  aaj2  ^  (/9+/)a;  +  d  =  0, 

und  diese  Gleichung  ist  in  x 
quadratisch ,  zum  Beweise, 
dass  zwei  Doppelpunkte  exi- 
stieren. Nennt  man  E  und  F 
die  beiden  tautologen  Punkte, 
so  ist: 


(i)  mit  (i')  zusammenfällt, 
auch  tt  ==  1*'  werden,  wodurch 
die  Gl.  (234)  übergeht  in 

au^  +  {ß+r)u  +  6  =  0y.  (251) 

und  diese  Gleichung  ist  in  u 
quadratisch,  zumBeweise,dass 
zwei  Doppelstrahlen  existie- 
ren. Nennt  man  {E)  und  {F) 
die  beiden  tautologen  Strahlen, 
so  ist: 

0^  _  l-(/g+y)±V(ig+7)'-4«rf 

OF  -  \  2  a 

tg{0,E)  ^  /— (/9+7)±V(^4-7)*— 4arf 
tg  {0,F)       \  2"^ • 

Man  kann  bei  der  Aufstellung  der  Gleichungen  von 
zwei  conlocalen  projectivischen  Grundgebilden  erster  Stufe  auch 
von  den  Gleichungen  der  beiden  tautologen  Elemente  aus- 
gehen, und  es  sind  dann,  wenn 


E  =  AiU-\-Bj^v-{'Ci  =  0  und 
F~  Ä^u-\-B2V'\'Ci  =  o  die 
Gleichungen  der  beiden  Dop- 
pelpunkte von  zwei  conlocalen 
projectivischen  Punktreihen 
repräsentieren. 


E  ~  ^lOj-j-B^y+Cj  ==  0  und 
F  =  A^x-\-B^y  -f-  Ca  =  0  die 
Gleichungen  der  beiden  Dop- 
pelstrahlen von  zwei  conloca- 
len projectivischen  Strahlen- 
büscheln repräsentieren, 


femer   X   und   (i   zwei   veränderliche  Parameter   darstellen, 
unterworfen   der  Rel. : 

bX-\-  Qfi  =  0, 


E—kF=  0  und  E—fiF=  0 
die  Gleichungen  dieser  zwei 
Punktreihen. 

Satz.  Sind  E  und  F  die 
Doppelpunkte  von  zwei  con- 
Itcalen  projectivischen  Punkt- 


E—XF  =  0  und  E—iiF  =  o 
die  Gleichungen  dieser  zwei 
Strahlenbüschel. 

Satz.  Sind  {E)  und  (J?) 
die  Doppelstrahlen  von  zwei 
conlocalen        projectivischen 
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reihen  und  ist  M^M!  ein  Paar 
entsprechender  Elemente,  so 
ist  das  Doppelverhältnis 

(EFMM)  =±  Cent. 

Denn  bezeichnet  -AT,  W 
noch  ein  Paar  entsprechender 
Punkte,  so  besteht  nach  §  33 
die  Gleichung : 

{EFMN)  ==  {EFMN% 


Strahlenbüscheln  und  ist  (i), 
(i')  ein  Paar  entsprechender 
Elemente,  so  ist  das  Doppel- 
verhältnis 

{EFLL')  ==  Cont. 

Denn  bezeichnet  (-A7'),  {N*) 
noch  ein  Paar  entsprechender 
Strahlen,  so  besteht  nach  §  33 
die  Gleichung: 

(EFLN)  =  {EFDN'\ 


oder 


(EFM)  _  (EFM) 
JEFN)  ~  {EFNi 


(EFL) 


{EFL') 


{EFN)  {EFN') 

woraus  man  erhält 

{EFMM*)  =  (EFNN%     \      {EFLL')  =  {EFNN'), 

welche  Gleichung  obigen  Satz  beweiset. 

Die  eben  angestellten  Betrachtungen  haben  gezeigt, 
dass  zwei  conlocale  projeotivische  Grundgebilde  erster  Stufe 
zwei  tautologe  Elemente  besitzen,  welche  reell  und  gesondert, 
reell  und  zusammenfallend  oder  auch  imaginär  sein  können. 
Es  ist  nun  zu  untersuchen,  wann  der  eine  oder  der  andere 
von  diesen  drei  Fällen  eintritt,  und  aus  diesem  Grunde  ist 
es  unbedingt  nothwendig,  die  gleichstimmig  und  ungleich- 
stimmig conlocalen,  projecti vischen  Punktreihen  und  Strahlen- 
büschel gesondert  zu  betrachten. 


Es  seien  wieder  M  und 
M'  zwei  einander  entsprechen- 
de Punkte  von  zwei  ungleich- 
stimmig projectivischen,  con- 
localen Punktreihen  (Fig.  45) 
und  G,  G'  die  beiden  Gegen- 
punkte dieser  Reihen,  ferner 
repräsentiere  M^  den  unend- 
lich fernen  Punkt  ihres  ge- 
meinsamen Trägers  (T). 
Nimmt  man  nun  an,  dass  M 
in  G  sich  befindet,  so  ist  M 


Es  seien  wieder  {L)  und 
{L*)  zwei  einander  entspre- 
chende Strahlen  von  zwei 
ungleichstimmig  projectivi- 
schen, conlocalen  Strahlen- 
büscheln (Fig.  47)  und  (Ö^J, 
{G,%  sowie  (ÖJ,  ((?/),  die 
einander  entsprechenden  Ge- 
gen strahlen  beider  Büschel. 
Nimmt  man  nun  an,  dass  (Z) 
mit  (öj  zusammenfllllt,  so  ist 
(i')  gleichzeitig  in((?i'),  und 
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(T)' 


M 

G 


M' 


G'    F 


M 


Mr 


-M' 


o» 


Fig.  45., 


Fig.  47. 


in  M^j  und  wenn  Jlf  nach 
rechts,  folglich  M*  nach  links 
sich  bewegt,  so  müssen  M 
und  M*  in  einem  Punkte  F 
sich  vereinigen,  welcher  oflFen- 
bar  rechts  von  (?'  liegt ;  denn 
sobald  M  in  G*  ankommt, 
liegt  bereits  M  in  M^y  wes- 
halb die  Vereinigung  beider 
Punkte  unbedingt  noch  vor 
6'  erfolgen  muss.  In  der- 
selben Weise  lässt  sich 
noch  nachweisen,  dass  der 
zweite  Doppelpunkt  E  reell 
und  links  von  Q  zu  liegen 
konunt,  und  ersieht  man  da- 
her, dass  hier  beide  Doppel- 
punkte reell  und  gesondert 
sind.  Nach  einem  früher  in 
GL  (235)  gegebenen  Satze  ist 
aber  das  Product 

QM.G'M  =/, 

^enn  /  eine   Constante  be- 


wenn  jetzt  (L)  von  rechts 
nach  links  um  den  Punkt  0 
sich  dreht,  so  dreht  sich  (i') 
im  entgegengesetzten  Sinn  um 
diesen  Punkt,  und  es  werden 
hierbei  (L)  und  (i')  in  einem 
Strahl  (E)  sich  vereinigen, 
welcher  offenbar  zwischen  (O^) 
und  ((?i')  sich  befindet,  also 
außerhalb  des  spitzen  Winkels 
((?a',  (rj  liegt.  In  derselben 
Weise  kann  auch  gezeigt 
werden,  dass  der  zweite  Dop- 
pelstrahl (F)  reell  ist  und 
außerhalb  (G^,  Gj)  sich  be- 
findet, und  erkennt  man  so- 
nach, dass  hier  beide  Doppel- 
strahlen reell  und  gesondert 
sind.  Nach  einem  früher  in 
Gl.  (236)  gegebenen  Satze  ist 
aber  das  Product 

tg  (O,  L) .  tg  {G,' L')  =/, 

wenn  /  eine   Constante  be- 


176 


VI.  §  88.  Conloeale  projeotivisobe  Gebilde. 


zeichnet,  und  demnach  auch 
OF.G'F^f. 

Setzt  man  jetzt  noch  Q'F  =  y 
und  6rG'  =  e,  so  wird  nach 
der  letzten  Gleichung 


y  (y  +  «)  =  / 

und  ergeben  sich  somit  G*  E 
und  G*F  als  die  Wurzeln  der 
in  y  quadratischen  Gleichung 

y^  +  «y  —  /  =  0, 

aus  welchen  man  nun  erhält 

es  ist  daher  auch 

QE  =   QQ'   -f   G'E  = 

und  haben  somit  die  beiden 
Strecken  GG*  und  EF  einen 
und    denselben    Mittelpunkt. 


Nun  müssen  wir  aber 
noch  den  Fall  betrachten, 
wo  die  beiden  Punktreihen 
gleichstimmig  sind,  und  neh- 
men hierbei  wieder  an,  dass 
M  und  M  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  beider 
Reihen    darstellen.     Befindet 


zeichnet,  und  demnach  auch 

tg(G^,i?)tg(ö,'^)=tg((?,20 
.tg(ö,'iO. 

•Setzt  man  in  dem  vorliegen- 
den Fall  (ö„  E)  =  €,  (Ö3', 
(?i)  =  a  und  ((?!,  F)  =  ip, 
so  nimmt  obige  Gleichung  die 
Form  an: 
tg  «  .  tg  (a  4-  f )   =  tg  g?  . 

^  tg  (a  +  9)) 
oder,  wie  man   nach  einigen 
einfachen  algebraischen  Ope- 
rationen leicht  findet, 

(tgf  — tggo)  [tg9)(l  — tga. 

tg  £)  +  (tg  a  +  \%  6)]  =  0, 

und  hieraus  folgt  4g  90  =  tg  «, 
oder 

tg  9>  =  —  tg  (a  -f  a), 
d.    h.,    es  ist    der    Winkel 
(G„  ^  =  -  (G,',  E)  und 
jener 

=  -  \{ß^\  E)  -  ((?,',  (?,)] 

weshalb  der  von  den  beiden 
Doppelstrahlen  {F)  tmd  {E) 
gebildete  Winkel  halbiert  wird 
von  der  inneren  Winkel- 
halbierungslinie (JH.)  des- Win- 
kels (öa',  <?i). 

Nun  schreiten  wir  zur 
Betrachtung  desjenigen  Falls, 
wo  die  beiden  Strahlen- 
büschel gleichstimmig  sind, 
und  bezeichnen  wieder  mit  (Z), 
{IJ)  ein  Paar  entsprecheader 
Strahlen  beider  Büschel.  Fällt 
(Z)  mit  (G^J,  folglich  (V)  mit 
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sich  wieder  zunächst  M  inG 
(Fig.  46),  folglich  M  in  M^ 
und  bewegen    sich  dann  M 
und  M'  nach  rechts,  so  kann 
es  geschehen,  dass  diese  beiden 


((ti')  zusammen  und  drehen 
sich  hierauf  beide  Strahlen 
(i)und(iO  um  den  Punkt  O 
von       rechts      nach      links 

(Fig.   48),    so   kann   es    ge- 


M  — 

e   E 


(TL 


W—^ 


F     6' 


-*t — t«- 


■M 


Fig.  46. 


Fig.  48. 


Punkte  in  E  sich  vereinigen. 
Diese  Vereinigung  erfolgt  aber, 
wenn  sie  überhaupt  stattfindet, 
zwischen  G  und  G^';  denn  in 
dem  Momente,  wo  M  in  G' 
ankommt,  befindet  sich  bereits 
M'mM,    Selbstverständlich 

00 

gilt  dies  auch  von  dem  zweiten 
Doppelpunkte  F,  und  man  er- 
kennt deshalb,  dass  bei  den 
hier  vorliegenden  projectivi- 
schen  Punktreihen  die  etwa 
vorhandenen  tautologenPunk- 
te  E  und  F  zwischen  den 
beiden  Qegenpunkten  liegen 
und  daher  auch  ganz  gut  zu- 
sammenfallen können.     Was 

Hahnbb,  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte. 


schehen,  dass  diese  Strahlen 
zusammenfallen.  Dieses  Coin- 
cidiren  von  {L)  und  (i')  er- 
folgt aber,  wenn  es  überhaupt 
stattfindet,  in  (J5),  zwischen 
ißi)  und  (ßraO;  denn  in  dem 
Momente,  wo  (Z')  nach  {G^) 
gelangt,  ist  (i)  bereits  in  {G^) 
angekommen.  Selbstverständ- 
lich gilt  dies  auch  von  dem 
zweiten  Doppelstrahl  {F),  und 
man  erkennt  somit,  dass  bei 
den  hier  vorliegenden  projec- 
tivischen  Strahlenbüscheln  die 
etwa  vorhanden entautologen 
Strahlen  (JS)  und  {F)  zwischen- 
den    beiden    sich    nicht   ent- 

12 
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endlich  die  Strecken  GEuni 
Q*  F  anbelangt,  so  sind  die- 
selben wieder  entgegengesetzt 
gleich.  Denn  setzt  man  GE 
=  y  und  GO*  =  e,  so  folgt 
aus  GL  (235) 

y  (y  —  ^)  =  f 

und  ist  somit 


GE  = 


e  —  Ve^  +  4/ 
2 

e  +  Ve^  +  4/ 


GF  = 

demnach 

G'F  =   GF  —    GG'    = 


—  e  +  Ve^  +  4/ 


=  —GE, 


sprechenden  Gegenstrahlen 
(Gl)  und  (öj')  liegen  und 
daher  auch  ganz  gut  zu- 
sammenfallen können.  Es 
lässt  sich  auch  hier  wieder 
nachweisen,  dass  die  Winkel 
(öl,  E)  und  ((?2',  F)  einander 
entgegengesetzt  gleich  sind. 
Denn  nach  Gl.  (236)  ist  ja 
tg  {G„  E)  .  tg  ((?,',  E)  = 

tg  (G'i,  F)  tg  iß^',  F) 
und  hieraus  folgt,  sobald  man 

ißx,  G»')  =  «,  (ö'x,  -E)  =  e 
und  (G^i,  F)  =  (p  setzt,  tg  £  . 
tg  (e  —  a)  =  tg  9  .  tg  (9  —  a), 
woraus  nach  einigen  algebrai- 
schen Operationen  sich  ergibt 
itgq>  —  tg€)  [tg(p(l+tga 
tg  f )  —  (tg  a  —  tg  6)]  =  0. 
Man  hat  demnach  tg  9)  =  tg  f, 
oder 

tg9P  =  tg(a—  £), 
d.    h.,    es    ist     der    Winkel 
{G„  F)  =  (ö,  (?,0  -  {G,  E) 
und 

weshalb  der  von  den  beiden 
Doppelstrahlen  {E)  und  {¥) 
gebildete  Winkel  halbiert  wird 
von  der  inneren  Winkel- 
halbierungslinie (jS")  des  Win- 
kels (Ö1G2'). 

Die  hier  vorgeführten  analytischen  Betrachtungen  liefern 
sonach  die  nachfolgenden  zwei  interessanten  Sätze,  u.  zw.: 


d.  h.  die  beiden  Strecken  GG* 
und  EF  haben  wieder  einen 
und    denselben    Mittelpunkt 


Zwei  ungleichstimmig  pro- 
jectivische,  conlocale  Punkt- 
reihen haben  zwei  reelle  und 


Zwei  ungleichstimmig  pro- 
jectivische,  conlocale  Strahlen- 
büschel haben  zwei  reelle  und 
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gesonderteDoppelpunkte,  wel- 
che außerhalb  der  von  den 
beiden  Gegenpunkten  be- 
grenzten Strecke  liegen ;  zwei 
gleichstimmig  projectivische, 
conlocale  Funktreihen  haben 
zwei  Doppelpunkte,  welche 
reell  und  gesondert,  reell  und 
zusammenfallend  oder  end- 
lich auch  imaginär  sein,  kön- 
nen und  innerhalb  der  von 
den  beiden  Gegenpunkten  be- 
grenzten Strecke  sich  be- 
finden. Femer  besitzen  letztere 
und  die  von  den  beiden  Doppel- 
punkten begrenzte  Strecke 
einen  und  denselben  Mittel- 
punkt. 


gesonderte  Doppelstrahlen, 
und  diese  liegen  außerhalb  des 
von  den  beiden  sich  nicht  ent- 
sprechenden Gegenstrahlen 
((?i)  und  ((?aO  gebildeten 
spitzen  Winkels  und  bilden 
mit  der  inneren  Winkel- 
halbierungslinie des  Winkels 
(G^i  öa')  gleiche  Winkel;  zwei 
gleichstimmig  projectivische, 
conlocale  Strahlenbtischel  ha- 
ben zwei  Doppelstrahlen,  wel- 
che reell  und  gesondert,  reell 
und  zusammenfallend  oder 
endlich  auch  imaginär  sein 
können,  und  diese  liegen  inner- 
halb des  von  (ßi)  und  (G^) 
gebildeten  spitzen  Winkels 
und  bilden  mit  der  inneren 
Winkelhalbierungslinie  des 
Winkels  (G^  G^')  gleiche 
Winkel. 

Zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  mag  noch  Steiner's 
Methode  zur  constructivenBestimmung  der  tautologen Elemente 
von  zwei  conlocalen  projectivischen  Grundgebilden  erster 
Stufe  vorgeführt  und  hierbei  gleichzeitig  gezeigt  werden,  in 
welcher  Weise  diese  beiden  durch  drei  Paare  entsprechender 
Elemente  gegebenen  Gebilde  vervollständigt  werden  können. 

Wir  beginnen  hier  zunächst  mit  der  Ermittlung  der 
beiden  tautologen  Strahlen  {E)  und  (F)  von  zwei  conlocalen  pro- 
jectivischen Strahlenbüscheln  /und  Ily  welche  wieder  gegeben 
erscheinen  durch  drei  Paare  (i^),  {L^*) ;  (ig),  (^aO?  (-^s)?  (-^sO 
entsprechender  Strahlen,  und  legen  zu  diesem  Zwecke  durch 
den  gemeinsamen  Mittelpunkt  0  beider  Büchel  einen  Kreis  (Ä) 
vom  beliebigen  Radius,  welcher  die  gegebenen  Strahlenpaare 
in  den  Punkten  m^,  m^';  «ig,  m^*  und  wig,  mg'  trifft.  Alsdann 
wähle  man  die  Punkte  mg'  und  mg  (Fig.  49)  zu  Mittelpunkten  8 
und  S'  von  zwei  neuen  Strahlenbüscheln  und  lege  durch  8 

12* 
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Fig.  49. 
und  die  Punkte  m^,  m^,  mg  die  Strahlen  (If),  (l^),  (l^) ;  Aureh 
S"  und  die  Punkte  m^',  m^',  m^'  die  Strahlen  {l^'),  (l^'),  (l^'). 
Die  durch  die  drei  Paare  (l,),  (Z,')j  (ij,  {l^')  und  (l^),  (l^') 
bestinunten  zwei  projectivischen  Strahlenbtlschel  /ZT  und  IV 
von  den  Mittelpunkten  8  und  5'  unterscheiden  sich  nun 
von  den  früheren  BilBcheln  /  und  II  nur  in  der  Lage, 
indem  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  des  Kreises 
Winkel  {ULß)  =  (Z»  Iß  )  und  Winkel  (i„'  Lß')  =  {!„'  Iß') 
ist,  wenn  a  imd  ß  irgend  zwei  Zahlen  bedeuten,  entnommen 
der  Zahlenreihe  1,  2,  3,  und  sind  perspectivisch,  weil  die 
einander  entsprechenden  Strahlen  {l^)  und  (lg')  zusammen- 
fallen und  beide  Büschel  verschiedene  Mittelpunkte  besitzen. 
Die  perspectivische  Achse  (T')  dieser  beiden  Strahlenbliscbel 
ist  die  Verbindungsgerade  der  Punkte  A[  und  Z^,  in  welchen 
(ij)  und  (l^'),  sowie  (l^)  und  (4'),  sich  durchschneiden,  und 
trifft  den  Kreis  (Ä)  in  den  Funkten  e  und  9).  Soll  jetzt  zu 
irgend  einem  Strahl  (i)  in  I  der  entsprechende  (i')  in  II 
gefunden  werden,  so  hat  man  den  nachfolgenden  Weg  ein- 
zuschlagen. Man  bringe  nämlich  (L)  mit  (K)  zum  Schnitte, 
wodurch  der  Punkt  m  sich  ergibt,  lege  durch  S  und  wt  den 
Strahl  (T),  der  die  perspectivisehe  Achse  (T')  im  Punkte  k 
triflft,  verbinde  hierauf  S"  mit  dem  Punkte  X  durch  den 
Strahl  {l'),  und  lege  durch  den  Schnittpunkt  m'  von  (l')  mit 
(K)  und  den  Mittelpunkt  0  einen  Strahl,  welcher  zugleich 
der  gesuchte  Strahl  {L')   ist.     Es    ist    daher    an    sich   klar. 
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dass  die  beiden  Strahlen  (Z)  und  {L')  zusammenfallen,  wenn 
m  mit  m'  identisch  ist,  was  jedoch  nur  dann  geschieht,  so- 
bald X  ein  Punkt  des  Kreises  {K)  ist,  d.  h.  also  in  e  oder  (p 
za  liegen  kommt.  Aus  diesem  Grunde  erhält  man  daher 
auch  die  beiden  Doppelstrahlen  {E)  und  {F),  sobald  man 
den  Mittelpunkt  O  mit  den  Punkten  s  und  q>  durch 
Strahlen  verbindet,  und  erkennt  gleichzeitig,  dass  {E)  und 
{F)  reell  und  gesondert,  reell  und  zusammenfallend  oder 
endlich  imaginär  erscheinen,  je  nachdem  die  perspectivische 
Achse  {F)  den  Elreis  {K)  in  zwei  Punkten  s  und  (jp  durch- 
schneidet, ihn  berührt,  oder  endlich  diesen  Bereis  nicht  trifft. 

In  Anbetracht  dessen,  dass  die  Strahlen,  welche  zwei 
conlocale  projectivische  Punktreihen  mit  einem  außerhalb 
des  gemeinsamen  Trägers  dieser  Reihen  liegenden  Punkte 
verbinden,  ebenfalls  zwei  conlocale  projectivische  Strahlen- 
büschel bilden,  ist  es  jetzt  auch  sehr  leicht,  zwei  solche 
Reihen,  welche  durch  drei  Paare  entsprechender  Punkte  Jf^, 
Mj';  A^,  Mj' undilfs,  J/g'  gegeben  sind,  zu  vervollständigen 
und  die  tautologen  Punkte  derselben  zu  finden.  Man  ver- 
binde nämlich  die  eben  genannten  Punkte  durch  Strahlen 
mit  einem  außerhalb  des  gemeinsamen  Trägers  {T)  liegen- 
den Punkte    0,  (und    erhält    so   drei  Paare    entsprechender 

Strahlen  (Z^),  (i^');  (-^2)^  (^2')  ^^^  (-^s)?  (-^sO  ^^"^  zwei 
projectivischen  Strahlenbüscheln  mit  dem  gemeinsamen 
Centrum  O.  Nun  suche  man  die  tautologen  Strahlen  {E) 
und  (jF)  der  letztgenannten  Strahlenbüschel  nach  der  eben 
gezeigten  Methode  und  bringe  sie  zum  Schnitte  mit  {T)\ 
die  Schnittpunkte  E  und  F  sind  dann  die  tautologen 
Punkte  beider  Punktreihen.  Um  endlich  zu  einem  Punkte  M 
der  einen  Reihe  den  entsprechenden  M  der  anderen  zu 
finden,  lege  man  durch  M  und  0  den  Strahl  (Z),  suche 
seinen  entsprechenden  (i')  und  bringe  letzteren  zum  Schnitte 
mit  (T),  wodurch  sich  M  als  Schnittpunkt  ergibt. 

§  39.    Ähnliche  und  congruente  Funktreihen. 

Setzt  man  in  der  Verwandtschaftsgleichung  (233)  den 
Coefficienten  a=^Oj  so  nimmt  selbe  die  einfachere  Form  an : 

(252)  ...  ßx  +  yx'  +  6  =  Oj 
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und   in  der  letzten  Gleichung  bedeuten  wieder  x  =  M^M 

und  a?'  =  3fo'^' d'®^^*^®^^'^^?®^^®^®^^*^^®^®^*®?^®^^®'*" 
den  Punkte  M  und  M  von  den  beiden  Fixpunkten  M^  und 

Mq  der  Träger  (T)  und  (T")  beider  Reihen,  und  sei  hier 
noch  bemerkt,  dass  M^  und  jWq'  nur  dann  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  darstellen,  sobald  auch  tf  =  o  ist. 

Um  nun  die  charakteristischen  Eigenschaften  dieser 
Art  projectivischer  Punktreihen  zu  studieren,  mache  man 
die  Annahme,  es  seien  M^^  M^';  M^^  M^*  und  M^^  M^'  drei 
Paare  entsprechender  Punkte;  femer  M^M^  ==  «i,  M^* M^ 
=  aji';  M^M^  =  aj^,  Jlfo' J£,'  =  x^*  und  ifo  ^3  =  ^s? 
Mq*  M^*  =  ajj'  die  Entfernungen  dieser  Punkte  von  den 
Fixpunkten  Mq  und  M^.  Dann  bestehen  nach  GL  (252) 
die  drei  Belationen: 

(a)  .    .    .     ßxj^  -|-  70:1'  -f-  rf  =  o,     j?a?2  +  yaJa'  +  rf  =  o, 

und   aus   diesen  ergibt   sich    durch   Subtraction   der   ersten 
von  der  dritten  und  der  zweiten  von  der  dritten 

/9(a73  — a?i)+/(a?3'— a7/)  =  o,   ß {x^  —  x^) -{- y (x^' —  x^')  =  o 


und  hieraus  durch  die  Elimination  von  ß  und  y: 

OJg  Xl 


^8 ^1 

Ä?3        a?2 


ajg       a?2 


;,  oder 


(253)  .    .   .        {M^M.^M^)  =  (itf/iüf/itfs'). 

Repräsentiert  übrigens  noch  ifef^,  Jf^'  ein  weiteres  Paar  ent- 
sprechender Punkte  und  ist  wieder  M^  M^  =  x^  M^  MJ  =.  xjy 
so  kommt  zu  den  Relationen  (a)  noch  die  vierte 

(6)    .    .    .  ßx^  +  yxj  -j-  rf  =  0 

hinzu,  und  aus  der  ersten  und  zweiten,  sowie  aus  der  dritten 
und  vierten,  ergeben  sich  durch  Subtraction  die  beiden 
Gleichungen 

/9(a;2— aji)  +  /(V  — «iO  =  o,  /J(a?4  — «8)  + 7  «  —  «?«')  =0, 
aus    welchen    durch    die   Elimination    von   ß   und  7  folgt: 


Xn     ^~~"    »*/|  *^JL    ~^~    Xq 

0/2  »Ä/i  *«^4  «(/j 


oder 


(254) 
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und  nachdem  M^  M,  und  M^'M^',  sowie  M^  M^  und  M^*  M^% 
entsprechende  Strecken  darstellen^  gelangt  man  zur  Er- 
kenntnis, dass  bei  den  durch  die  Verwandtschaftsgleichung 
(252)  definierten  zwei  projectivischen  Punktreihen  das  Ver- 
hältnis Ton  zwei  einander  entsprechenden  Strecken  constant 
erscheint,  weshalb  man  vorliegende  Punktreihen  auch  ähn- 
liche oder  projectionale  Punktreihen  nennt.  Daraus  folgt 
aber  noch,  dass  man  zwei  ähnliche  Punktreihen  erhält, 
wenn  man  einen  Strahlenbüschel  zum  Schnitte  bringt  mit 
zwei  parallelen  Transversalen  oder  auch  einen  Parallel- 
strahlenbtischel  zum  Schnitte  bringt  mit  zwei  Transversalen. 
Aus  der  Verwandtschaftsgleichung  (252)  resultieren  aber 
auch  andere  bemerkenswerte  Eigenschaften  ähnlicher  Punkt- 
reihen. Zunächst  erkennt  man  nämlich  aus  dem  Baue 
dieser  Gleichung,  dass  x  und  x*  gleichzeitig  unendlich  groß 
werden,  somit  die  unendlich  fernen  Punkte  M^  und  MJ 
der  Träger  beider  Punktreihen  die  beiden  Gregenpunkte  oder 
ein  Paar  entsprechender  Punkte  darstellen.  Sind  folglich  die 
Reihen  conlocal,  so  fallen  die  beiden  Gegenpunkte  zusammen 
und  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  ihres  gemeinsamen  Trägers 
der  eine  Doppelpunkt.  Femer  lässt  sich  sofort  zeigen,  dass 
zwei  ähnliche  Punktreihen  eindeutig  bestimmt  erscheinen 
durch  zwei  Paare  M^,  üf^'  und  M^y  M^  entsprechender 
Punkte ;  denn  aus  der  Gl.  (252)  und  den  beiden  ersten  der 
Gleichungen  (a)  ergibt  sich  durch  die  Elimination  von  a,  ß 
und  7 

Xj      X*      1 

(255) a?j    ajj'   1     ==  0 

als  Gleichung  der  Projectivität. 

Auf  die  conlocalen  ähnlichen  Punktreihen  übergehend, 
bemerke  ich,  dass  auch  hier  wieder  die  Gl.  (252)  die  Ver- 
wandtschaftsgleichung ist,  sobald  OM  =  a?  und  OM  =  x* 
die  Entfernungen  der  einander  entsprechenden  Punkte  M  und 
M!  von  dem  in  dem  gemeinsamen  Träger  (T)  beider  Reihen 
angenommenen  festen  Punkte  0  darstellen.  Fällt  nun  M 
mit  M  zusammen,  so  ist  o?  =  o?'  und  demnach,  zufolge  GL 

(252),  (/9-f-/)a?-f-rf  =  0,  woraus  sich  ergibt 
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(256) 


X 


zur  Bestimmung  der  Entfernung  des  einen  Doppelpunktes 
beider  Reihen  von  dem  festen  Punkte  O;  während  der 
andere  Doppelpunkt  identisch  ist  mit  dem  unendlich  fernen 
Punkte  M^  des  gemeinsamen  Trägers  dieser  Seihen. 

Die  eben  angestellten  einfachen  und  kurzen  Betrach- 
tungen über  ähnliche  Punktreihen  fuhren  sonach  zu  den 
nachfolgenden  Sätzen: 

Zwei  ähnliche  Punktreihen  erscheinen  bestimmt  durch 
zwei  Paare  entsprechender  Punkte. 

Die  unendlich  fernen  Punkte  der  Träger  von  zwei 
ähnlichen  Punktreihen  sind  die  Gegenpunkte  dieser  Reihen, 
mithin  auch  ein  Paar  entsprechender  Punkte. 

Entsprechende  Strecken  stehen  in  einem  constanten 
Verhältnisse. 

Ähnliche  und  conlocale  Punktreihen  besitzen  eigentlich 
nur  einen  Doppelpunkt,  indem  der  zweite  Doppelpunkt  der 
unendlich  ferne  Punkt  des  gemeinsamen  Trägers  beider 
Reihen  ist. 

Sehr  leicht  lassen  sich  nun  auch  die  Gleichungen 
von  zwei  ähnlichen  Punktreihen  aufstellen.  Sind  nämlich 
m^  =  a^t^  +  fti  v  +  l  =  0,  m^'^  a^'w  +  fti' v+l  =  o  und 

mg  =  aat^-j-Ja'^  +  l  ==  ^f  ^2'=  «£'^  +  ^2' ^  +  1  =  ^  die 
Gleichungen  von  zwei  Paaren  M^y  M^  und  M^y  M^*  ent- 
sprechender Elemente,  so  repräsentieren,  zufolge  der  durch 
Rel.  (253)  ausgedrückten  Eigenschaft  ähnlicher  Punktreihen, 

(257)  ....     mjL  —  Xm.^  =  0,     m^' — Amg'  =  0 
die  Gleichungen  der  durch  die  Paare  Jf^,  jM^'  und  M^,  M^* 
bestimmten  ähnlichen  Punktreihen,   sobald  noch  X  ein.    ver- 
änderlicher  Parameter   ist.     Die    Gleichungen    der  Träger 
beider  Reihen  sind: 


X 


a« 


y 

1 
1 

=  0, 

X     y 
«1'   h' 

1 
1 

h 

1 

<  w 

1 

=  0. 


In  dem  besonderen  Fall,  wo  die  Reihen  conlocal  sind, 
kommen  zu  den  Gleichungen  (257)  noch  die  beiden  Bedin- 
gungen hinzu 
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(258) 


«1 

h 
■1 


a, 


'a 


h' 
1 


«1 

o» 

«1 

w 

w 

&1 

1 

1 

1 

welche  eben  ausdrücken,  dass  die  vier  Punkte  M^y  M^,  M^* 
und  M2*  einer  und  derselben  Geraden  angehören.  Berechnet 
man  nun  die  beiden  obigen  Determinanten  und  addiert 
dann  die  zwei  Gleichungen  (258),  so  folgt 

(c) . .  •  a^  63  —  0^2  ^1  "i"  <^i  W  —  ^a'  ^1'  4"  0^2'  &i  —  ^'  ^2  4" 

Für  den  Doppelpunkt  dieser  Reihen  muss  selbstverständlich 
a^ — Xa2  a^  — Xa^^  b^ — >l6a  6^'  —  Xb^' 

~T^ir~     1  —  z    '       "T'=T"""     1  —  x 

werden  und  hieraus   erhält  man  ftlr  X  zwei  Werte,   u.  zw.: 


a, 


a. 


aj  —  a^ 
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X  = 


_  61-V 


^2  — V 


die  jedoch  einander  gleich  sein  müssen,  weshalb  auch 


Oj 

a^ 


62— &2 


sein  muss.  Diese  Bedingung  ist  aber  hier  erfüllt ;  denn 
schaflft  man  in  der  letzten  Gleichung  die  Brüche  weg  und 
bringt  sämmtliche  Glieder  auf  die  linke  Seite  vom 
Gleichheitszeichen,  so  gelangt  man  schließlich  zu  der  früher 
gegebenen  Gleichung  (c).  Die  Gleichung  des  einen  Doppel- 
punktes ist  somit 

(aa  —  «aO^i  —  (^i — <^i)''^2  =  ^; 
während    der    andere  Doppelpunkt   bekanntlich    in    unend- 
licher Ferne  liegt. 

Nachdem  wir  die  ähnlichen  Punktreihen  besprochen 
haben,  übergehen  wir  auf  die  congruenten  Punktreihen 
welche  eigentlich  in  den  ersteren  enthalten  sind.  Setzt  man 
nämlich  in  der  Verwandtschaftsgleichung  (252)  diesmal 
y  =  — /9,  so  lautet  dieselbe 

(259) ß{x—x*)-^d  =  0 

und  hieraus  folgt 


X*  ==  «  +  -^- 
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Sind  daher  wieder  Jf^,  M^^  und  M^y  -M,'  zwei  Paare  ent- 
sprechender Punkte,  Mq  und  Mq^  feste  Punkte  der  Trftger 
(T)  und  (T')  heider  Reihen,  so  ist  mit  Benützung  der  früheren 

Beziehung   «i'  =   a^i  +"3"  ^^^  ^2'  =  ^2"l"~ö"r     folglich 

uJq  ^~"  fiCi     ■  '  ■'  •*?«  "■""  «v« ,  ci«  n» 

(260) üif^'M/  =  üf^ifa, 

woraus  sich  ergibt,  da«s  entsprechende  Strecken  beider 
Reihen  gleich  lang  erscheinen.  Es  ist  daher  auch  eine 
solche  Verschiebung  der  Träger  dieser  Reihen  möglich, 
durch  welche  je  zwei  einander  entsprechende  Punkte  zur 
Deckung  gelangen,  weshalb  die  durch  GUeichung  (259) 
definierten  projectivischen  Punktreihen  auch  congruente 
Punkreihen  genannt  werden.  Ferner  ist  klar,  dass  zur  Be- 
stimmung von  zwei  congruenten  Punktreihen  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  genügt. 

Nun  wollen  wir  schließlich  noch  annehmen,  dass 
die  beiden  congruenten  Punktreihen  conlocal  erscheinen, 
wo  dann  in  Gl  (259)  x  =  OM  und  a?'  =  Oüf  die  Ent- 
fernungen der  einander  entsprechenden  Punkte  M  und  M 
von  einem  festen  Punkte  0  des  gemeinsamen  Trägers  (T) 
repräsentieren.  Natürlich  fallen  hier  beide  Doppelpunkte 
mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  von  (T)  zusammen,  wie 
man  sich  überzeugt,  sobald  man  in  GL  (256)  y  = 
—  ß  setzt.  * 

Die  Gleichungen  (257)  gelten  übrigens  auch  für  con- 
gruente Punktreihen,  nur  muss  aus  nahe  liegenden  Gründen 
die  Bedingung  erfüllt  sein: 

(«2  -  a,y+  {b,-h,r  =  (a,'-  a/)«+  (5,'-  6,0^ 

§  40.    Congruente  Strahlenbüschel.    Die  unendlich  fernen 

imaginären  Kreispunkte. 

Nennt  man  diejenigen  Winkel,  deren  Schenkel  ent- 
sprechende Strahlen  sind,  auch  entsprechende  Winkel,  so 
sind  bei  zwei  projectivischen  Strahlenbüscheln  ^entsprechende 
Winkel  im  allgemeinen  ungleich.  Es  gibt  aber  eine  gewisse 
Gattung  projectivischer  Büschel,  bei  welchen  die  entsprechen- 
den Winkel  einander  gleich  sind,  und  diese  nennt  man  dann 
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congraente  Stralileiibllscliel ;  sie  kOnnen  natürlich,  gleich- 
atimmig  oder  ungleichstimniig,  ferner  perspectivisch  oder  in 
schiefer  Lage  sein,  uad  sind  offeDbar  bestimmt  durch  die 
Angabe  ihrer  Mittelpunkte  und  eines  Paars  entsprechender 
Strahlen.  In  dem  Fall,  wo  die  beiden  congruenten  Strahlen- 
bUschel  ungleichstimmig  und  perspecüvisch  sind  (Fig.  50), 
steht  ihre  perspectiviache  Achse  senkrecht  auf  der  Verbin- 
dungBgeraden  ihrer  Mittelpunkte  0  und  0'  und  halbiert 
Loch  überdies  die  Strecke  00';  erscheinen  dagegen  diese 
Strahlenbüschel  gleichstimmig  (Fig.  51)   und  perspectivisch, 


Fig.  60. 

so  ist  ihre  perspectivische  Achse  die  unendlich  ferne  Qerade 
(i„)  ihrer  Ebene.  Dreht  man  in  Fig.  50  den  Büschel  Tom 
Centrum  0'  nm  (T)  durch  einen  Winkel  von  180",  so  decken 
eich  beide  Büschel,  und  ganz  dasselbe  geschieht,  sobald  man 
in  Fig.  51  den  Büschel  vom  Centrum  O  um  die  Strecke  0'  0 
parallel  zu  dem  Strahl  (Z,)  nach  aufwärts  verschiebt. 

Sind  zwei  congruente  Strahlenbüschel  gleichstimmig 
und  in  schiefer  Lage,  also  nicht  perspectivisch,  so  ist 
dae  Srzengnis  entsprechender  Strahlen  ein  Kreis,  welcher 
die  Mittelpunkte  0  und  O"  bcüder  BQschel  enthält.  Diese 
Eigenschaft  kann  zur  Transportation  eines  Strahlen- 
büscheis  in  seiner  Ebene  benutzt  werden.  Ist  nämlich  O 
der    Mittelpunkt    eines     gegebenen     Strahlenbüschels     von 

den   Strahlen    (i^),  (£j),  (Lj) ,   und   soll  der    Büschel 

inderWeise  transportiert  werden,  dassO  nach  0' und  (L^)  nach 
{L\)  kommt,  so  lege  man  durch  die  Punkte  0,  0'  und  den 
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Schnittpunkt  m^  der   Strahlen  (L^),    {Li)   einen  Kreis  (Z), 
welcher   die  Strahlen  {L^\  {L^)y  (ZJ...*.  in   den  Punkten 

m2f  m^y  m^ durchschneidet,    und  ziehe  hierauf  durcli 

0^  und  diese  Punkte  Strahlen. 

Übergehend  auf  die  conlocalen  congruenten  Strahlen- 
btischel,  betrachte  man  zunächst  die  ungleichstimmigen 
Büschel  dieser  Art.  Ist  nun  0  der  gemeinsame  Mittelpunkt 
beider  Büschel   (Fig.  52)    und   repräsentiert  (jL^),   (L^)   ein 


Fig.  52. 

Paar  entsprechender  Strahlen,  so  erhält  man  zu  dem 
Strahl  (Zfjj)  den  entsprecheaden  (ig')»  indem  man  den 
Winkel  {L^  L^)  =  — (-^1^2)  niacht  Hieraus  folgt  aber  zu- 
nächst, dass  die  beiden  WinkelhalbieruDgslinien  {E)  und  {F) 
des  Winkels  (i^,  L^*)  die  Doppelstrahlen  der  hier  vorliegenden 
Strahlenbüschel  repräsentieren.  Die  von  zwei  einander  ent- 
sprechenden Strahlen  gebildeten  Winkel  besitzen  also  hier 
gemeinsame  Winkelhalbierungslinien,  welche  gleichzeitig  die 
Doppelstrahlen  der  beiden  Strahlenbüschel  sind.  Die  Strahlen 
(Za)  und  (L^*)  sind  übrigens  auch  vertauschungsfähig,  d.  h., 
betrachtet  man  {L^*)  als  zum  ersten  Büschel  gehörig, 
wo  er  dann  (ig)  heißen  mag,  so  entspricht  ihm  im  zweiten 
Büschel  der  mit  (i^)  zusammenfallende  Strahl  {L^*)*  Man 
erkennt  dies  sofort,  sobald  man  darauf  Bedacht  nimmt,  dass 
zufolge  der  Gleichheit  {L^*  L^*)  =  (L^L^),  auch  {L^L^)  == 
(L^^L^)  =  —  (ij'Lj')  wird.  Diese  einfachen  Betrachtungen 
führen  sonach  zu  den  Sätzen: 

Zwei  conlocale,    ungleichstinmiig   congruente  Strahleu- 
büschel  haben   zwei  reelle  Doppelstrahlen,   und    diese    sind 
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die  beiden  Winkelhalbierungslinien  des  von  zwei  einander 
entsprechenden  Strahlen  gebildeten  Winkels. 

Je  zwei  einander  entsprechende  Strahlen  dieser  Büschel 
sind  vertauschungsfUhig. 

Nun  schreiten  wir  zu  den  conlocalen,  gleichstimmig 
congruenten  Strahlenbüscheln  und  nehmen  wieder  an,  dass 
(ij,  (L^)  ein  Paar  entsprechender  Strahlen  repräsentieren 
(Fig.  53)  und  O  der  gemeinsame  Mittelpunkt  beider  Büschel 


(Li)    Ä 


Fig.  53. 


Fig.  54. 


ist.  Zu  irgend  einem  Strahl  (ig)  des  ersten  Bücheis  wird 
diesmal  der  entsprechende  (ia')  im  zweiten  Büschel  gefunden, 
indem  man  Winkel  (i^',  ij')  =  (Z^,  L^)  macht,  und  hieraus 
folgt,  dass  zwei  derartige  Büschel  hervorgehen  durch  die 
Drehung  eines  Winkels  vom  constanten  Werte  um  seinen 
Scheitel.  Zwei  einander  entsprechende  Strahlen  sind  jedoch 
hier  nicht  mehr  vertauschungsfähig ;  denn  rechnet  man  den 
Strahl  (Zg')  als  zum  ersten  Büschel  gehörig  und  bezeichnet 
denselben  dann  mit  (Zg),  so  entspricht  diesem  Strahl  im 
zweiten  Büschel  der  Strahl  (ig')?  welcher  wegen  (L^L^*)  = 
{L.^L^')  =  {L^L^*)  nur  in  dem  speciellen  Fall  mit  {L^)  zu- 
sammenftlllt,  wo  nämlich  (Z^,  i^')  ein  rechter  Winkel  ist. 
Noch  von  Interesse  erscheinen  die  Doppelstrahlen  der  vor- 
liegenden Strahlenbüschel.  Behufs  Bestimmung  derselben 
benütze  man  die  in  §  38  angegebene  Steiner'sche  Methode 
und  nehme  wieder  an,  dass  (ij,  (ii');  (-^i);  (^2')  ^^^  (^3); 
(Irg')  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  darstellen.     Nach- 
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dem,  zufolge  der  eben  besprochenen  Eigenscbaft  dieser 
Strahlenbüschel,  (i^,  L^)  =  (L/  L/)  und  (Li,  i,)  =  iW  L^'), 
sein  muss,  sind  auch  (Fig.  54)  die  Bogen  m^m^  und  m^'m^, 
sowie  m^'  mg'  und  m^  mg,  einander  gleich,  woraus  man 
erkennt,  dass  die  in  der  Figur  mit  (l^)  und  (l^)  bezeichneten 
Strahlen,  sowie  jene  (Za)  und  (Zg')?  zu  einander  parallel  er- 
scheinen, weshalb  die  in  Fig.  49  mit  (T')  bezeichnete  per- 
spectivische  Achse  der  beiden  Strahlenbüschel  (Z^),  (Zg),  (Zg) . . . 

und  (Zi'),  (Za')?  (ZaO niit    der  unendlich  fernen  Geraden 

(L^)  der  Ebene  des  Kreises  (K)  zusammenfällt.  Die  in 
Fig.  49  mit  e  und  g)  benannten  Punkte  sind  folglich  in  dem 
vorliegendem  Fall  die  Schnittpunkte  der  unendlich  fernen 
Geraden  (L^)  mit  dem  Kreise  (K)^  und  erscheinen  imaginär. 
Man  erhält  somit  die  beiden  Doppelstrahlen  (E)  und  (F) 
der  beiden  hier  in  Betracht  kommenden  conlocalen,  gleich- 
stimmig  congruenten  Strahlenbüschel,  wenn  man  den  Punkt 
0  durch  zwei  Strahlen  mit  denjenigen  Punkten  €  und  g) 
verbindet,  in  welchen  der  Kreis  (K)  von  der  unendlich 
fernen  Geraden  (L^)  seiner  Ebene  geschnitten  wird,  und  diese 
Doppelstrahlen  sind  natürlich  imaginär,  nachdem  es  auch 
die  Punkte  €  und  g)  sind. 

Es  steht  zu  erwarten,  dass  die  Punkte  €  und  95  feste 
Punkte  sind,  d.  h.  Punkte,  welche  unabhängig  erscheinen 
von  den  Coordinaten  a,  b  des  Centrums  und  dem  Halb- 
messer r  des  Kreises  (K),  indem  ja  (K)  nur  durch  den 
Punkt  0  gehen  muss  und  sonst  ganz  willkürlich  ge- 
wählt wurde;  femer  die  beiden  Doppelstrahlen  bei  jeder 
erlaubten  Wahl  von  (K)  dieselben  bleiben  müssen.  Um 
dies  auch  analytisch  nachzuweisen,  bestimme  man  die  Coor- 
dinaten der  Schnittpunkte  e,  (p  des  Kreises  {K)  mit  der  un- 
endlich fernen  Geraden  (i^)  seiner  Ebene.  Nachdem  nun 
die  Entfernung  irgend  eines  Punktes  M  des  Kreises  (JE')  vom 
Centrum  0  desselben  immer  gleich  r  ist,  unterliegen  die 
Coordinaten  a?,  y  des  Punktes  M,  zufolge  Gl.  (3),  der 
Relation  {x  —  a)^+(y  —  hy  =  r^,  oder 

aj2  +  y2_2aa?  — 26y  +  a2  +  &*^  — 7-2  =  0, 

welche  zugleich  die  Gleichung  des  Kreises  (K)  in  der  Normal - 
form  darstellt.  Die  letzte  Gleichung  kann  ohneweiters  homogen 
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gemacht   werden,    sobald   man  x  und  y   (§  25)    durch   die 

Quotienten  —  und  —  ersetzt  und  hierauf  letzte  Gleichung 
z  z 

mit  z^  multipliciert,  wodurch  man  erhält 

x^-\'y^  —  2aaj2J  —  2 b y z -{' (a^  -^^  b^  —  r^)  z^  =•  o 

als  Gleichung  des  Kreises  (K)  in  den  einfachsten  homogenen 
Punktcoordinaten.  Femer  lautet,  bei  dieser  Wahl  der 
homogenen  Punktcoordinaten,  (siehe  Gl.  169)  die  Gleichung 
der  unendlich  fernen  Geraden  (L^)  der  Ebene  des  Kreises  (K) 

z  =i  0, 

und  müssen  sonach  die  Coordinaten  der  beiden  Punkte  € 
und  9>  den  zwei  letzten  Gleichungen  genügen,  oder  den 
hieraus  fließenden 

(261) a^^  +  y^  =  ö, 

woraus  sich  sofort  ergibt: 
(262)  .    .    .  y-^^  =  ^  y-\'ix  =  0 

^         ^  Z   =    Oj  z   =    0. 

Es  ist  somit  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Geraden 
y-j-taj  =  0  der  Punkt  f,  jener  der  anderen  y  —  ix  =  o 
der  Punkt  gp,  und  weil  in  den  obigen  Gleichungen  die  den 
Kreis  (K)  bestimmenden  Parameter  a,  b  und  r  nicht  mehr 
vorkommen,  so  sind  die  Punkte  €  und  g)  für  alle  in  der- 
selben Ebene  liegenden  gleichstimmig  congruenten,  conlocalen 
Strahlenbüschel  und  Kreise  auch  dieselben,  d.  h.,  sie  er- 
scheinen als  gemeinsame  Punkte  der  letzteren.  Daraus 
folgt  nun,  wenn  man  noch  bedenkt,  dass  s  und  g)  gleich- 
zeitig die  unendlich  fernen  Punkte  der  vorhin  erwähnten 
Doppelstrahlen  (E)  und  (F)  repräsentieren,  der  interessante 

Satz: 

Sänuntliche  Kreise  einer  und  derselben  Ebene  durch- 
schneiden die  unendlich  ferne  Gerade  der  letzteren  in  zwei 
festen,  jedoch  imaginären  Punkten  €  und  %  und  diese  reprä- 
sentieren zugleich  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Doppel- 
strahlen aller  in  der  Ebene  liegenden  gleiöhstimmig  con- 
gruenten, conlocalen  Strahlenbüschel. 
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Man  nennt  die  Punkte  e  und  9)  die  unendlich  fernen 
imaginären  Kreispunkte,  und  mittelst  der  Gleichungen  (262) 
ist  man  aber  auch  in  der  Lage,  sofort  die  Gleichung  dieser 
beiden  Punkte  aufzustellen.  Nach  Gl.  (40)  in  §  10  ist  be- 
kanntlich xu'\'yv'}-  i  =  0  die  Gleichung  eines  Punktes 
von  den  rechtwinkeligen  Coordinaten  x,  y,  und  dieselbe  kann 
sofort  homogen  gemacht  werden,  wenn  man  in  ihr  aj,  y  durch 

— ,   —  und  Uy  V  durch  — ,   —    ersetzt   und    hierauf    die 
z  '     z  .         w       w 

ganze  Gleichung  mit  zw  multipliciert,    wodurch  man  erhält 

xu-\- yv^  zto  =  0 

als  Gleichung  eines  Punktes,  unter  Zugrundelegung  der  ein- 
fachsten homogenen  Punkt-  und  Liniencoordinaten.  Für  den 
Punkt  6  ist  aber,  wie  aus  Gl.  (262)  sich  ergibt,  y  ==  — ix 
und  Ä  =  0,  für  den  Punkt  95  aber  y  =  ix  und  z  =  Oj 
demnach  sind  auch 

u  —  iv  =  Oy  U'\'iv  =  o  ' 

die  Gleichungen  von  £,  beziehungsweise  %  und  erscheinen 
daher  in  der  quadratischen  Gleichung 

(263)  ...  u^  +  v^  =  0 

die  beiden  imaginären  Kreispunkte  gleichzeitig  enthalten. 


Capitel  Vn. 
Involution. 

§  41.    Verwandtsohaftsgleichnngen. 


Zwei  conlocale  Punkt- 
reihen sind  in  Involution  (oder 
involutorisch),  wenn  ein^n 
jeden  Punkte  M  des  gemein- 
samen Trägers  (T)  beider 
Reihen  ein  und  derselbe  Punkt 
iP  entspricht,  gleicbgiltig,  ob 
hierbei  M  angesehen  wird  als 
ein  Element  der  ersten  oder 
zweiten  Reihe  (Desargues). 


Zwei  conlocale  Strahlen- 
büschel sind  in  Involution 
(oder  involutorisch),  wenn 
einem  jeden  durch  den  ge- 
meinsamen Träger  0  beider 
Strahlenbüschel  gehenden 
Strahl  (L)  ein  und  derselbe 
Strahl  (i')  entspricht,  gleich- 
giltig,  ob  hierbei  (i)  ange- 
sehen wird  als  ein  Element 
des  ersten  oder  zweiten  Bü- 
schels (Desargues). 

Es  ist  sonach  die  Involution  ein  specieller  Fall  der 
Projectiyität  von  zwei  gleichartigen,  conlocalen  Grundgebilden 
erster  Stufe,  u.  zw.  unterscheidet  sich  die  Involution  von 
der  Projectivität  bloß  dadurch,  dass  die  einander  ent- 
sprechenden Elemente  vertauschungsfähig  sind.  Ist  näm- 
lich 1  ein  Element  der  Punktreihe  I  (oder  des  Strahlen- 
büschels I),  so  entspricht  demselben  in  der  Punktreihe  II 
(oder  dem  Strahlenbüschel  11)  nach  dem  Q-esetze  der  Pro- 
jectivität ein  ganz  bestimmtes  Element  1', '  welches  auf  dem 
gemeinsamen  Träger  (T)  beider  Reihen  liegt  (oder  durch 
den  gemeinsamen  Mittelpunkt  beider  Büschel  geht).  Sieht 
man  nun  1  als  ein  Element  von  11  an,  wo  es  mit  2'  be- 
zeichnet werden  möge,  so  entspricht  demselben  nach  dem 
Gesetze  der  Projectivität  ein  ganz  bestimmtes  Element  2  in 
I,  welches  im  allgemeinen  von  1'  verschieden   ist    und  nur 

HA9VKR,  anal.  G^om.  der  Kegelschnitte.  j^ß 
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identisch  erscheint,  wo  beide 
Sind  folglich 
und 

die       Gleichungen       zweier 

Stcahtax; 

2  und   fi   zwei   veränderliche    Parameter,    unti^worfffli  df^ 
Bedingung 

(264)   .    .    .       aXfi-^b{X-\-fi)'\'d  =  0, 

so  repräsentieren  die  Gleichungen 


in  dem  besonderen  Fall  mit  1 
Gebilde  involutorisch  sind. 
Sind  folglich 

und 

J/a  =  -42  t*  +  jBg  ^  +  Cj   =  0 

die       Gleichungen 
Punkte, 


zweier 


(265)...    Z'~'^^"' 


I^—XI^  = 


0 


,  . . .  (266) 


für  jedes  zusammengehörige  Wertesystem  von  }.  und  (i  ein 
Paar  entsprechender  Elemente  M  und  My  beziehungsweise 
(i)  und  {L*)j  welche  Elemente  noch  überdies  vertauschuDgs- 
fahig^  ersehenen,  d.  h.  es  sind:  (265)  die  Gleichungen 
von  zwei  involutorischen  Punktreihen,  (266)  jene  von  zwei 
involutorischen  Strahlenbüscheln  und 

M^  =  0,        M^  =  0         I  Li  =  0,        L.^  =i  0 

die  Gleichungen  des  Trägers 
der  beiden  Reihen.  |  der  beiden  Büschel. 

Gleichzeitig  sei  noch  bemerkt,  dass  (264)  die  Gleichung 
der  Involution  heißt. 

Nun  kann  man  aber  auch  die  Coordinaten  von  zwei 
einander  entsprechenden  Punkten  einer  Punktinvolution,  oder 
von  zwei  einander  entsprechenden  Strahlen  einer  Strahlen- 
involution ermitteln.     Sind  nämlich  wieder 


yi  und  Zi,  i  =  1,  2,  3,  die  tri- 
metrischen  Coordinaten  der 
Punkte  M^  und  -Mg,  so  nehmen 
nach  Gl.  (160)  die  obigen 
Gleichungen  (265)  die  Form 
an: 

2{yi  —  Xz,)ui  =  0, 
2{yi  —  fiz,)ui  =  a, 


Vi 


und 


w 


*) 


1,  2,  3,    die 


trigonalen  Coordinaten  der 
Strahlen  (i^)  und  (ig)?  so 
nehmen  nach  Gl.  (159)  die 
Gleichungen  (266)  die  Form 
an: 

2J(vi  —  X  v>i)  Xi  =  0, 
X{vi  —  fi  Wi)  Xi  =  0, 
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und  sind  sonach  für  jedes   zusammengehörige  Wertesystem 
von  X  und  fi 


(267) . . . 


Ui    =    Vi  —  }.  Wi , 
Ui   ==   Vi  —  fi  tOi 


. . .  (268) 


die  Coordinaten  eines  Paars  entsprechender  Elemente  M,  M' 
oder  {L)y  {V)  der  beiden  Punktreihen  oder  Strahlenbtischel 
in  Involution. 

Es  braucht  wohl  nicht  erwähnt  zu  werden,  dass  die 
früheren  Gleichungen  (233)  und  (234)  für  den  Fall  der 
Involution  die  Form  annehmen  müssen 


(269)...  axx*^ß{x-\-x*)'\- 


+  rf  =  o,   ...(270) 


und  bedeuten  hierin  wieder 


x  =  OM,  x'==OM'  die  Ent- 
fernungen der  einander  ent- 
sprechenden Punkte  M,  M* 
von  einem  festen  Punkte  des 
gemeinsamen  Trägers  (T) 
beider  Reihen. 


ti  =  tg(0,i),  t^'  =  tg(0,ZO 
die  trigonometrischen  Tan- 
genten jener  Winkel,  den  die 

einander    entsprechenden 
Strahlen   (L),  (i')  mit  einer 
festen  durch  das  gemeinsame 
Centrum  beider  Büschel   ge- 
henden Geraden  einschließen. 


§  42.    Sätze  über  involutorische  iPnnktreihen  und 

Strahlenbüschel. 


Satz.  Zwei  involutori- 
sche Punktreihen  erscheinen 
bestimmt  durch  zwei  Paare 
entsprechender  Punkte. 


Satz.  Zwei  involutori- 
sche Strahlenbüschel  erschei- 
nen   bestimmt     durch     zwei 

Paare     entsprechender 
Strahlen. 

Beweis.  Sind  2^,  ^  und  X^j  fC2  diejenigen  Werte  der 
Parameter  X  und  ^,  welche  den  zwei  Paaren  entsprechender 
Elemente  angehören,  so  wird,  zufolge  der  früheren  Glei- 
chung (264);  d.  i. 

aXfi'{'b{X'\'fi)'^d  =  0, 
a  X^  ,«1  +  h  (;.i  -f  .Wi)  -A-d  =  Oy 
a  X^fi.^  +  h{^2  +  f^i)  +  d,  =  0, 
und  hieraus  folgt  durch   die  Elimination  von  a,  b  und  d 

13* 
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Ifi        {X-^-fi)        1 
(271)  .  .  .  -^1.«!      (^i4-/"i)     1     =  0 

als  Gleichung  der  Involution,  daher  etc.  etc. 

Satz.  Sind  in  zwei  conlocalen,  gleichartigen,  projec- 
tivischen  Grundgebilden  erster  Stufe  die  Elemente  eines 
Paars  entsprechender  Elemente  vertauschungsfthig,  so  sind 
diese  beiden  Gebilde  in  Involution. 

Beweis.  Es  seien  diesmal  1,  1';  2,  2'  und  3,  3'  drei 
Paare  entsprechender  Elemente,  und  werde  hierbei  ange- 
nommen, dass  1  und  1'  vertauschungsßlhig  sind  und  über- 
dies das  Element  2  mit  jenem  3'  zusammenfällt,  d.  h.  2  als 
ein  Element  der  Punktreihe  I  (des  Strahlenbiischels  I)  ent- 
spricht in  der  Punktreihe  11  (dem  Strahlenbtischel  II)  das 
Element  2'  und  2  als  ein  Element  von  II,  wo  es  dann  mit 
3'  bezeichnet  werden  möge,  entspricht  in  I  das  Element  3. 
Nach  dem  Gesetze  der  Projectivität  (siehe  §  34)  ist  nun 
(1  1'2  3)  =  (l'l  2' 3'),  oder  weil  2  mit  3'  zusammenfällt, 
(1  1'2  3)  =  (1'12'2).  Nun  ist  aber,  wie  man  sich  leicht 
überzeugen  kann,  (1'  1  2'  2)  =  (1  1'  2  2'),  und  daher  kann 
die  letzte  Gleichung  auch  so  gegeben  werden  (1  1'  2  3)  = 
=  (1  r  2  2')  und  hieraus  folgt,  dass  auch  2'  mit  3 
zusammenfällt,  d.  h.  die  beiden  einander  entsprechen- 
den Elemente  2,  2'  sind  ebenfalls  vertauschungsftlhig,  wo- 
durch der  oben  ausgesprochene  Satz  erwiesen  erscheint. 

Satz.  Sind  zwei  conlo- 
cale  Punktreihen  in  Involu- 
tion, so  fallen  die  Gegen- 
punkte G  und  G*  beider  Reihen 
zusammen. 


Beweis.    Sind  M,  M* 

(Fig.  55)  ein  Paar  entspre- 
chender Punkte  der  beiden 
involutorischen  Punktreihen, 
so  ist  in  Anbetracht,  dass  die 
Involution  nur  ein  specieller 


Satz.  Sind  zwei  conlo- 
cale  Strahlenbüschel  in  Invo- 
lution, so  fallen  die  einander 
nicht  entsprechenden  Gegen- 
strahlen {G^)  und  {G^%  sowie 
ißi)  und  {G^)  zusammen. 

Beweis.  Sind  (i),  {L') 
(Fig.  56)  ein  Paar  entspre- 
chender Strahlen  der  beiden 

involutorischen      Strahlen- 
büschel, so  ist  in  Anbetracht, 
dass   die  Involution  nur  ein 
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6' 


M' 


Fig.  55. 


Fall     der    Projectivität    ist, 
nach   einem  in   §  35  bereits 
vorgeführten  Satze   das  Pro- 
•  duet 

GM.G'  M  =  Const 

und 
GM.G'M'  =  GM  .  G'M. 
Setzt  man  noch  GG^  =  e, 
G'M=  X  und  G*M  =  x\ 
so  nimmt  die  letzte  Gleichung 
die  Form  an 

(a?  -f-  e) .  a?'  =  (a?'  -|-  e)  a?, 

welche  Gleichung,  nachdem  x 
von  a?'  im  allgemeinen  ver- 
schieden ist,  nur  dann  be- 
stehen kann,  wenn  e  =^  o 
wird,  weshalb  in  der  That  G 
mit  G*  zusammenfallt.  Der 
Punkt,  in  "welchem  6r  und  G* 
sich  vereinigen,  heißt  der 
Mittelpunkt  (das  Centrum)  der 
Involution  und  wird  in  Hin- 
kunft mit  Gq  bezeichnet.  Sind 
demnach  wieder  My  M  ein 
Paar  entsprechender  Punkte 
von  zwei  involutorischen 
Punktreihen,  so  ist  dasProduct 

(272). . .  Öo-Ztf .  öolf=  Const, 


Fig.  56. 

specieller  Fall  der  Projectivi- 
tät ist,   nach   einem   in  §  35 
bereits  bewiesenen  Satze  das 
Product 
tg  (öl,  L).tg(Ö2',iO  =  Const 

daher 

tg  (G^„  L)  ,  tg  (G,'  i')   = 

tg  (G^i,i0.tg(ö,'Z). 
Setzt  man  noch  ((?i,  G^*)  =  «, 
(ß^*  L)  =  (p  und  ((?2 '  L')  =  (p% 
so  nimmt  die  letzte  Gleichung 
die  Form  an 

tg(a+9>)tg9^'=tg(a  +  9)0. 

tg  % 
welche  Gleichung,  nachdem  (p 
von  9)'  im  allgemeinen  ver- 
schieden ist,  nur  dann  be- 
stehen kann,  wenn  a  =  o 
wird,  d.  h.  {G^)  mit  {G^*) 
zusammenfällt.  Fällt  aber 
{G^)  mit  ((T2')  zusammen,  so 
sind  auch  {G^')  und  {G^)  zu- 
sammenfallende Strahlen  und 
es  ist,  sobald  (i),  {L')  wieder 
ein  Paar  entsprechender 
Strahlen  von  zwei  involutori- 
schen Strahlenbiischeln  re- 
präsentieren, das  Product: 
tg  ((?!,  L)  .  tg  {G„  L') 

=  Const  .    .    .  (273), 
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u.  zw,  für  jedes  Paar  ent- 
sprechender Punkte  dieser 
beiden  Reihen.  Von  selbst 
folgt  noch;  dass  das  Centrum 
Gq  der  Involution  und  der 
unendlich  ferne  Punkt  M^  des 
gemeinsamen  Trägers  beider 
Reihen  ebenfalls  ein  Paar 
entsprechender  Punkte  dar- 
stellen. 


u.  zw.  für  jedes  Paar  ent- 
sprechender Strahlen  der  bei- 
den Büschel.  Grieichzeitig  er- 
sieht maU;  dass  eine  Strahlen- 
involution nur  ein  einziges 
reelles  Strahlenpaar  besitzt, 
deren  Elemente  einen  rechten 
Winkel  bilden.  Dieses  Strah- 
lenpaar heißt  das  rechtwinke- 
lige Strahlenpaar  der  Invo- 
lution. 


Bezeichnet  man  die  in  den  Gleichungen  (272)  und 
(273)  vorkommenden  Constanten  mit  k  und  nimmt  gleich- 
zeitig an,  dass  die  einander  entsprechenden  Punkte  M^  M\ 
beziehungsweise  Strahlen  (i),  (i');  zusammenfallen,  so  gehen 
diese  Gleichungen  über  in  die  folgenden 

und  hieraus  folgt,  sobald  man  die 


Doppelpunkte  der  beiden  in- 
volutorischen  Punktreihen  mit 
E  und  F  bezeichnet, 
G^E^\/k,      G^F=  —  yk, 


Doppelstrahlen  der  beiden  in- 
volutorischen  Strahlenbüschel 
mit   (J57)  und  {F)  bezeichnet, 

tg  ((?„  E)  =  VÄ,  tg  (G,,  F) 


=  —  Vä, 
aus  welchen  Gleichungen  die  beiden  Sätze  hervorgehen: 


Der  Mittelpunkt  G^  der 
Involution  einer  Punktinvo- 
lution halbiert  die  zwischen 
den  beiden  Doppelpunkten  E 
und  F  gelegene  Strecke. 


Die  beiden  Elemente 
des  rechtwinkeligen  Strahlen- 
paars einer  Strahlenirivolution 
sind  identisch  mit  den  beiden 
Winkelhalbierungslinien  des 
von  den  Doppelstrahlen  (JE?) 
und  {F)  gebildeten  Winkels. 

Es  ist  klar,  dass  die  beiden  Doppelelemente  reell  oder 
imaginär  erscheinen,  je  nachdem  die  Größe  k  positiv  oder 
negativ  ausfällt,  dass  ferner,  wenn  k  =  o  ist,  dieselben  wohl 
reell  sind,  aber  zusammenfallen. 


Satz.  Die  beiden  Doppel- 
punkte einer  Strahleninvolu- 


Satz.  Die  beiden  Doppel- 
strahlen   einer  Strahleninvo- 
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tion  und  ein  Paar  entsprechen- 
der Punkte  sind  harmonisch. 


lution  und  ein  Paar  entspre- 
chender Strahlen  sind  har- 
monisch. 


F 


G'       ¥     f. 


M' 


Fig.  57. 


Fig.  58.' 
Beweis.       Nachdem^   wie   bereits   gesagt   wurdC;    die 
Involution  nur  ein  specieller  Fall  der  Projectivität  ist,  die 
beiden  einander  entsprechenden  Elemente  M,  M',  beziehungs- 
weise (i),  (L'),  vertauschungsfUhig  sind,  ist  (§  34): 

{EFMM)  =  {EFMM\    \       {EFLV)  =  {EFL*L\ 

oder 


(EFM)  _  (EFM) 
(EFM)  ~  (EFM)' 


(EFL)   _  jEFL) 
{EFD)   ~   {EFL)' 


woraus  sich  ergibt 

(EFM)^  =  (EFM)^        I         (EFL)^  =  {EFL*)^ 

und  hieraus,  weil  der  Fall  {EFM)  =  {EFM),  beziehungs- 
weise {EFL')  =  (jBjF'Z),- ausgeschlossen  erscheint. 


{EFM)  =  —  {EFM% 

zum  Beweise,  dass  die  Punkte 
Ej  F  und  M,  M  zwei  har- 
monische Punktpaare  dar- 
stellen. 


{EFL)  =  —  {EFL% 

zum  Beweise,  dass  die  Strah- 
len {E),  {F)  und  (i),  (i') 
zwei  harmonische  Strahlen- 
paare darstellen. 


Sind  demnach 


A^u  -j-  -Bi  V  -|-  C'i  =  o  und 

A^u  -]--  B^v  -\-  C^  =  0  die 

Grieichungen  der  beiden  Dop- 
pelpunkte von  zwei  involu- 
torischen    Punktreihen,     und 


A^x  +  B^y  -}-  Ci  =  0  und 
Ac^x  +  B^y  -f-  Q  =  0  die 

Gleichungen  der  beiden  Dop- 
pelstrahlen von  zwei  involu- 
torischen      Strahlenbtischeln, 
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ißt  X  ein  veränderlicher  Pa- 
rameter^  so  sind  nach  §  19: 

(A^u-f-B^v^-Ci)  —  !. 
{A2U  +  B2V  -(-  Cg  =  0, 

die  Grieichungen   der  beiden 
Punktreihen  in  Involution. 


(274) 


und  hiX  ein  veränderlicher  Pa- 
rameter, so  sind  nach  §  19: 

(A,x+B,y}-C,)-X. 

{A,x^B,yi-C,)-i-X. 
(i^aOJ-f  JS^y  +  CJ^o 

die  Gleichungen   der    beiden 
Strahlenbüschel  in  Involution. 


(275) 


(276) 


^sV=  0 


(277) 


Satz.  Sind: 
U  —  X^V  =  0      U  —  X^V  =  0      U  - 
U  —  l^iV  ="  Oj     tJ  —  fi^V  =  Oj     U  —  [i^V  =  0 
die  Gleichungen  von    drei  Paaren  entsprechender  Elemente 
einer  Punkt-  oder  Strahleninvolutioh,   so  bestehen  zwischen 
den  in  den  obigen  Gleichungen  vorkommenden  sechs  Para- 
metern Xi  und  fii  die  Beziehungen: 

(^  —  ^2)  (^2  —  (^z)  (^  —  lh)  =  iK  —  i^s)  (^  — /^i)  (^  —  (^1)' 
(f^i  —  .«^2)  (^2  —  f^s)  (^3  —  -^i)  =  (f^i  —t^z)  ih—K)  ih  — A)? 

(^1  —  K )  (f^2  —  /<s)  (^3  —  ^1 )  =  (^1  —  i^S )  (f^2  —  i"l )  (^3  —  h )y 

(X^—fl^)  U2  —  ^3)   (^3  — /^l)  =  (^1  —  ^3)  (^2—fh)if^3—(^2)y 

von  welchen  alle  erfüllt  sind,  sobald  die  eine  es  ist. 

Beweis.  Zunächst  sei  bemerkt,  dass  zwischen  den 
sechs  Coefficienten  Xi  und  ^,,  zufolge  der  früher  angegebenen 
Verwandtschaftsgleichung  (271),  die  Ret.  besteht 

^1  i"i>  (h  +  ßi)f  1 
A  =  X^  fi2,  (^2  +  ^"2)?  1  =  ö, 

h  f^37  (h   +  f^s)y  1 
woraus,  sobald  man  noch  setzt 


(278) 


(a). 


K     1 

B  — 

X^'    k,    1 

/g               A3         1 

1,    - 

A  — 

1,    - 

1,    - 

und  bedenkt,  dass  die  Detern^inante 


(^2    +  i«2);    hf^2 
1,    —    (^3   +  i"3);    ^^8 
ist,  nach  dem  Multiplicationstheorem  der  Determinanten  sich 
ergibt 
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-f  ^2/^L  [^1*  —  ^1  (h  +  f^s)  +  ^3i^3]; 

A      B=    ^^^    —  ^     (^    +  i"l)  +  ^1  i"l]?    [^^2^  —  ^2     (^2    +  f^2) 

+  ^2M    [^2^    —    h     (^3     +    /"3)    +    ^3iW8]; 

[^8^    —  K    (^1   +  i^l)  4-  h  l«l];    [^3*  —  ^8    (^2  +  i«2) 

+  ^2  iW2L     [^3*    —    ^     (^3     +    ^3)    +    hih\        •.■ 

und    hieraus    nach    erfolgter   Berechnung    der    rechts    vom 
Gleichheitszeichen  erscheinenden  Determinante : 

(6)..    .  A.B  =  {X^-  l^)  (^  -  ^1)  {h  -  ^3)  Pi  -  Ih) 

(^2     —    Ih)    (^     —    ih)     —     (^1     —    i"3)     (^     —    i"l)    (^3     —    i"2)]- 

Anderseits  ist   aber  nach  den  Grundlehren  der  Deter- 
minantentheorie 


B  = 


{X^^  -  X^)  {X^ 


K) 


X  2 

^2 

X  * 


0 
1 


^3 


(^1  -^2/    (^2  M 


Ag  As  X. 

)  (^   -  ^) 


und  daher  nach  Gl.  (b) 

-^  =  —  [(^  —  ^  (^2  —  i^s)  (^3  —  fh)  —  (K  —  ^"3)  (^2 

—    /"l)    (^3    —    i"2)]> 

weshalb  die  Gl.  (278)  die  Form  annimmt 

(^1  —  fh)  (^2  —  ^^3)  (^3  —  i"i)  =  i^—(h)  (^2  —  i"i)  (^3  —  ^"2)- 
Die  letzte  Gleichung  ist  also  nur  eine  Folge  von 
jener  (278),  d.  h.  sie  ist  dieselbe  Gleichung,  nur  in  anderer 
Form  und  ist  zugleich  die  erste  der  vier  Gleichungen  (277). 
Um  noch  die  drei  anderen  in  (277)  ebenfalls  angegebenen 
Formen  von  Gl.  (278)  zu  erhalten,  hat  man  bloß  successive 
X^  mit  ^1,  X2  mit  ^2  ^^^  ^3  ^^  f^s  ^^  vertauschen,  was,  wie 
ein  Blick  auf  Gl.  (278)  sofort  erkennen  lässt,  statthaft  erscheint. 
Aus  den  in  (277)  angegebenen  vier  Gleichungen  kann 
man  aber  drei  neue  herleiten,  sobald  man  nämlich  die 
erste  derselben  durch  die  zweite,  beziehungsweise  dritte 
und  vierte  dividiert,  wodurch  man  erhält: 

(^1  —  ^2)  (^1  —  f^2)  ih  —  f^l)  if^l  —  f^s)  = 
(^1     —    ^3)    (^1     —    ^"3)     (^2     —    t^l)    (f^l     --    (^2), 

(h  —  ^l)  (^2  —  fh)  (^3  —  i"2)  if^2  —  f^s)  = 
(^2     —    W    (^8    —    ^3)     (^1     —    (^2)    if^2     —    (^l)j 

(A3  —  ^2)  (^  —  ^^2)  (^1  —  N)  (f^B  —  f^l)  = 
(^3     —    ^1)    (^3     —    ^1)     (^     —    f^s)    (i«3     —    /"2)- 


(279) 
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Satz.  Sind  l/i,  3//; 
Mg,  M^'  und  iWg,  iig'  drei 
Paare  entsprechender  Punkte 
einer  Punktinvolution,  so  ist 
das  Product: 

(280)  (If,  M^  M,^)  (M,  M,  14') 
(M^  M^  ifgO  =  1. 


Beweis.  Nimmt  man 
an,  dass  U  =  o  und  F=  o 
die  Gleichungen  der  beiden 
Doppelpunkte  einer  Punkt- 
involution darstellen,  so  sind 
nach   den  Gleichungen  (274) 

U—X^V=o,U—Z^V=o, 

U+X^V=o,U-\-k^V=o, 

die  Gleichungen  von  drei 
Paaren  M^,  itf/;  M^,  J^'; 
Ifg,  ilfg'  entsprechender  Ele- 
mente. 

Nun  setze  man 


(c) 


Satz.  Sind  (4),  (i/); 
(Z^),  {L,')  und  (Za),  (Z,') 
drei  Paare  entsprechender 
Strahlen  einer  Strahleninvo- 
lution, so  ist  das  Product: 

(ig  -^3  ^i)    (^3  A  ^1  0 

(L,L,L,^)  =  1 (281) 

Beweis.  Nimmt  man 
an,  dass  U  ==  o  und  F=  o 
die  Gleichungen  der  beiden 
Doppelstrahlen  einer  Strahlen- 
involution darstellen,  so  sind 
nach   den  Gleichungen  (275) 

U+X,V=o, 

die    Gleichungen     von     drei 

Paaren(4),(A0;(i2),(i2'); 
(ig),     (ig')      entsprechender 

Elemente. 


(d) 


u 


(e)   .  U 


hV  = 


hV 


M, 


M„ 


^x' 


il 


M„ 


C7  —  ;i,  F  = 


C7-  ^2V=j 


4 


-^3 


X  '  ' 


(/) 


'3 


U-X,V=j- 

Aj  A2 


woraus  zunächst  folgt 


ig)   .  M,  -f  34  +  ^^^3 


A  +  4  +  ^  —  ö,  .(A) 


und  drücke  mittelst  der  beiden  letzten  der  Gleichungen 


(e)    die   Polynome    U  und   F 
durch  ilfg  und  iWg  aus 


(/)  die  Polynome    U  und   F 
durch  ig  und  ig  aus 


und  erhält  dadurch 
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V_  ih  —^)^s-  (h  —  ^)  ^»^ 

Die     eben    gefundenen 


U= 


^2\^ — ■^l/-"3 — ■^SV'^l     ^2/-^2 


(Xj         Ag  )  (^3         •^l )  \^2         ^3  ) 


v= 


(^3  ^)^3 (^1 '^2)-^2.. 


(^1         ^2)  (^3         ^)  \^2        ^3 ) 

Ausdrücke     fiir     die    beiden 


Gleichungspolynome  U  und  V  substituiere  man  nun  in  die 
erste  der  drei  unteren  Gleichungen  (c),  beziehungsweise  (d), 
wodurch  diese  nach  einigen  einfachen  algebraischen  Opera- 
tionen schließlich  die  Form  annimmt: 


M. 


M 


A^  A<      ~~~"    Aq    ~~~~    \J» 


^^3   ~r  ^1         -^1   "r  ^i 


Xg       ~~~"     Aj  Aj        "^      A2     — —    0« 

^3    ~r  ^1  A^    4"  ^^2 


In  analoger  Weise  kann  man  nun  auch  die  beiden 
anderen  Gleichungen  Z7  -j-  X2V  =  0  und  U  -{-  X^V  =  0 
umformen  und  erhält  dann  schließlich  als  Ersatz  der  früheren 
Gleichungen  (c),  beziehungsweise  (rf),  die  nachfolgende  Gruppe 
von  Gleichungen,  u.  zw.: 


M,  =  0, 


(282) 


—  0; 

/«8 

Mj 

—  0, 

M,'       ^ 

A  =  o> 


4'^ 


.«3 


1/3  =  0, 


M. 


Mj 


l/„ 


0, 


i.. 


L, 

4 

/<2 

i«3 

^2 

0, 

z, 

A 

J«8 

J«l 

Ls 

0, 

A 

i. 

0 


.  (283) 


Z  '  =  -^  —  ^^  = 


^  /^2 

wenn    die   drei   Coefficienten    ftj^, 
scheinen  durch 


(h 


^2 


fi,2   und   fi^    definiert    er- 


^^2  ^3 


^2    = 


^ ^  '^l ^ 


i"3     = 


(Jö4).    .jMi    _J_2?      ^*'2    —     2      _1_3^      ^^3  2         I      0 

^2     "T"    ^3  ^^3     ~l       '^l  ^1        1"    ^^2 

Aus    den    hier    vorgeführten    Betrachtungen    erkennt 
man  demnach  zunächst,  dass  die  sechs  Gleichungen 


(282)    drei  Punktpaare   M^j 
Jt/j';   M^,   M^'  und  M^ 
eine  Punktinvolution 


'37    ^^H 


(283)  drei  Strahlenpaare  (L^ ), 

(L,');  (^2),  iW)  ^nd  (^3)' 

(Lg')   eine  Strahleninvolution 
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darstellen;  welche  Werte  man  den  darin  vorkommenden 
Coefficienten  (i^y  (i^  und  ^g  beilegen  mag,  wenn  nur  die  Be- 
dingung erfüllt  erscheint: 

ifl     4-    -^2     +    ^8    '^   Ö-  I  A     +    A     +    -^3    ^   O- 

Gleichzeitig  ist  es  aber  jetzt  auch  leicht,  den  vorhin  ausge- 
sprochenen Satz  zu  beweisen.  Zufolge  der  obigen  Gleichungen 


(282)  ist  nämlich  nach  Gl.  (95) 
in  §  16 


{M,  M,  M,') 


/'s   Qz 


fti   Qi 


(A  A  -^sO  —  ~ 


(M^  M^  M')  =  -^  ^, 
'      '      "  /'2   Ca' 

und  daher  in  der  That  das  Product 


(283)  ist  nämlich  nach  Gl.  (99) 
in  §  17 

{L,L,L,')=   (^^,    , 

/'s    Qi 

(Zj  4  L^')  =  i^  Ps-, 


fh   ft 


fh    Qa 


M,  M,')  =  1, 


was    zu    beweisen  war.     Die   obige   Gleichung  kann   aber 
auch  ersetzt  werden  durch: 

M^M^'    M,M^'    M^  M,'  8in(Za,Z,0        sin {L,,L^') 

M^M^''  M^M^''M^M^'~  '     8in(Z3,iiO    *    8in(4,iaO  ' 

sin(Z2,i3')         ' 
und  hieraus  ergibt  sich  nach  Wegschaffung  der  Brüche: 


sin  (Zi,  ia')  .  sin  (Zg,  ^sO  • 
sin  (ig,  i/)  =  sin  (i^,  ig') 

sin  (ig  i/)  sin  (ig  Lg  0 
und  aus  diesen  folgen,  sobald  man  successive 


M^    mit   M^\    M^    mit   M^', 


Jfg    mit   ilig' 


(ij  mit  (i/),  (4)  mit  (i,0, 
(ig)  mit  (igO 

vertauscht,  drei  weitere  Relationen,  so  dass  man  also  schließ- 
lich zu  dem  Satze  gelangt: 


Sind  M^,  M/;  M^,  M^' 
und  ifefg,  Jig'  drei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  einer 
Punktinvolution, 


Sind  (ij,  (40;  (4),  (i,') 
und  (ig)  (ig')  drei  Paare 
entsprechender  Strahlen  einer 
Strahleninvolution, 
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80  bestehen  die  nachfolgenden  vier  Grleichungen,  u.  zw.: 


(285) 


sin  (i^ia')  .  sin  (ig  ^3') 

sin  (L^  L^')  sin  {L^  L^^ 

sin(ii'Z2')  .  sin  (ig  ^3')« 

sin(Z3ZJ  =  8in(Z/i3  0 

/ooßN    sin  (L2  ij  sin*  (Z3  i/), 

^^''^^in(Z,4).sin(Vi3  0 
sin(L3Zi')  =  sin(iii3') 

sin(L2'i/)sin(i3i2), 

sili(ii,Za')  sin(i2Z3)  . 

sin(L3'Zi')=Bin(A-^3) 
sin  (Lg  i^ ')  sin  (ig '  ig ')  • 

Mittelst  der  früheren  Gleichungen  (276)  und  (278) 
kann  man  übrigens  noch  zwei  weitere  Sätze  herleiten,  welche 
so  ausgesprochen  werden: 


Sind  M^,  ilfi';  M^,  M^* 
und  M^y  ifg'  drei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  einer 
Punktinvolution,  so  ist: 

(287)  {M^M,'M,){M,M,'M^'y 


Sind(iJ,(i/);(iJ,(i20 
und  (ig),  (i3')  drei  Paar  ent- 
sprechender Strahlen  einer 
Strahleninvolution,  so  ist: 

{L,L,'L,){L,L,'L,')- 
(L,L,'L,){L,L,'L,')=o.  (288) 


Auf  den  Beweis  dieses  Satzes  übergehend,  mache  ich 
die  Annahme,  dass  die  Gleichungen  dieser  drei  Paare  ent- 
sprechender Elemente  gegeben  erscheinen  in  der  Form: 


=  mj  —  ^.3  m^ '  =  0 


m^  '=o,iW2'=^i— ^2*^*1'=^? 


M. 


8  =^1— ^3mi  =0, 


Z^ Oj    ig  == '1, ^?  '1 ' ö? 


'3 


fcj  —  0,  ig  =  &i  —  fhh  — 


0. 


(/) 


worin   die  Symbole  Wj,  m^'  und  Z^,  Z^'  definiert  sind  durch 

mj    =   a?i  16   -|-   ^1  V   +    1;     ^1  =  «cos«!  ■*}"  ysinoi  +  dj, 
m^'  =  a?i't^   -f-  yi't?  -f*  ^y        Z^ '  =  a? cos «^ '-|- y sin a^ ' -{- d^ ', 

mithin,  zufolge  §  16  und  §  17, 


^2  =  {M^M^'M^),  ^2  =  (Afi 


L,'L,'),  X,  =  (L,L,'L,),(h) 
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ist.  Nun  gehen  aber  die  Gleichungen  (e)  und  (/)  aus  den 
vorhergehenden  (276)  dadurch  hervor,  dass  man  in  den 
letzteren  einfach  U  und  V  mit  m^  und  m^',  beziehungsweise 
Zi  und  l^\  vertauscht  und  hierauf  ^  ==  o,  //^  s=  oo  setzt. 
Dividiert  man  daher  noch  Gl.  (278)  durch  den  Parameter //j, 
wodurch  selbe  die  Form  annimmt 

K,     (1  +^), 


=  0 


1^1  Ih 

und  setzt,  im  Sinne  des  eben  Gesagten,  X^  =o  und  ^^  =  oo, 
so  erhält  man 


^2  f^2: 


1,  0 

(^2     +    ^2)?     1 


K  f^Sf     (^^3     +    fh)f     1 


^3  f^3  ^2  i^2     


welche  Gleichung  den  obigen  Satz  bestätigt,  wenn  man 
noch  für  ^g-'-'i^a  die  in  den  Gleichungen  (g)  und  (ä)  ge- 
gebenen Werte  substituiert 

Zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  mögen  noch  einige 
hiehergehörige  Eigenschaften  ebener  Figuren  vorgeführt 
werden,  und  beginnen  wir  zunächst  mit  der  Begründung 
des  Satzes : 

Die  aus  einem  Punkte  0  zu  den  drei  Seiten  eines 
Dreiseits  gezogenen  Parallelen  und  die  aus  demselben  Punkte 
gezogenen  Parallelen  zu  jenen  Geraden,  welche  einen  Punkt 
Mq  in  der  Ebene  dieser  Figur  mit  den  drei  Ecken  der 
letzteren  verbinden,  bilden  eine  Strahleninvolution. 

Dieser  Satz  kann  mit  Zuhilfenahme  des  früher  in  §  21 
gegebenen  Satzes  von  Ceva  bewiesen  werden.  Denn  sind 
(a?i),  («2)  und  (ajg)  die  drei  Seiten  des  Dreiseits  (Fig.  59) 
und  (a?i')?  (^2')  "^d  (^3')  die  Verbindungsgeraden  der  gegen- 
über liegenden  Ecken  ilf^,  M^  und  M^  mit  dem  Punkte  itf^, 
so  ist  nach  diesem  Satze  das  Product: 

{X2  •^S  *^l  )    •v*^3  *^1  *^2  /    V^l  *^2  *^3  )    n~    ^ • 

Anderseits  ist  aber,  weil  die  durch  0  gelegten  Strahlen 
(i ,)  und  (L  i)  parallel  erscheinen  zu  den  Strahlen  (x ,)  und 
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Fig.  59. 

und  (Z/j  Zfg  ig')  =  (a?i  x^  ajg'),    mithin,    zufolge    der    letzten 
Gleichungen,  das  Product 

(^2-^3^0    (^3-^1-^2')    (A-^2^3')    =    "f"    1? 

womit  wegen  Gl.  (281)  die  Richtigkeit   des  diesbezüglichen 
Satzes  erwiesen  erscheint. 

Ebenso  leicht  lassen  sich  nun  auch  die  auf  das  voll- 
ständige Viereck  und  Vierseit  sich  beziehenden  Sätze  über 
Involutionen  herleiten.     Diese  Sätze  lauten  nämlich: 


Bringt  man  die  drei 
Seitenpaare  eines  vollstän- 
digen Vierecks  zum  Schnitte 
mit  einer  Transversalen,  so 
erhält  man  drei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  einer 
Punktinvolution. 

Beweis.  Die  Gleichungen 
der  vier  Ecken  Pi  (Fig.  60) 
des  vollständigen  Vierecks 
seien  Pi  ^  ÄiU-^  Bi  v  -^  Q 
s=  0,  t  =  1,  2,  3,  4,  und  u^,  Vq 
die  Coordinaten  der  Trans- 
versalen (Lq).  Die  Gleichun- 
gen der  Punktpaare,  in  wel- 
chen die  Seitenpaare  dieses 
Vierecks  von  der  Transver- 
salen (Lq)  geschnitten  werden, 
^ind  dann  nach  §  14,  Gl.  (81) : 


Verbindet  man  die  drei 
Eckenpaare  eines  vollstän- 
digen Vierseits  durchstrahlen 
mit  einem  Punkte,  so  erhält 
man  drei  Paare  entsprechen- 
der Strahlen  einer  Strahlen- 
involution. 

Beweis.  Die  Gleichungen 
der  vier  Seiten  (Gi)  (Fig.  61) 
des  vollständigen  Vierseits 
seien  Gi  ^  AiX  -\-  Biy  -\- 
Cj  =  0,  t  ==  1,  2,  3,  4,  und 
^0?  yo  ^^^  Coordinaten  des 
Punktes  I/q.  Die  Gleichungen 
der  Strahlenpaare,  welche  die 
Eckenpaare  dieses  Vierseits 
mit  dem  Punkte  Mq  verbinden, 
lauten  dann  nach  §  14,  Gl.  (82) : 
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M,^ 


Pi  P. 


« 


p 

■*•  2 
P 

M  =— A. 

^   —    PÄO) 


J// 


p.(^> 


p 
M  '  =  ——^ 

p 

M '  =  — i- 


P^io) 

P. 

P^io) 


p,(^) 


P,io) 


P,^o) 


p,^^^ 


0, 


0, 


=  O, 


0, 


4 

L.  = 


4'- 


4' 


W 


^x 

<?4 

(?1W 

<?,W 

G, 

0=4 

ö^w 

(J^^") 

öa 

ö'. 

03«-) 

Ö4W 

<?. 

e. 

Ga«» 

(^sC) 

0=1 

(Xg 

(?/») 

ögw 

^, 

G^2 

0, 


0, 


{Je) 


G,^<>) 


G,«'^ 


=  0, 


Fig.  60.  Fig.  61. 

wenn  man  noch  setzt 
P,io)^AiiOo  +  BiVo  +  G,  I  (?i (^)  =  ^,- aj.  +  5,yo  +  Cm 

und   hieraus   folgt,   wie   man   aus   den   obigen   Gleichungen 

sofort  erkennt, 


3/3'  =  M,  -  1/2, 


Zfj'  —  L2  —  L^jL^* — L^  —  /'s, 
/g'  =  /i  —  /2? 


weshalb  man  die  Gleichungen  (i)  und  (Ä)  ersetzen  kann  durch : 

3/j  =0,    34  =  o,    3/3=0,  !  ij  =  0,     JL2  ==0,     Lg  =  0, 
3/^'  =  34  —  3/3  ==  0,       I        ii'  =  ia  —  ^3  =  ö, 
3/2'  =  3/3  —  3/1  =  0,  ia'  =  ig  —  ii  =  o, 

3/3'  ^3/1  —  M^  =  o.  Lg*  ^  ii   —  ia  =  0. 

Aber  auch  diese  Gleichungen  können  noch  durch 
andere  ersetzt  werden,  welche  in  dem  vorliegenden  Falle 
besser  brauchbar  erscheinen.  Ist  nämlich  wieder  m,-  =  0 
die  Gleichung  des  Punktes  Mi  in  der  Normalform  und  Z,-  =  0 
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jene  des  Strahls  (i,)  in  der  Hesse'schen  Normalform,  so 
bestehen  zwischen  den  Gleichungspolynomen  Mi  und  m,, 
sowie    Li  und  Z<,     nach    den    Paragraphen    9   und    10    die 

Beziehungen:  QiMi  =  mi,  Qi  =  -^    und    QiLi  =  k,    Qt  -= 
1 


y-r-g—j    pg;    und   daher   ist   es   auch   gestattet,    für   die 
Gleichungsgruppe  (i)  und  (k)  zu  schreiben: 


M. 


2 


m. 


P3 


(»1 


IV-^ 


m, 


2 


P2 


0, 


0, 


w 


h 


Q2 


L 


Qs 


T    *       -  h ^1      n 


h 


l 


0, 


sich  ergibt 


(M,M,M,') 


(M,  M,  M,')  = 


(M,  M,  M,') 


Qi 


?i 

Qi 

;  und  Gl. 

(99) 

ia 

(L, 

i,  i, ') 

ih 

4  40 

ex' 

(A 

L,h') 

und  hieraus 


■        M,  M,')  =  +  1, 


(Zf2  Zrg  i^')     (Zfg  ij  ig')      (A  -^2 

40  =  +  1, 


wodurch  nach  den  Gleichungen  (280)  und  (281)  die  Richtig- 
keit des  Satzes  constatiert  erscheint. 

Diese  beiden  eben  gewonnenen  Sätze  können  nun  dazu 
benutzt  werden,  um  das  sechste  Element  einer  aus  drei 
Paaren  bestehenden  Punkt-  oder  Strahleninvolution  constructiv 
ausfindig  zu  machen,  wenn  die  übrigen  fünf  Elemente  gegeben 
sind.  Der  Weg,  welcher  hier  einzuschlagen  ist,  erscheint 
für  sich  klar  und  soll  daher  nicht  mehr  besonders  erörtert 
werden.  Noch  verdienen  die  beiden  folgenden  Sätze  einer 
Erwähnung,  die  eine  unmittelbare  Folge  der  eben  bewiesenen 
zwei  Sätze  sind. 

Hakkbb,  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte.  -^4^ 
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Bringt  man  die  drei 
Seiten  Pa  Pg,  P3  Pj  und  P^  P^ 
eines  Dreiecks  P^  P^  P3  zum 
Schnitte  mit  einer  Transver- 
salen, wodurch  sich  die  Punkte 
M^j  M^j  M^  ergeben,  und  be- 
stimmt hierauf  zu  diesen  die 
conjugierten  Punkte  Jf^',  M^, 
M^*  einer  Punktinvolution,  so 
durchschneiden  sich  die  Ver- 
bindungsgeraden P^M^%  Pq 
M^%  P^M^*  in  einem  und 
demselben  Punkte. 


Verbindet  man  die  drei 
Ecken  if^,  M^^  M^  eines  Drei- 
seits  (G^)  (G^)  ((T3)  mit  einem 
Punkte  Mq  durch  die  Strahlen 
(Li),  {L^)j  (ig),  und  bestimmt 
hierauf  zu  diesen  die  con- 
jugierten Strahlen  (ij^')?  (-^^2')? 
(ig')  einer  Strahleninvolution, 

so  liegen  die  Schnittpunkte 
der  Strahlenpaare  (i^')  und 
(G'J,  (i.')  und  (ß^),  iL,') 
und  (Ö3)  in  einer  und  der- 
selben Geraden  (0^4). 


§  43.    Construction  der  involutorisclieii  Funktreihen  und 

Strahlenbüschel. 

1.  Methode.  Wir  zeigen  zunächst,  in  welcher  Weise 
zwei  involutorische  Punktreihen  vervollständigt  werden,  die 
gegeben  erscheinen  durch  zwei  Paare  M^,  itf^'  und  M^,  M^* 
entsprechender  Punkte,  d.  h.,  wie  zu  einem  beliebigen 
Punkte  M  des  gemeinsamen  Trägers  der  so  bestimmten,  invo- 
lutorischen  Punktreihen  der  entsprechende  Punkt  M\  sowie 
die  beiden  Doppelpunkte  J57,  F  und  der  Mittelpunkt  G^  der 
Involution,  gefunden  werden  kann. 

Behufs  Lösung  dieser  Aufgabe  lege  man  durch  jedes 
Paar  entsprechender  Punkte  Jf^,  M^*  und  Jig,  Mc^*  einen 
Kreis  und  verbinde  die  Schnittpunkte  p^  und  p^  dieserr 
beiden  Kreise,  welche  in  der  hierhergehörigen  Figur  62  mit 
(iTj)  und  {K^  bezeichnet  wurden,  durch  eine  Gerade  (P), 
die  den  gemeinschaftlichen  Träger  *(TC)  der  Reihen  in 
(to  durchschneidet.  Nach  einer  aus  den  Elementen  der 
Geometrie  bekannten  Eigenschaft  des  Kreises  ist  nun: 
G^oi^i  •  ^oi^2  =  GqM^  .  G^M^'  und  G^p^  .  G^p^  =GqM^  . 
GqM^',  mithin  GqM^  .  GqM^'^GqM^  .  GqM^',  und  hieraus 
folgt  zufolge  Gl.  (272),  dass  Gq  der  Mittelpunkt  der  Invo- 
lution ist.  Alsdann  lege  man  aus  Mq  Tangenten  an  die 
Kreise  (^)  und  (-Ej),  welche  diese  in  den  Punkten  tj^,..t^ 
berühren,    die    wieder  insgesammt  in  einem  und  demselben 
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Fig.  62. 


Kreise  sich  befinden  vom  Centrum  G^  und  Radius  G^  t^, 
und  dieser  Kreis  durchschneidet  (T)  in  den  beiden  Punkten 
E  und  Fj  welche  gleichzeitig  die  zwei  Doppelpunkte  dar- 
stellen, indem  GQt^^  =^  GqE^  =  GqF^  =  GqP^  .  GqP^, 
demnach  auch GqE^  =  GqF^  =  Gq  M^  .  G^  M^' ==GqM^  .  GqM^ ' 
ist.  Selbstverständlich  erscheinen  E  und  F  nur  dann  reell, 
wenn  die  Punkte  Jf^  und  Ji^'  innerhalb  —  oder  außerhalb  — 
der  Punkte  M^  und  M^'  zu  liegen  kommen.  Ebenso  ein- 
fach lässt  sich  jetzt  zu  einem  beliebigen  Punkte  M  von  (T) 
der  entsprechende  Punkt  M^  ausfindig  machen.  Man  lege 
zu  diesem  Zwecke  bloß  durch  die  Punkte  Jf^,  3//  und  M 
den  in  der  Figur  mit  (K)  bezeichneten  Kreis,  welcher  den 
Träger  (T)  in  dem  gesuchten  Punkte  M  durchschneidet. 

Es  ist  nun  nicht  schwer,  zwei  involutorische  Strahlen- 
büschel zu  vervollständigen,  die  gegeben  erscheinen  durch 
zwei     Paare     entsprechender     Strahlen     (LJ,     (jL^')     und 
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{L^),  (^2')*  ^^^  bringe  nämlich  diese  zum  Schnitte  mit 
einer  beliebigen  Transversalen  (T),  wodurch  man  die  Paare 
entsprechender  Punkte  Jf^,  Jf^'  und  ifg,  Mg'  erhält,  welche 
eine  Punktinvolution  bestimmen.  Nun  ermittle  man  in  der 
eben  angezeigten  Weise  den  Mittelpunkt  Gq  der  Involution 
und  die  beiden  Doppelpunkte  E  und  F.  Die  durch  den 
gemeinsamen  Träger  0  beider  Büschel  und  die  Punkte  E 
und  F  gelegten  Strahlen  {E)  und  {F}  sind  die  beiden  Doppel- 
strahlen der  Strahleninvolution,  während  zugleich  die  beiden 
Winkelhalbierungslinien  des  Winkels  {E,  F)  das  recht- 
winkelige Strahlenpaar  der  Involution  repräsentieren.  Nach- 
dem übrigens  Gq  und  der  unendlich  ferne  Punkt  M^  von 
(T)  ebenfalls  ein  Paar  entsprechender  Punkte  sind,  so  stellen 
auch  die  Geraden  (6?^)  und  (6?^'),  von  welchen  erstere  0 
mit  (to,  letztere  0  mit  M^  verbindet,  ein  Paar  entsprechen- 
der Strahlen  dar.  Um  endlich  zu  einem  durch  0  gelegten 
Strahl  (i)  den  entsprechenden  {L*)  zu  finden,  suche  man  zu 
dem  Schnittpunkte  M  von  (i)  mit  {T)  in  der  vorhin  ge- 
zeigten Weise  den  entsprechenden  Punkt  M ;  die  Ver- 
bindungsgerade von  0  mit  M  ist  dann  der  gesuchte 
Strahl  (i'). 


Fig.  63. 


2.  Methode.  Um  zwei  involutorische  Punktreihen  zu 
vervollständigen,  die  gegeben  erscheinen  durch  zwei  Paare 
M^y  M^'  und  Afg?  ^2'  entsprechender  Punkte,  verzeichne 
man  einen  Kreis  {K)  vom  beliebig  gewählten  Centrum  und 
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Badius  (Fig.  63),  welcher  aber  den  gemeiasamen  Träger  (T) 
beider  Reihen  berührt,  und  lege  hierauf  durch  die  vier  ge- 
gebenen Punkte  Tangenten  an  diesen  Kreia,  Nachdem  (T) 
eine  durch  die  gegebenen  Punkte  gehende  Tangente  des 
Kreises  ist,  sind  noch  vier  Tangenten  möglieb,  und  von 
diesen  durchschneiden  sich  die  durch  M^  und  M/  gebenden 
in  my,  die  beiden  anderen  aber,  welche  den  Punkten  M^ 
und  M^'  angehören,  in  ntj,  und  die  so  gefundenen  Schnitt- 
punkte ntj  und  mg  bestimmen  eine  Gerade  (L),  welche  den 
Kreis  [K)  in  den  Punkten  e  und  /  trifft.  Der  einem  be- 
liebigen Punkte  M  von  ( T)  entsprechende  Punkt  M'  ist  jetzt 
sofort  auffindbar.  Man  lege  nÄmlicb  durch  3/ die  außer  (T) 
noch  mögliche  Tangente  an  (K),  welche  die  (L)  in  m  trifft, 
und  verzeichne  durch  den  eben  gefundenen  Funkt  ebenfalls 
die  zweite  noch  mögliebe  Tangente  an  (K),  die  (T)  in  dem 
gesuchten  Punkte  M'  durchschneidet,  indem  nach  dieser 
Construction  jedem  Punkte  M  von  (T)  nur  ein  ganz  be- 
stimmter Funkt  M'  entspricht  und  diese  beiden  Funkte  auch 
vertausch ungsfäbig  sind.  Selbstverständlich  sind  die  Doppel- 
punkte E,  F  beider  Reiben  die  Schnittpunkte  der  in  e  und/ 
an  den  Kreis  (K)  gelegten  Tangenten  mit  {T)  und  ist  der 
Mittelpunkt  G^  der  Strecke  EF  wieder  das  Centrum  der 
Involution. 


Fi^.  84. 

Ein  ähnliches  Verfahren  ist  nun  hei  der  Strahlen- 
involution  einzuschlagen.  Man  lege  nämlich  durch  den  ge- 
meinsamen Mittelpunkt  0  beider  Strahlenblkscbel  einen  sonst 
ganz  beliebig  gewählten  Kreis  {K),  welcher  die  beiden  ge- 
gebenen Strahlen  (i,),  (i/)  und  {l^),  {L/}  in  den  Funkten 
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m^,  m/  und  mg,  mg' trifft,  und  ziehe  hierauf  die  Verbindungs- 
geraden m^  m^%  m^  m^\  die  im  Punkte  P  (Fig.  64)  sich 
durchschneiden.  Zu  irgend  einem  durch  O  gehenden  Strahl 
(i)  wird  jetzt  der  entsprechende  (i')  gefunden,  indem  man 
den  Schnittpunkt  m  von  (L)  und  (JE)  durch  eine  Gerade 
mit  P  verbindet  und  durch  den  anderen  Schnittpunkt  m' 
der  letzteren  und  den  Punkt  0  einen  Strahl  legt.  Dieser 
Strahl  ist  identisch  mit  dem  zu  suchenden  (i'),  weil  er  den 
einzigen  Strahl  darstellt,  der  nach  dieser  Construction  dem 
Strahl  (i)  entspricht  und  überdies  beide  Strahlen  ver- 
tauschungsftlhig  erscheinen.  Nachdem  (i)  und  (i')  nur  dann 
zusammenfallen,  wenn  die  Punkte  m  und  m'  identisch  sind, 
hat  man,  behufs  Auffindimg  der  beiden  Doppelstrahlen 
(-EJ),  (F)j  bloß  durch  den  früher  bestimmten  Punkt  P  das 
Tangentenpaar  an  (K)  zu  legen  und  durch  die  beiden  Be- 
rührungspunkte e,  /  dieser  Tangenten  mit  (K)  und  den 
Punkt  O  zwei  Strahlen  zu  legen.  Es  ist  klar,  dass  die 
Doppelstrahlen  nur  dann  reell  erscheinen,  wenn  der  Punkt  P 
außerhalb  des  Kreises  (K)  sich  befindet,  was  immer  dann 
stattfindet,  sobald  (ij  und  (L^')  innerhalb  —  oder  außer- 
halb —  der  Strahlen  (L^)  und  (L^*)  sich  befinden.  Endlich 
lässt  sich  auch  das  rechtwinkelige  Strahlenpaar  (6?^)  =  ((rg') 
und  ((tj')  :=  (G^)  der  Involution  leicht  ausfindig  machen; 
man  braucht  zu  diesem  Zwecke  bloß  diejenigen  Punkte 
mit  O  geradlinig  zu  verbinden,  in  welchen  die  durch  den 
Mittelpunkt  o  von  {K)  und  den  Punkt  P  gelegte  Gerade  den 
Kreis  (K)  durchschneidet. 


Capitel  VIII. 
Invarianteu  und  Coyarianten  binärer  Formen. 

§  44.    Eittleitnng. 


Die  homogene  Grleicliung 
der  algebraischen  Curven  von 
der  Ordnung  n  läutet: 


X. 


n  —  1 


(«) 


+  (O^O?!«  +  («)  hn 

r^  n  —  1  /v,        }     (^\  /*   /Y»  n  —  2 

a?2  r  •  •  •  •  "r*  ^»*^2  /  ^^^^  ^* 
Um  nun  die  Schnittpunkte 
dieser  Curve  mit  der  Seite  {x^) 
des  Coordinatendreiecks  zu 
bestimmen^  hat  man  obige 
Gleichung  mit  jener  x^  =  0 
zu  verbinden,  weshalb  die 
Coordinaten  der  fraglichen 
Schnittpunkte  den  beiden 
Gleichungen  unterliegen: 

Xo    ^^    Of 
«««1    +    i'',)bnX,'-^X,    +    (») 


CtiX^ 


n—  2 


•  *^2    ~i    •  •  "T*  ^»*^2 


0, 


Die  homogene  Gleichung 
der  algebraischen  Curven  von 
der  Classe  n  lautet: 

«0^3"  +  («1^1   +  «a^a) 


u. 


n 


'-f-(«2*^'  +  2/9, 


Wl^2  +  /2**2    )^3'*""      + 


ir 


n— 2 


(i) 


U, 


2 


Um  nun  die  Tangenten  zu 
bestimmen,  welche  man  durch 
die  Ecke  M^  des  Coordinaten- 
dreiecks an  die  Curve  legen 
kann,  hat  man  obige  Gleichung 
mit  jener  Uq=o  za  verbinden, 
weshalb  die  Coordinaten  der 
fraglichen  Tangenten  den 
Gleichungen  unterliegen: 


u 


8 


YnU. 


n—  2 


welche  auf  die  n  linearen  Gleichungspaare 


X. 


A    Xa    — ^^  C7,     Xo    ——   0  • 

\Cj  •    x-t       A   Xn  '     0,  tZ/Q     ■  0 : 


aj. 


A(»)  a?2  ==  0,  a?3  ===  0 


1^1  ^"  U2=0y    Uq^=0]      .  (c?) 


t^i  —  X^''>  U2 


0,  u^==^o 


zurückgeführt    werden    können,    sobald    2',    2" . . . .  A(**>    die 

n  Wurzeln  der  Gleichung 
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+    In    =^    0 


»■(5)"+«'^-(|)""" 

+  C'  r-  (5)- "  +  <^' 


+    ^»    =   0 


bedeuteD,  und  man  ersieht  hieraus  gleichzeitige  dass 
eine  algebraische  Curve  nter  I  man   durch   einen  Punkt   an 


Ordnung  von  einer  Geraden 
in  n  Punkten  geschnitten  wird, 

welche  mit   Jtf',  Jf" ifcR«) 

bezeichnet  werden  sollen. 


eine  algebraische  Curve  wter 
Classe  n  Tangenten  legen 
kann,  welche  mit  (T'),  (T") 
• . . . .  (T^"))   bezeichnet  wer- 


den mögen. 
Übergehend    auf  die   geometrische  Bedeutung   der   in 
der  letzten  Gleichung  vorkommenden  Coefiicienten  AW,  denke 
man  sich  einen 


(X,] ^Mft 

Fig.  65. 
in  der  Geraden  (x^)  liegen- 
den Punkt  M  (Fig.  65)  und 
nenne  dessen  Coordinaten  a?i, 
^2)  ^3*  Selbstverständlich  ist 
a?3  =  0,  während  nach  den 
Gleichungen  (144)  und  (145) 

()a?a  =  ^2  ^2  = -^2 -^1 -^«  sin  itfi 

ist,  wenn  2^  und  /lg  ^i®  ^^ 
§  25  gegebene  Bedeutung 
haben,  und  hieraus  folgt 

p  a?2  =  ^2  •  -^4  ^> 


Fig.  66. 
durch  den  Punkt  M^  (Fig.  66) 
gelegten  Strahl  (i)  und  nenne 
dessen  Coordinaten  w^,  u^j  u^* 
Selbstverständlich  ist  u^  =  o, 
während  nach  den  Gleichun- 
gen (148)  und  (149) 
du^  =fi^  e^  =  — ^1 .  M^M^  sin 
(a?2,  i),  ö  «^2   =  //2^2   =  ^^2  • 
M^M^  sin  (a?ii), 
wenn  ^'  und  //g,  die  in  §  26 
gegebene    Bedeutung   haben, 
und  hieraus  folgt 

öu^  =  —  ^1  sin(a?2,  L)^ 
ÖU2  =  V2  sin(a?i,  L), 
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weshalb  das  Abstandsverhält- 
nis des  Punktes  My  bezüglich 
der  Punkte  M^  und  M^  als 
Grundpunkte,  d.  i. 


X 


2 


03, 


X, 


Xc 


wird.  Nachdem  nun  für  den 
Schnittpunkt  itf^*)  der  Curve 
nter  Ordnung  mit  der  Ge- 
raden  (ajg),    zufolge   Gl.    (c), 

der  Quotient  -^  =   2W  ist, 

wird  auch  für  den  Punkt 
M^>  das  Abstandsverhältnie 

{M^M^M^))  =  —  ^,X0^\ 

wodurch  die  geometrische  Be- 
deutung des  in  GL  (c)  vor- 
kommenden Coefficienten  ylW 
definiert  erscheint,  und  man 
erkennt,  dass  derselbe  dem  Ab- 
standsverhältnisse des  durch 
ihn  bestimmten  Punktes  M^^\ 
bezüglich  M^  und  M^  als 
Grundpunkte  direct  propor- 
tioniert ist.  Das  anharmonische 
Verhältnis  der  durch  die 
Gleichungen 

bestimmten  vier  Schnittpunkte 
M,  M%  If' ",  if^^  der  Curve 
mit  der  Geraden  {x^)  ist  so- 
nach, in  Hinblick  auf  die  in 
§  18  angestellten  Betrach- 
tungen : 


weshalb  das  Abstandsverhält- 
nis des  Strahls  (Z),  bezüg- 
lich der  Strahlen  {L^)  und 
(ij)  als  Grundstrahlen,  d.  i. 


(4  L,  L)  = 


V2    u^ 


^1    ^2 


wird.  Nachdem  nun  für  die 
Tangente  L^^\  gelegt  durch 
den  Punkt  M^  an  die  Curve 
nter  Classe,    zufolge  Gl.  (c?), 

IL 

der  Quotient  — ^   =  A^*)  ist, 

^2 
wird  auch  für   den   besagten 

Strahl  das  Abstandsverhältnis 


(4  4  m)  = 


ZW, 


wodurch  die  geometrische  Be- 
deutung des  in  Gl.  (cZ)  vor- 
kommenden Coefficienten  A^*^ 
definiert  erscheint,  und  man 
erkennt,  dass  derselbe  dem  Ab- 
standsverhältnisse des  durch 
ihn  bestimmten  Strahls  (i^), 
bezüglich  (L^)  und  (i^)  als 
Grundstrahlen  direct  propor- 
tioniert ist.  Das  anharmonische 
Verhältnis  der  durch  die 
Gleichungen 


0', 

u,    - 

-   ^'w^  0, 

^3 

0] 

0; 

^1  - 

-    ^''^2    —    0) 

W3 

0; 

0] 

^1  " 

-    /'"l^2              Ö7 

U3 

0; 

U^   —  ji^^U^    =0,      Uq    =   o 

bestimmten    vier    Tangenten 

(ZO;  (i'O,  (J^"0,  (i'O;  gelegt 
durch  den  Punkt  M^  an  die 
Curve,  ist  sonach,  in  Hinblick 
auf  die  in  §  18  angestellten 
Betrachtungen : 
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{MM'M^'M^'^^ 


V 


V*' 


r — X"' 


V  —  X 


IV 


r—x 


JV 


(Z'  i"  X"'  V)  = 


2'  — A 


41J 


\it 


/"—  / 


m 


V 


IV 


}j*_lir 


Aus  den  bisherigen  Untersuchungen  ersieht  man  gleich- 
zeitig, dass  die  Gleichung: 

(289)    /  {x^,  X,)  =  0,  I  /  (u,  u,)  =  0,     (290) 

in  welcher  der  links  vom  Gleichheitszeichen  stehende  Aus- 
druck eine  homogene  Function  nten  Grades  von  aj^  und  x^^ 
beziehungsweise  w^  und  u^,  oder  eine  binäre  Form  nter 
Ordnung  mit  der  Veränderlichen  Xj^  und  x^y  beziehungsweise 
u^  und  Wg  i"**»  i^  Vereine  mit  der  Gleichung 

u^  :=:  o  eine  Gruppe  von  n 
durch  den  Punkt  ifg  gehenden 
Strahlen   darstellt. 


apg  =  o  eine  Gruppe  von  n 
in  der  Geraden  (x^)  liegenden 
Punkten  darstellt. 


Nachdem  übrigens  die  Gleichung 


/(a?i,a?2)=aa?i»+(;)K'*~'^2+ 


(;)<5«i 


n— 2 


a?. 


2 


-{-.  .-|-?a?2**=o 


/(Wi,i^2)=aui»  +(J)5w,»-X+ 


in  die  n  linearen  Gleichungen  aufgelöst  werden  kann 


(289  a)  aji  — X^^2  =  ^7  ^1  — 


U^  —  X'U2=  Oy  U^ -^"^2=  O  .  . 

..t^l— ;i(«)t^2  =Ö>   (290a) 


worin  A',  2'^ A^»*)  die  n  Wurzeln  der  Gleichung 

bezeichnen,  so  repräsentiert  die  Gleichung 


(289)  allein  n  durch  den  Punkt 
(a?j  =  0,  ajg  =  o)  gehende 
Strahlen  {L%  {D%  (i'") . ; . . 
(Z(»>),  und  ist  nach  §  eSO  das 
Doppelverhältnis  der  durch 
die  vier  ersten  Gleichungen 
(289  a)  dargestellten  Strahlen 
gleich 


(i'i"i"'i^O  = 

X'  —  2^^ 

X*'  ^  x^^' 


iii 


X*  —  X 


X'*  —  A'" 


(290)  allein  n  in  der  Geraden 
(u^  =0,  1^2  =  ^)  liegende 
Punkte  M,  if ',  If"  . . .  .M«), 
und  ist  nach  §  30  das 
Doppelverhältnis  der  durch 
die  vier  ersten  Gleichungen 
(290a)  dargestellten  Punkte 
gleich 


tu 


{MM"M"M'^  = 

X'  —  X"^ 

X"  —  X'""' 


X'  —  X'"' 
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§  45.    Die  binären  qnadratigclieii  Formen. 

Nach  dem,  was  in  §  44  soeben  gezeigt  wurde,  ißt  das 
geometrische  Äquivalent  der  Gleichung 


(291)     f{u^,u  J  ^  a«,^  + 

ein  Punktpaar,  dessen  Ele- 
mente in  der  Verbindungs- 
geraden der  beiden  Punkte 
t^i  =  o  und  t^2  =  0  liegen. 


/(a?i, ajg)  =  aa?i  2 -f  2 6 ajj  a;^  + 

cx^^  =  0 (292) 

ein  Strahlenpaar,  dessen  Ele- 
mente durch  den  Schnittpunkt 
der  Geraden  x^  =  o  und 
Xq  =  0  gehen. 


Um  dieselbe  Rechnung  nicht  zweimal  durchführen  zu  müssen, 
ersetze  man  die  beiden  obigen  Gleichungen  durch  jene 

in  welcher  g^,  gj  für  das  Punktpaar  Liniencoordinaten,  für 
das  Strahlenpaar  aber  Punktcoordinaten  bedeuten.  Selbst* 
verständlich  kann  man  obige  Gleichung  wieder  zerlegen  in 
die  zwei  linearen  Gleichungen: 

(b)  gl   -  ^'  .  la  =  0,     gl   -  ^"  .  g,  =  o, 

wenn  2'  und  A"  die  beiden  Wurzeln  der  in  g  quadratischen 
Gleichung 

(c)  as'  +  25g  +  c  =  0 

darstellen,  und  sind  (5)  gleichzeitig  die  Gleichungen  der  zwei 
in  Gl.  (a)  enthaltenen  Elemente  (Punkte  oder  Strahlen)  des 
Paars.  Zwischen  den  Wurzeln  X^,  V*  und  den  drei  Coefficienten 
a,  6  und  c  bestehen  noch  die  Beziehungen: 

(d)        X*  -(-  A"  =  —  — ,         2' ;."  =  — . 

a  a 

Es  drängt  sich  jetzt  die  Frage  heran,  wann  fallen  die  durch 
Gl.  (a)  bestimmten  zwei  Elemente  zusammen.  Offenbar  tritt 
dieser  Fall  dann  ein,  wenn  X*  =ä  ^"  ist,  d.  h.  Gl.  (c)  eine 
Doppelwurzel  besitzt,  was  jedoch  bekanntlich  bedingt,***)  dass 
die  Discriminante  der  binären  Form/(gi,g2)  verschwindet. 
Nun  erhält  man  aber  die  Discriminante  der  binären  Form 
/(gijga),    sobald  man  g^  und  gg    aus   den  beiden  partiellen 

Differentialgleichungen  — ^  =  o  und  — ^  =  o  eliminiert,  wo- 

***)  Siehe :  Gordan,  die  Invariantentheorie ;  Salmon-Fiedler,  Algebra 
der  linearen  Transformationen;  Baltzer,  die  Theorie  und  Anwendung 
der  Determinanten. 
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durch  sicli  eine  Gleichung  von  der  Form  tp  (a,  bj  c)  =  o  er- 
gibt, in  welcher  die  links  vom  Gleichheitszeichen  stehende 
Function  diese  Discriminante  repräsentiert.     Zufolge  Gl.  (a) 

ist  aber  ^^2  (ag,  +  bg,)  und  |f  =  2  (6  g^ +0^2),  und 

hat  man  sonach  gi  und  gg  aus  den  beiden  linearen  Gleichungen 

«gl    +   *§2  =   ö 

*§i  +  cga  =  0 
zu  eliminieren,    wodurch    man  nach  der  Theorie  der  Deter- 
minanten erhält: 

a  b 

b  c   =^' 

Die  Discriminante  der  binären  Form/(gi,g2)  ist  folglich 
7  =  a  c  —  6^,  und  muss  daher,  wenn  die  durch  Gl.  (a)  dar- 
gestellten zwei  Elemente  zusammenfallen  sollen,  zwischen 
den  in  dieser  Gleichung  vorkommenden  drei  Coefficienten 
a,  b  und  c  die  Bedingung  obwalten: 

(293)   ...  I  =  ac  —  b^  =  0. 

Es  ist  klar,  dass  dann  auch  Gl.  (291)  einen  Doppelpunkt  und 
Gl.  (292)  einen  Doppelstrahl  angibt.  Nach  einem  bekannten 
Satze  der  Invariantentheorie  ist  aber  die  Discriminante  einer 
binären  Form  auch  gleichzeitig  eine  Invariante  der  letzteren 
und  deshalb  ist  auch  I  =  ac  —  b^  eine  Invariante  der 
binären  Form  /  (g^,  gj. 

Für  die  folgenden  Probleme  erscheint  es  geboten,   das 
Doppelverhältnis  der  durch  die  zwei  quadratischen  Gleichungen 

f  (Mi7  ^2)  =  «^*i^  +2  6  1  /(a?i,aja)  =  aa?i*-f  2*a?iaJa  -j- 

^'^^^^g){u„u^)^a'u^^-\-2b' 


gegebenen   zwei   Punktpaare 
if ,  3f '  und  Jf'",  Jf^^ 


(f  («?!,  a?2)  =  «' a?i  ^ -h  2 b'x^x^-^ 

2 


c  x^"  =  0 


gegebenen  zwei  Strahlenpaare 

(iO,  (i")  und  (i'"),  {L'^) 
ZU  ermitteln. 

Sind  nun  wieder  X*,   X**  und  A'",  X^^  die  Wurzeln  der 

zwei  quadratischen  Gleichungen 

ag^  +  26g  +  c  =  0, 

a'g^  +  26'g  +  C  =  0, 
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80   lauten   die  Gleichungen  dieser  vier  Punkte,    beziehungs- 
weise Strahlen : 


Wj  —  X*  IC^  =  OjUj^  —  2"  ^2  =  ö, 


und  ist,  wenn  man  das  fragliche  Doppel  Verhältnis 
{MM''M**M^^  =^  K       I         {W*L'**V)  =  K 

setzt,  oflfenbar  (§  44) 

^^  A^  —  ;i^^    x'  —  x^^ 

~  X**—X***  '  X'^  —  X^"^' 
mithin  auch  der  Bruch 

1  +  .g  _      2  {v  r  +  r*  2^0  —  {X'  +  X**)  {V**  +  ;/^) 
1  —  i:  ~  (V  —  X'*)  (v**  —  v"") 

Bedenkt  man  noch,  dass  nach  den  früher  gegebenen  Gleichungen 
(d)    die    Beziehungen    bestehen:  X'  A"  =   -,  r".A^^=^ 

X*  +  ;."  =  —  — ,  X***  +  ;/^  =  —  ?^,  und  ferner  ;i'  —  X**  = 

a  a 


,  /      —  /'"^  = ^ ist,   so   erffibt   sich 

a  a  ^ 

nach  einigen  einfachen  algebraischen  Operationen  zur  Be- 
rechnung von  K  die  Gleichung: 

l  +  K  —  a&  +  266'  —  a*c 

(296)  .  .     j^irX  ""  2V62— ac  .  \l^^^'=ra\^*' 

Jetzt  ist  man  aber  auch  gleichzeitig  in  der  Lage,  die 
Bedingung  anzugeben,  welcher  die  Coefficienten  a,  6,  c  und 
a',  6',  c'  unterworfen  sind,  damit  die  durch  die  Gleichungen 

(294)  oder  (295)  angegebenen  Punktpaare  oder  Strahlen- 
paare harmonisch  sind.  Nachdem  nämlich  dann  das  Doppel- 
verhältnis Z"  =  —  1  sein  muss,  so  unterliegen,  zufolge  obiger 
Gleichung,  die  sechs  Coefficienten  a  bis    c'  der  Bedingung: 

(297)   .    .    .      a&  —  266'  +  a*c  =  o, 
und    diese    muss    demnach    erfüllt    erscheinen,     wenn     die 
GJeichungen  (294)  zwei   harmonische  Punktpaare   und  jene 

(295)  zwei  harmonische  Geradenpaare  bestimmen.  Der  links 
vom  Gleichheitszeichen  in  Gl.  (297)  vorkommende  Ausdruck 
ist  übrigens  eine  simultane  Invariante  der  beiden  binären 
Formen/ (gl,  gg)  ^^^  9  (Si?  §2)«  Denn  ist  I  eine  Invariante 
der  binären  Form/(gi,  g^)  =  «gi'  +  2b§,§,  +  c§,%  so 
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lehrt  die  Invariantentheorie***),  dass  der  Ausdruck 


da 


a' 


+ 


db  -^  ^  de 


c*  eine  simultane  Invariante  der  beiden  binären 


Formen  /(g„  §,)  =  ag^^  +  2h^^^^  +  cg,«  und  g)(|i,§,)  = 
a'  gl  ^  +  2  6'  gl  ga  +  c'  g2  ^  darstellt.  Nun  ist  aber,  wie  soeben 
gezeigt  wurde,  I  =^  ac  —  6^  eine  Invariante  von  /(gj,  ^2)^ 
daher  ist  auch  ca*  —  266'  -j-  ac'  eine  simultane  Invariante 
der  beiden  binären  Formen  /  (g^,  gg)  und  <p  (g^,  gg),  wie  be- 
hauptet wurde. 

Leicht  läset  sich  nunmehr  die  Gleichung  eines  dritten 
Punktpaars  oder  Strablenpaars  angeben,  welches  zu  einem 
jeden  der  durch  die  beiden  Gleichungen  (294)  oder  (295) 
gegebenen  Elementenpaaren  harmonisch  ist.  Nennt  man 
zu  diesem  Zwecke 

a'X*  +  26"wii*2+c"w2^  =  o  ;  a"a?/4-25"iBia?2  +  c"a?22=o 

die  Gleichung  eines  dritten  Paars,  so  hat  man  aus  der- 
selben und  den  beiden  folgenden 


a**c 


a"d 


-  2V'h  +  c"a  =  0 

-  26" 6'  +  d'a*  =  0 

bloß  die   drei  unbekannten  Coefficienten  a",   6"  und  c"   zu 
eliminieren,  wodurch  man  erhält 


(298) 


c 
c' 


2 


—  6 

-  6' 


Uo 


a 
a 


0 


als  Gleichung  desjenigen 
Punktpaars,  welches  zu  einem 
jeden  der  beiden  Punkt- 
paare, die  durch  die  Glei- 
chungen (294)  gegeben  sind, 
harmonisch  ist.  Gleichzeitig 
ist  dies  die  Gleichung  der 
beiden  tautologen  Punkte  der 
durch  die  Gleichungen  (294) 
bestimmten   Punktinvolution. 


X 


2 


X 


2 


=  0  (299) 
desjenigen 


c         —  6         a 
c'         —  6'       a' 

als  Gleichung 
Strahlenpaars,  welches  zu 
einem  jeden  der  beiden  Strah- 
lenpaare,  welche  durch  die 
Gleichungen  (295)  gegeben 
sind,  harmonisch  ist.  Gleich- 
zeitig ist  dies  die  Gleichung 
der  beiden  tautologen  Strahlen 
der  durch  die  Gleichungen 
(295)  bestimmten  Strahlen- 
involution. 


***)  Salmon-Fiedler,  Algebra  der  linearen  TransformationJBn. 
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« 

Aufgabe.  Ein  Greradenpaar  erscheint  gegeben  durch 
die  Grleichung 

(300)  .  .     /(a?,  y)  =  ax^  +  2hxy  +  cy^  =  o, 
es  ist  nun  zu  bestimmen  derjenige  Winkel,   den   die    durch 
diese   Gleichung  angegebenen  zwei   Strahlen    mit   einander 
einschließen,     sowie    die     Gleichung    der    beiden    Winkel- 
halbierungslinien der  hier  betrachteten  Strahlen. 

Ldsung.  Die  Gleichung  (300)  bestimmt  zwei  Strahlen 
(i')  und  (i")^  welche  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden 
Geraden  x  =  o  und  y  =  0y  d.  h.  durch  den  Ursprung  0 
des  hier  vorausgesetzten  rechtwinkeligen  Coordinatensystems 
gehen.  Setzt  man  nun  m'  ==  tg  (a?,  i')  und  m"  =  tg  (x,  L"), 
so  ergeben  sich  m'  und  m"  als  die  Wurzeln  der  in  .m 
quadratischen  Gleichung : 

und  ist  daher 


i^yh^^ac  ,,        _6-.V52_ac 


m    =  ■ ,         m 


?         ""  ^  y 


c 
mithin  nach  Gl.  (64)  

(301) . .  .  tg  (i",  io  =  2  'i    y, 

wodurch  der  erste  Theil  vorliegender  Aufgabe  gelöst  er- 
scheint. Die  letzte  Gleichung  lässt  erkennen,  dass  die 
durch  Gl.  (300)  gegebenen  zwei  Strahlen  auf  einander  senk- 
recht stehen,  sobald  a  -j-  c  =  o  ist. 

Nun  kann  man  aber  auch  die  Gleichungen  der  beiden 
Winkelhalbierungslinien  (H')  und  (J7")  ohneweiters  aufstellen. 
Nachdem  nämlich  die  Gleichungen  der  durch  Gl.  (300)  ge- 
gebenen   Geraden  in   der  Hesse'schen   Normalform    lauten: 
y  —  m'jK  y  —  m"aj 

(100)  in  §  17 

y  —  m'a:       y  —  m"aj  y  —  m'a? 


Vi  +^,'2"^"  Vl+m"^  c/    uxi^   a^     -Vl    + 


wi 


,^/ 


2/  —  m"  X 

=   0 


VI  +  m"2 

die    Gleichungen   von   (if)    und   (Ä^");  ^^^    dieselben    sind 
gleichzeitig  enthalten  in  der  quadratischen  Gleichung: 


224  Vin.  §  45.  Die  binären  quadratischen  Formen. 

(m'  +  m")  (aj2  _  y2)  ^  2  (m' .  m"  —  1)  xy  =  0, 
wie  man  sich  sofort  überzeugt^  wenn  man  die  beiden  obigen 
Gleichungen  mit  einander  multipliciert.      Weil  aber  wi'  -|- 

m"  =  —  —  und  m'  .  w"  =  —  ist,    so    ninmit    die  letzte 

c  c 

Gleichung  die  Form  an: 

(302)  .    .       bx^  4-  (c  —  a)  ajy  —  hy^  =  o, 

wodurch  die  Winkelhalbierungslinien   der  durch  Gl.  (300) 
gegebenen  Geraden  analytisch  bestimmt  erscheinen. 

Satz.  Das  Doppelverhältnis  von  zwei  Strahlen,  welche 
den  Winkel  xp  einschließen,  und  die  aus  ihrem  Schnittpunkte 
nach  den  beiden  imaginären  Büreispunkten  gehenden  Strahlen 

ist  constant  und   gleich    ^ 

Beweis.  Wie  in  §  40  bereits  gezeigt  wurde,  lauten 
die  Gleichungen  der  beiden  durch  den  Ursprung  0  gehenden 
Strahlen  (-B),  (F),  deren  unendlich  fernen  Punkte  mit 
den  beiden  imaginären  Kreißpunkten  €  und  9p  identisch 
sind,  y  —  {x  =  0  und  y  -\-  ix  =  o,  dagegen  sind  die 
Gleichungen  zweier  Strahlen  (i)  und  (i'),  welche  ebenfalls 
durch  den  Ursprung  gehen  und  den  Winkel  (i,  i')  =  y) 
einschließen,  y  —  x  ig  a  =  0  und  y  —  x  tg  (a  -f-  ^)  =  o  ? 
es  ist  daher  auch 

/(a?,  y)  ^  x^  +  y^  =  0 
die  Gleichung  der  beiden  Strahlen  (E)  und  (F)  und 
^(a;,y)  =  tga.tg(a  +  tp).a?2— [tga  +  tg(a  +  v^)]ajy-|-y2  =  o 
jene  der  beiden  anderen  (i)  und  (i').     Das  Doppelverhält- 
nis K  =  {EFLL')  ist  demnach,  zufolge  der  Gl.  (296),  weil 
in  dem  vorliegenden  Fall  a  =  l,  6  =  0,  c=l  und  a*  = 

tg  a  .  tg  (a  +  ip\  6'  =  —  —  [tg  a  +  tg  (a  +  tp)],  c'  =  1 

ist,  zu  berechnen  aus: 

1  +  ^  ^       1 

1  —  K  ~  i.ig'if)' 
und  hieraus  folgt  in  der  That: 

(303)  (£J-LZO  =  ;  7!  ^^  =  "°^^  7  \  «l^y^-»'-^ 

•1  +  1  tg  tp      COS  ip  -f-  i  sm  tp       ^     • 

In    dem   speciellen   Fall,   wo   der  Winkel  (L,  L*)  =  —  ist. 
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wird  daher  auch  das  Doppelverhältnis 

{EFLV)  =  —  1, 

und  hieraus  ersieht  man,  dass  zwei  auf  einander  senkrechte 
Strahlen  (Z),  {L*)  und  die  beiden  durch  ihren  Schnittpunkt 
gelegten,  nach  den  beiden  imaginären  Kreispunkten  gebenden 
Strahlen  {E),  (F)  harmonisch  sind.  Es  sind  deshalb  auch 
die  unendlich  fernen  Punkte  der  beiden  Scheitel  eines  rechten 
Winkels  und  die  beiden  imaginären  Kreispunkte  harmonisch. 

§  46.     Quadratisclie  Punkt-  und  Strahleninyolntion. 


Eine  Punktinvolution  er- 
scheint nach  dem  in  §  41 
bereits  Vorgefahrten  bestimmt 
durch  zwei  Paare  entsprechen- 
der Punkte.     Sind  nun 


(304) 


U2  +  CU^^=0,^(U^U^) 


c'wo*  =  0 


Eine  Strahleninvolution 
erscheint  nach  dem  in  §  41 
bereits  Vorgeflihrten  bestimmt 
durch  zwei  Paare  entsprechen- 
der Strahlen.     Sind  nun 

=  0 


^a* X  ^ 


ex. 


2 


die  Grleichungen  dieser  beiden  Punktpaare,  beziehungsweise 
Strahlenpaare,  während  2.  einen  veränderlichen  Parameter 
darstellt,  so  ist: 


die  Gleichung  einer  Punkt- 
involution, bestimmt  durch 
die  beiden  obigen  Punktpaare, 
und  es  liegen  sämmtliche 
Punkte  der  Involution  auf 
der  Geraden  (u^  »=0,1*3=  0). 
Um  nun  zu  einem  Punkte 
v^  —  fi'u^  =  0  den  ent- 
sprechenden zu  finden,  hat 
man  zunächst  in  der  Gleichung 


x^ 


2 


die  Gleichung  einer  Strahlen- 
involution, bestimmt  durch  die 
beiden  obigen  Strahlenpaare, 
und  es  gehen  sämmtliche 
Strahlen  der  Involution  durch 
den  Punkt  {x^  =  0?  a?a  =  0). 
Um  nun  zu  einem  Strahl 
ajj  —  ^'0^2  =  0  den  ent- 
sprechenden zu  finden,  hat 
man  zunächst  in  der  Gleichung 


(a  -f  AaOg^  +  2(6  +  A60g  +  (0  +  ^0')  =  0 

HaAner,  anal.  Geometrie  der  Kegelschnitte.  ]^5 
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g  =s  fi*  zu  setzen  und  hierauf  dieselbe  nach  X  aufzulösen. 
Man  erhält  dadurch  einen  speciellen  Wert  des  Parameters  A, 
welcher  in  Gleichung 


(304)  substituiert,  zwei  ein- 
ander entsprechende  Funkte 
bestimmt,  von  welchen  der 
eine  der  gegebene  Punkt 
u^  —  ^'  t^jj  =  o  ist.  Es  ent- 
spricht somit  jedem  Punkte 
auf  der  Geraden  {u^  =  o, 
u^  =  o)  ein  ganz  bestimmter 
Punkt,  und  sind  diese  zwei 
Punkte  vertauschungsfilhig, 
wie  die  Punktinvolution  es 
erfordert.  Daher  ist  (306)  in 
der  That  die  Gleichung  einer 
Punktinvolution,  bestimmt 
durch  die  in  den  Gleichungen 
(304)  angegebenen  zwei  Paare 
entsprechender  Punkte,  und 
weil  die  Gleichung  (306)  in 
Bezug  auf  die  Veränderlichen 
Uj^  und  U2  vom  zweiten  Grade 
ist,  nennt  man  insbesondere 
diese  Punktinvolution  eine 
quadratische,  um  sie  von  der 
später  folgenden  Punktinvo- 
lution höherer  Ordnung  zu 
unterscheiden. 


(305)  substituiert,  zwei  ein- 
ander entsprechende  Strahlen 
bestimmt,  von  welchen  der 
eine  der  gegebene  Strahl  o?^  — 
^'a?2  =  0  ist.  Es  entspricht 
somit  jedem  durch  den  Punkt 
(x^  =s=  0,  ajjj  =  0)  gelegten 
Strahl  ein  ganz  bestimmter 
Strahl,  und  sind  dieselben  ver- 
tauschungsfkhig,  wie  die 
Strahleninvolution  es  erfor- 
dert. Daher  ist  (307)  in  der 
That  die  Gleichung  einer 
Strahleninvolution,  bestimmt 
durch  die  in  den  Gleichungen 
(305)  angegebenen  zwei  Paare 
entsprechender  Strahlen,  und 
weil  die  Gleichung  (307)  in 
Bezug  auf  die  Veränderlichen 
a?!  und  a?2  ^^^^  zweiten  Grade 
ist,  nennt  man  insbesondere 
diese  Strahleninvolution  eine 
quadratische,  um  sie  von  der 
später  folgenden  Strahlen- 
involution höherer  Ordnung 
zu  unterscheiden. 


Nachdem  übrigens  die  S^elementige  Determinante 


a 


b 


(a  +  Xa')     (b  +  Xb')      (c  +  X&) 
ist,  repräsentiert  die  quadratische  Gleichung 


rp(Uj^y  U2)  =  a**u^^  4"  ^b^'u^ 


u 


2 


+ 


d'u^^ 


=    0 


dann   ein   Paar  entsprechen- 
der   Punkte    der    durch    die 


tp(aJi,a52)=  a**x^^  -(-  2b**x^ 


•Co 


+  c"aja2  =  0 


dann   ein  Paar   entsprechen- 
der Strahlen   der   durch    die 
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beiden  Punktpaare  in  Gl. 
(304)  bestimmten  Punktinvo- 
lution^ 


beiden  Strahlenpaare  in  Gl. 
(305)  bestimmten  Strahlen- 
involution, 


(308) 


a 


c 
c' 


0. 


Doppelstralilen.  Behufs 
Bestimmung  der  Doppelstrah- 
len der  durch  die  Gleichung 
(307)  gegebenen  Strahlenin- 
volution, hat  man  die  Dis- 
criminante  der  binären  Form 


wenn  die  drei  Coefficienten  a",  6",  c"  der  Bedingung  genügen 

K 
Boppelpunkte.  Behufs 
Bestimmung  der  Doppel- 
punkte der  durch  die  Glei- 
chung (306)  gegebenen  Punkt- 
involution,  hat  man  die  Dis- 
criminante  der  binären  Form 

zu  berechnen  und  hierauf  diese  gleich   null  zu  setzen^  wo- 
durch man  die  in  X  quadratische  Gleichung  erhält 

(a  +  Xa')      (6  -f  Xb') 

{b  +  ^6')  (c  -t-  X&) 
Durch  die  Substitution  der  Wurzeln  X*  und  A"  der  letzten 
Gleichung  in  jene  (306),  beziehungsweise  (307),  erhält  man 
sodann  die  Gleichungen  der  beiden  tautologen  Elemente 
selbst,  und  ist  damit  gleichzeitig  wieder  der  Beweis  erbracht, 
dass  eine  quadratische  Punkt-  oder  Strahleninvolution  im 
allgemeinen  zwei  tautologe  Elemente  besitzt.  Man  kann 
jedoch  die  Gleichungen  dieser  Doppelelemente  auch  direct 
angeben,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  letzte  Gleichung  er- 
halten wird  durch  die  Elimination  von  g^  und  gg  a^s  den  beiden 
partiellen  Diflferentialgleichungen 


=  0. 


3/ 


2  ^^ 


and  erkennt  sonach  ohne  Schwierigkeit,  dass  die  Gleichung 
der  beiden  Doppelelemente 


der   durch    (306)    gegebenen 
Punktinvolution  ist: 


der   durch    (307)   gegebenen 
Strahleninvolution  ist: 

16* 
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(309) 


3/ 

dg) 

du^ 

3^1 

3/ 

dg) 

3^3 

3Wa 

0. 


3/ 

39) 

3«! 

3aji 

3/ 

39p 

3aj3 

30^2 

=  0.    (310) 


«1», 

^1  ^2? 

U^^ 

x^  ? 

a?i  a?2> 

«,» 

c, 

-i, 

a 

—  0, 

c, 

-*, 

a 

c, 

-h', 

a' 

<5', 

-6', 

a' 

Die  links  vom  Gleichheitszeichen  erscheinende  Determinante 
ist  die  Jacobi'sche  Determinante  der  beiden  binären  Formen 
/  und  g)  und  gleichzeitig  eine  simultane  Covariante  der 
letzteren.  Die  beiden  obigen  Gleichungen  können  auch  er- 
setzt werden  durch 


=  0, 


und  hieraus  folgt,  wie  ein  Blick  auf  die  Gleichungen 
(298)  und  (299)  zeigt,  dass  ein  jedes  der  beiden  ge- 
gebenen Paare  /=o  und  9=0  mit  den  beiden  tautologen 
Elementen  harmonisch  ist.  Es  lässt  sich  aber  auch  leicht 
nachweisen,  dass  dies  von  jedem  Paar  entsprechender 
Elemente  und  den  beiden  tautologen  Elementen  der  Involution 
gilt.  Denn  nach  dem  Vorhergehenden  ist  ja  {ah*  —  a*h) 
gl'  +  (ac'  —  a'o)gig3  +  {h&  —  Vc)g^^  =  0  die  Gleichung 
der  beiden  tautologen  Elemente  der  durch 

(a  +  Xa*)^,^  +  2(6  +  XV)^,^,  +  (c  +  ^c')ga'  =  o 

dargestellten  Punkt-  oder  Strahleninvolution  und  aus  den 
hierin  vorkommenden  Coefficienten  ersieht  man  leicht,  dass 
die  durch  Gl.  (297)  gegebene  Bedingung  erfüllt  erscheint, 
u.  zw.  fiir  jeden  Wert  des  Parameters  X. 

Aufgabe«  Es  ist  die  Gleichung  eines  Elementenpaars 
ausfindig  zu  machen,  welches  mit  den.  beiden  Elementen- 
paaren agi^  -f  26gig3  +  cga^  =  0,  a'gi^  +  26' ^^  §3  + 
^'§2^  =  0,  sowie  mit  jenen  a^gj^  -+-  26"gi  §3  +  ^'§3*=  o, 
a'"gj2  _j_  26'"gig2  H-  c"'g3  2  =  0  in  Involution  ist. 

Lösung.  Die  Gleichung  des  fraglichen  Elementen- 
paars wird  jedenfalls  von  der  Form  sein 

und  müssen  die  hier  vorkommenden  Coefficienten  nach  Gl. 
(308)  den  Bedingungen  gentigen: 
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a 


ß 


C 
& 

7 


a" 

b" 

c" 

a'" 

h'" 

e'" 

a 

ß 

7 

und  aas  den  drei  letzten  eben  aufgestellten  Q^leichungen 
folgt  schließlich  durch  die  Elimination  von  a,  ß  und  / 

(Je'  —  h'c)        (a'c  —  ac')       (ah'  —  a'b) 
(311)   ih"c"'  —  b"'c")  {a"'c"  —  a"c"')  {a"b"' ~a"'b")   =  <, 

als   die   gesuchte  Gleichung  des  fraglichen  Elementenpaars. 

Mittelst  der  Gleichungen  (304)  und  (305)  haben  wir 
eine  Reihe  von  bekannten  Sätzen  über  quadratische  Involu- 
tionen hergeleitet  und  es  folgen  hier  noch  einige  andere 
SätzC;  welche  zwar  ebenfalls  bereits  in  dem  vorigen  Capitel 
gegeben  erscheinen^  hier  aber  noch  einmal  bewiesen 
werden,  um  noch  einige  Anwendungen  dieser  Gleichungen 
zu  zeigen. 

Bekanntlich  bestimmen  die  beiden  Gleichungen 

(a)    f{u)  =  aw^-j-26w-|-c  =  o,    (p{u)^a*u^'\-2h*u-\-c*=^o 

zwei  Punktpaare  M^y  M^*  und  M^,  M^*^  liegend  in  der 
Achse  der  a?,  und  ist  ferner,  sobald  X  einen  veränderlichen 
Parameter  bedeutet, 

(6)/(w)  +  ^.9>W=(«+^a0w^+2(6+>l6')^  +  (c  +  ^c0  =  o 

die  Gleichung  einer  quadratischen  Punktinvolution,  bestimmt 
durch  die  Elementenpaare  M^^M^*  und  M^^  M^\  Löst  man 
nun   die   erste   der   Gleichungen   (a)   nach   u  auf,   so  erhält 


man  u 


6dr  V5«  — ac 


a 


kannten  Bedeutung  von   u^  OM^   =  - 


,  und  ist  daher,  zufolge  der  be- 

■=^     und 


a 


W 


ac 


a 


OM^*  ■=  T~T  \j-rr  y  wenn  wieder  0  den  Ursprung  des 

hier  vorausgesetzten  rechtwinkeligen  Coordinatensystems  be- 
deutet. (Siehe  Gl.  (41)).  Die  eben  gefundenen  Ausdrücke 
für  OM^  und  OM^*  können  aber  noch  passend  umgeformt 
werden,  indem  man  nämlich  die  Nenner  rational  macht, 
und  man  erhält,  sobald  man  dasselbe  Verfahren  einschlägt. 
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behufs   Bestimmung  von   OM^  und  0M2^   aus  der   zweiten 
der  obigen  Gleichungen  (a)^  schließlich: 


i^* 


Es  wäre  nun  nicht  schwer,  die  Entfernungen  OM  und  OM* 
irgend  eines  Paars  entsprechender  Elemente  der  Punkt- 
involution  anzugeben,  was  jedoch  unterbleiben  mag.  Ober- 
gehend auf  die  beiden  Doppelelemente  ^  und  F^  wird  be- 
merkt, daas  zufolge  Gl.  (298)  die  Gleichung  dieser  Punkte  lautet : 

{ah*  — .  a'6)  u^  +  (ac'  —  a* c)  u  +  (6c'  —  6'c)  =  o, 

wie  man  sich  sofort  überzeugt,  sobald  man  dort  u^  =  u, 
2^2  =  1  setzt  und  hierauf  die  Determinante  berechnet,  wes- 
halb nach  Gl.  (c)  die  Abstände  dieser  Doppelpunkte  vom 
Ursprünge  0  sich  ergeben  aus 

OE  _  j{a&  —  a'c)±\/(a&—a'cy  —  4iab'  —  a'b)ih&  —  b'c) 
OF  ~  \  2(b&  —  6'c) 

Bezeichnet  man  auch  hier  den  Mittelpunkt  der  Strecke  FF 
mit  6?,  so  ist  OG  =  4-(^-^  +  ^^)^  ^^°^* 

und  damit  erscheint  die  Entfernung  des  Centrums  der  Invo- 
lution vom  Ursprünge  bestimmt.  Dass  dieser  Punkt  G  und 
der  unendlich  ferne  Punkt  der  Achse  der  x  ebenfalls  ein 
Paar  entsprechender  Punkte  darstellen,  lässt  sich  nun  auch 
leicht  zeigen.  Man  bestimme  nämlich  aus  (b)  denjenigen 
Punkt  M'y  welcher  dem  unendlich  fernen  Punkte  M^  des 
gemeinsamen  Trägers  beider  Reihen  entspricht,  und  setze  zu 

diesem  Zwecke  c  -\-  Xc^  =  o.   oder  X  =  —    — ,     wodurch 

.        c 

diese  Gleichung  die  Form  annimmt: 

(a&  —  a'c)  u^  +  2(b&  —  Vc)  u  =  o. 

Die  beiden  Wurzeln  obiger  Gleichung  sind: 


U   =   Oy 

u  — 

::     

2*^'  - 
ac'  — 

h'e 
a'c' 

und 

daher  ist  auch 

(e) 

Oif'  = 

ac'  — 

a^c 

=  0G, 

~2(6c'- 

-b'c) 
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zum  Beweise,  dass  G  und  M^  wirklich  ein  Paar  entsprechen- 
der Elemente  der  Punktinvolution  darstellen.  Lässt  man 
schließlich  den  Ursprung  O  mit  dem  Mittelpunkte  G  der 
Punktinvolution  zusammenfallen,  so  ist  0(t  ==  o,  somit  zu- 
folge Gl.  (e)  auch  ac*  —  a'c  =  o.  Nun  ist  aber  nach  der 
Bedeutung  von  Uy  wenn  M,  M  irgend  ein  Paar  entsprechen- 
der Punkte  bedeuten,  wie  Grl.  (b)  sofort  erkennen  lässt 

OM.OM  =  ""-^^Ä 

c  +  X& 

und  daher,  wenn  noch  der  Ursprung  0  mit  dem  Mittelpunkte 
G  der  Involution  identisch  ist, 

a  -\-  Xa^ 

OM.  OM  =        ,     ,a'      =  — , 

c  +  / — c  c 

a 

d.  h.,  es  ist  das  Product: 

(/)  GM.  GM  =  GE^  =  GF^=  Const, 

in  Übereinstimmung  mit  dem  im  vorigen  Capitel  bereits 
Gefundenen. 

Leicht  lässt  sich  auch,  mittelst  der  in  diesem  Capitel 
gewonnenen  Formeln,  der  bereits  ebenfalls  bekannte  Satz 
ableiten,  dass  nämlich  die  beiden  Elemente  des  rechtwinkeligen 
Strahlenpaars  einer  Strahleninvolution  identisch  erscheinen 
mit  den  beiden  Winkelhalbierungslinien  des  von  den  Doppel- 
strahlen (E)  und  (F)  gebildeten  Winkels.  Es  seien  zu 
diesem  Zwecke 

^^^  2Vxy  +  c'y»  =  o 

die  Gleichungen  zweier  Paare  (ij),  (L^*)  und  (Lg),  (^2') 
entsprechender  Strahlen;  die  durch  dieselben  bestimmte 
Strahleninvolution  hat  dann  die  Gleichung: 

ij,-,   /K  y)  +  ^<p  i^,  y)  ^  («  +  ^«0  «'  +  2  (6  +  xh') 

^'  «y  +  (c  +  Xc')  y'=  0, 

sobald  wieder  X  einen  veränderlichen  Parameter  darstellt, 
und  wird  noch  bemerkt,  dass  sämmtliche  Elemente  dieser 
Strahleninvolution  durch  den  Ursprung  O  des  Coordinaten- 
systems  gehen.  Für  die  Doppelstrahlen  (E)  und  (F)  der 
durch    Gl.    (h)    bestimmten    Strahleninvolution    erhält    man 
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daher  aus  GL  (299),  sobald  man  dort  a;^  s»  a?,  a?^  =  ^  setzt 
und  die  Determinante  ba-echnet,  die  Gleichung: 
(i)  (b&  —  Vc)y^  +  (ac'  —  a'c)  xy  +  {ah'  —  a'ft)  x^  «=  o, 
und  mittelst  derselben  lassen  sich  ohneweiters  die  trigono- 
metrischen Tangenten  derjenigen  Winkel  e  und  (p  berechnen 
welche  die  Achse  der  x  mit  den  Doppelstrahlen  {E)  und 
{F)  bildet.  Man  braucht  zu  diesem  Zwecke  bloß  die  letzte 
Gleichung   durch  x^  zu  dividieren  und  hierauf  selbe  nach 

—  aufzulösen,  wodurch  man  erhält: 


X 


tge 
(*)  tg^) 


(a'c  — ac')±V(^'— a'c)^— 4(a6'  — a'&)(6c'  — i'c). 


2  (6c'  —  J'c) 

Der  Ideengang  des  hier  folgenden  Beweises  unseres 
Satzes  erfordert  nun  die  Bestimmung  desjenigen  Winkels, 
welchen  irgend  ein  Paar  entsprechender  Strahlen  (i),  (L') 
mit  einander  einschließen.  Nach  GL  (301)  des  vorigen 
Paragraphen  folgt  derselbe  aus 

tff  (L   L')  =  gV(6  +  m'  -  (g  +  ^gp  (cT^ 
^  ^   '      ^  (a  +  Xa')  +  (c  +  X&)  ' 

und    es    bilden    daher    diese   Strahlen    dann    einen    rechten 

Winkel,  wenn 

a'  +  c' 
gewählt  wird,  wodurch  aber  auch  gleichzeitig  constatiert 
erscheint,  dass  in  jeder  quadratischen  Strahleninvolution  ein 
Paar  entsprechender  Strahlen  existiert,  deren  Elemente  auf 
einander  senkrecht  stehen.  Wir  wollen  diese  Strahlen  hier 
mit  ((?)  und  (6r')  bezeichnen.  Ihre  Gleichung  ergibt  sich 
aus  (h),  wenn  man  daselbst  für  X  den  eben  gefundenen  Wert 
substituiert,  und  ist  somit  die  Gleichung  von  (G)  und  (ö'): 

-^{a&  —  a'  c)  oj  ^  -f-  (a'  5  -|-  c'  6  —  ab*  —  ch')xy ^{a  &  — 

a'c)y^  =  o, 
und  diese  stimmt  gleichzeitig  überein  mit  der  Gleichung  der 
Winkelhalbierungslinien  des  von  den  Doppelstrahlen  {E) 
und  {F)  gebildeten  Winkels,  wie  aus  den  Gleichungen  (i) 
und  (302)  sofort  hervorgeht.  Es  erscheint  somit  erwiesen^ 
dass  die  Strahlen  iß)  und  ((?')  identisch  sind  mit  den  Winkel- 
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halbierungBlinieii  des  von  den  Doppelatrahlen  (E)  und  (F) 
gebildeten  Winkels. 

Um  endlich  noch  den  in  61.  (273)  ausgesprochenen 
Satz  aus  den  hier  vorliegenden  Formeln  abzuleiten,  lasse 
man  den  Strahl  (6r)  mit  der  Achse  der  a?,  jenen  (6r')  aber 
mit  der  Achse  der  y  zusammenfallen,  und  hat  dann 

als  Gleichung  einer  Strahleninvolution.  Weil  nun  in  der 
letzten  Gleichung  a^  =  c*  =  o  und  6'  =  1  ist,  wird  nach 
Gl.  (k) 

tg  ^  =  -  \/^,         tg  9)  =  V7' 

femer,  wenn  (L)  und  (Z')  ein  Pa^tr  entsprechender  Strahlen 
angeben, 

tg  (a?,  L) 


—  (b  -{-  X)  ±V(b  +  Xy  —  ac 


y 


tg  (x,  L')  - 
und  hieraas  folgt 

tg  {X,  L) .  ts  {X,  L')  =  -^. 

Nun  ist  aber,  laut  Annahme,  die  Achse  der  x  identisch  mit 
{G)   und  ferner  nach   den    obigen  Gleichungen    (tg  e)*  = 

(*g  ^Y  =■  —7   daher  besteht  in  der  That  die  Beziehung: 
c 


tg  (<?,  L) .  tg  (G,  L')  =  tg  [G,  Sr  =  t^  {G,  Fr  =  Const, 
welche  auch  im  vorigen  Capitel  in  einer  anderen  Weise  ge- 
funden wurde. 

§  47.    Funkt-  und  Strahleninvolution  i^ter  Ordnung. 

Die  allgemeine  Gleichung  einer  Punkt-  oder  Strahlen- 
involution nter  Ordnung  lautet: 

/(gl,  ga)  +  ^.9^  (gl,  §2)  =  0, 
wenn  X  einen  veränderlichen  Parameter  bedeutet,  /  (g^,  gg) 
und  9)  (gl,  ga)  zwei  binäre  Formen  nter  Ordnung  repräsen- 
tieren. Die  hier  vorkommenden  Veränderlichen  g^  und  §2 
sind  Liniencoordinaten  bei  der  Punktinvolution  und  Punkt- 
coordinaten  bei  der  Strahleninvolution,  d.  h.  bei  der  ersteren 
hat  man  u^  und  u^y  bei  der  letzteren  x^  und  X2  für  g^  und 
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§2  Sich  zu  denken;  und  es  ist  klar;  dass  sämmtliche  Punkte 
der  Punktinvolution  in  der  Geraden  (g^  z=z  o,  §^  is=^  o),  da- 
gegen sämmtliche  Strahlen  der  Strahleninvolution  durch  den 
Punkt  (§1  =0,  la  =  o)  gehen.    Selbstverständlich  sind  auch 

/(gi;g2)   ^  «gl**  +   (J)  ni"-'§2    +   (;)cgx»-»ga'   + 

die  Gleichungen  von  je  n  einander  entsprechenden  Elementen 
(Punkten  oder  Strahlen)  der  Involution  wter  Ordnung,  und 
erscheint  demnach  letztere  eindeutig  bestimmt;  sobald  man 
zwei  Gruppen  von  je  n  einander  entsprechenden  Elementen 
kennt.  Wir  wollen  die  durch  die  letzten  Gleichungen  ge- 
gebenen Elemente  mit  M,  üf" ilf«)  und  N'y  N'' JV^*») 

bezeichnen;  und  es  sind  dieselben  Punkte  bei  der  Punkt- 
involution und  Strahlen  bei  der  Strahleninvolution.  Es  ist 
klar;  dass  die  obige  Gleichung  der  Involution  nter  Ordnung 
auch  so  gegeben  werden  kann: 

/(Ii,g2)  +  ^<p{ki^i)  =  («  +  ^«Oli-  +  (t)  Q>  +  xh') 

(313)li'-'&   +  (S)   (c  +  ^C)  §,—  '§,'  +  ....  -f  (J) 
(x  +  Xx')  §,§,'-'  +  (l  -\-  XI')  I,»  =  0. 

Dividiert  man  eine  jede  der  Gleichungen  (312)   durch   gj**? 

so  erhält  man  zwei  Gleichungen  nten  Grades  in  g  =  -—, 

Sa 

und  wenn  fi',  ^";»^"'. . .  .^m^");  sowie  v',  r";  i?'". . .  .r^")  die 
n  Wurzeln  dieser  Gleichungen  repräsentieren;  so  sind 

§1   —  i^§2  —  0,        gl   —  ^"ga  =  0 gl   —  /M^'^^ga^o; 

gl   —  ^'&  =0,        gl   —  i»"ga  =  0 gl    -   i»(»)ga=o 

die  Gleichungen   der  Elemente  M,    M* M*»>   und   N\ 

N^' ^'*);   weshalb   an  die  Stelle  der  vorangegangenen 

Gleichungen  (312)  auch  gesetzt  werden  kann : 

Natürlich  entsprechen  hier  irgend  einem  Elemente  ^;  d.  h* 
irgend  einem  Punkte  in  der  Geraden  (gi  =:  O;  ga  =  o) 
oder  irgend  einem  Strahl  aus  dem  Punkte  (gi  =  O;  ga  =  o), 
(n  —  1)  andere  Elemente  ^",   £'" JBC«),   die  gleichfalls 
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auf  derselben  Geraden  liegen  oder  durch  denselben  Punkt 
gehen,  und  die  n  Elemente  £',  £",  -B'" ....  -B^'»>  sind  unter 
einander  vertauschungsf^hig.  Es  unterliegt  nun  keinem 
Anstände,  wenn  die  Gleichung  von  E'  gegeben  erscheint, 
die  Gleichungen  der  übrigen  (n  —  1)  Elemente  ausfindig 
zu  machen.  Ist  nämlich  z.  B.  g^  —  p'  •  S2  =  ^  die  Gleichung 
von  JE',  so  dividiere  man  die  Gleichung  (313)  durch  gg"  und 

ersetze    dann    den    Quotienten    ~   in   derselben    durch    p', 

§2 

wodurch  man  die  in  X  lineare  Gleichung  erhält 

(a+;iaO  e'*  +  a)  (6+^6')  e'—'+a)(c+^cO  (>'"-«+ 

aus  welcher  nun  derjenige  Wert  von  X  hervorgeht,  welcher 
den  einander  entsprechenden  Elementen  J?',  ^",  JS"'...JS^*) 
angehört  Diesen  Wert  von  X  substituiere  man  hierauf  in 
die  Gl.  (313)  und  erhält  so  die  Gleichung  dieser  n  Elemente. 
Um  aber  die  Gleichungen  der  letzteren  einzeln  zu  erhalten, 
hat  man  noch  (313)  durch  gg*  zu  dividieren,  wodurch  eine 
Gleichung  von  der  Form  sich  ergibt: 

+  il-\-  ZI')  =  0, 

und  diese  ist  nun  nach  g  aufzulösen.     Repräsentieren  q\  q'\ 

()'" ....  ()(**>  die  n  Wurzeln  derselben,  so  sind : 

(6)     g.    -  e'ga   =  0,     g,   —  (>"|2  =  0. .  .  .gl  -  (>('')g,  =  0 

die  Gleichungen  der  Elemente   E%  E*%  i?'" ^«),  und 

stellen  davon  die  (n  —  1)  letzten  jene  Elemente  dar,  welche 
dem  Elemente  g^  —  q*  ^^  z=z  o  entsprechen.  Es  ist  an  sich 
klar,  dass  man,  zufolge  der  beiden  Gleichungen  (a),  die 
Gleichung  der  Involution  auch  so  geben  kann: 

"(t-'^)(t-''').-(t-''")+'-"'(t-')(t-'") 

sind  daher  g^  —  (><•')  ^^  ^ssi  o  und  g^  —  ()W ,  ^^  =&  0  die 
Gleichungen  zweier  Elemente  Ef^^  und  E^^\  welche  bei  einem 
bestimmten  Werte  von  X  einander  entsprechen,  d.  h.  der- 
selben  Gruppe  von  n   einander  entsprechenden  Elementen 
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angehören,  so  bestehen  nach  der  obigen  Gleichung  die  beiden 
Relationen : 

a  (()(0  —  ^)  (p(0  ^  fi**)  ((,(0  —  ^'"). . . .(()(«)  —  ^(«))  +  jla' 

und  aus  diesen  ergibt  sich  durch  die  Elimination  von  X 

(p(o  __  ^')  (p(t)  _  ^")  (p(o  _  ^'")...((,(o  —  ^O)  (()(*)  — rO 

(()(*)  —  r")  (pW  —  r'") ....  (()W  —  i^(»))  —  (()W  —  //')  (()(*>:  —  ^") 
(p(*)   _  ^'") ....  (p(*)  _  ^(«))   (pW  -.  -r')   (p(0  _-  i;")   (p(0  _  r'") 

.... (()«  — -  r^»»))  =  o, 

woraus  sofort  folgt 

|_(p(.)  _  vW)  (p(*)  _  ^»))J 

Nun  ist  aber,  wie  in  §  44  dieses  Capitels  gezeigt  wurde, 
da«  Doppelverhältnis  der  vier  Elemente  M',  N',  M%  E'J'\ 
welche  beziehungsweise  durch  die  Gleichungen  g^  -^  ff'Sa  =  o, 
§1  —  '"'12  =  o,  li  —  p«ig  =  0,  gl  —  ()(*)g8  =  o  gegeben 
erscheinen,  gleich 

und  wir  gelangen  somit  zu  dem  nachfolgenden  Satze: 

Ist  M'y  Jif',  Jbf'"..  ..üf^**)  eine  Gruppe  von  n  einander 

entsprechenden  Elementen  einer  Punkt-  oder  Strahleninvo- 
lution nter  Ord.;  J^^',  ^",  ^"'. . .  .Ä^^'*^  eine  andere  Gruppe 
solcher  Elemente  und  repräsentieren  M^  und  ^'*^  irgend 
zwei  Elemente  einer  dritten  Gruppe,  so  ist  das  Product 

(314)  {MN'E^^E^^)){M'N**mE^^)). . .  .(itf(«W»W*W*))=+l. 

Diejenigen  Werte  von  X,  welche  solchen  Gruppen  von 
n  einander  entsprechenden  Elementen  angehören,  die  je  ein 
tautologes  Element  (Doppelpunkt,  Doppelstrahl)  besitzen^ 
resultieren  bekanntlich  aus  den  beiden  partiellen  Differential- 
gleichungen 
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IL 

9|2 


+  ^ 
+  ^ 


=   0 


=  0 


3|» 
durch  die  Elimination  von  g^    und  gg*     ^^  Resultat  der 

Elimination  ist  übrigens  die  gleich  null  gesetzte  Discriminante 

der  binären  Form  /  (|i,  la)  +  ^9^  (li;  &)>  ^^<i  ^eil 
diese  Discriminante  in  den  Coefficienten  dieser  Form  homogen 
und  vom  Grade  2{n  —  1)  ist,  so  existieren  offenbar  2  (n  —  1) 
Elementengruppen,  die  je  ein  tautologes  Element  besitzen. 
Alle  diese  tautologen  Elemente  sind  überdies  enthalten  in 
der  Gleichung: 


(315) 


IL 

3  gl 

IL 

3& 


0. 


Capitel  rx. 
Projectivische  ebene  Systeme. 

(Projectivisclie  Grundgebilde  II.  Stufe.) 

§  48.    Einleitimg. 

Unter  einem  ebenen  Sj^stem  versteht  man  die  Gresammt- 
heit  aller  in  einer  und  derselben  Ebene  liegenden  Punkte 
und  Strahlen  und  es  erscheint  diese  Ebene  gleichzeitig  als 
der  Träger  des  ebenen  Systems.  Es  ist  klar,  dass  in  einem 
ebenen  System  unendlich  viele  Punktreihen  und  Strahlen- 
büschel enthalten  sind,  indem  ja  alle  Punkte  einer  Greraden 
eine  Piinktreihe  und  alle  durch  einen  Punkt  gehenden 
Strahlen  des  Systems  einen  Strahlenbüschel  bilden.  Das 
ebene  System  gehört  zu  den  sogenannten  Grrundgebilden 
II.  Stufe,  zu  welchen  man  noch  den  Strahlenbündel  rechnet, 
der  die  Gesammtheit  aller  durch  einen  und  denselben  Punkt 
gehenden  Ebenen  repräsentiert.  Wir  werden  uns  hier  nur 
mit  den  projectivischen  Eigenschaften  ebener  Systeme  be- 
schäftigen, weil  der  Strahlenbündel  der  Raumgeometrie  an- 
gehört und  darum  hier  nicht  behandelt  werden  kann. 

Zwischen  zwei  ebenen  Systemen  I  und  II  existieren 
im  allgemeinen  zwei  Arten  von  eindeutigen  Verwandtschaften. 
Bei  der  einen  entspricht  jedem  Punkte  von  I  ein  Punkt 
von  //,  ebenso  jedem  Strahl  von  /  ein  Strahl  von  J7;  bei 
der  anderen  entspricht  dagegen  jedem  Punkte  von  /  ein 
Strahl  von  //  und  jedem  Strahl  von  I  ein  Punkt  von  //. 
Man  nennt  nun  die  erste  Art  der  Verwandtschaft  die  collineare, 
die  zweite  aber  die  reciproke  oder  duale. 

§  49.    Collineation  ebener  Systeme. 

Bei  den  hier  folgenden  Untersuchungen  lassen  wir  die 
Träger  [E\  und  [E']  der  beiden  coUinear  verwandten  Systeme 
/  und   II  zusammenfallen    und   beziehen    die    Coordinaten 
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von  zwei  einander  entsprechenden  Punkten  x  und  y  oder 
Strahlen  (u)  und  (v)  auf  ein  und  dasselbe  Coordinaten- 
dreieck.  Sind  nun  a?i,  x^,  x^  und  y^,  y^y  y^  die  trilinearen 
Coordinaten  von  x  und  y,  so  müssen^  nachdem  jedem  Punkte 
des  einen  Systems  nur  ein  Punkt  des  anderen  entspricht^ 
zwischen  diesen  Coordinaten  drei  lineare  Beziehungen  be« 
stehen  von  der  Form: 

(316)     .      .  ()y2    =    «271«^     +    «272  2^2    +  <^2JZ^Z 

QVZ    =    ^871^1       I       ^3»  2  ^2      \      0^87  3^«; 

in  welchen  q  ein  Proportionalfactor  ist,  während  a,-,jt  neun 
gegebene  Coefßcienten  darstellen,  und  aus  diesen  Gleichungen 
folgt,  wenn  man  sie  mit  den  bekannten  Coefficienten  A^.jc, 
A^yk  und  Ä^jk  multipliciert  —  &  =  1,  2,  3  — ,  welche  die 
in  §  27  bereits  gegebene  Bedeutung  haben,  hierauf  addiert 
und  an   die  Stelle  von  q  .  A  den  Proportionalfactor  0  setzt, 

OX^    =    Aj^yiyi     -f-    -^27  1^2    "T    -^871^8 

(317)   .    .     flfaja  =  ^i,2yi  +  ^272^2  +  ^372^3 
(jajg  =  -^1,8^1  +  A^j^y^  +  A^y^y^, 

Aus  den  Gleichungen  (316)  ergeben  sich  sofort  die 
Coordinaten  desjenigen  Punktes,  welcher  im  System  II  dem 
zu  /  gerechneten  Punkte  x  entspricht.  Betrachtet  man  da- 
gegen den  Punkt  x  als  zu  II  gehörig  und  substituiert  in 
(317)  für  y^j  y^  und  y^  die  Coordinaten  von  aj,  so  resultieren 
aus  (317)  die  Coordinaten  desjenigen  Punktes,  welcher  dem 
Punkte  X  im  System  /  entspricht,  und  aus  dem  Baue  der 
obigen  Relationen  erhellet,  dass  man  jedesmal  einen  anderen 
Punkt  erhält.  Eine  Vertauschungsfähigkeit  der  beiden  ein- 
ander entsprechenden  Punkte  findet  sonach  hier  nicht  statt. 
Der  dem  Punkte  x  entsprechende  Punkt  heißt  der  Bild- 
punkt von  X. 

Um  nun  auch  eine  Beziehung  zwischen  den  Coordinaten 
^17  ^27  ^3  ^^^  ^17  ^27  ^3  ^^^  2swei  einander  entsprechenden 
Geraden  {u)  und  {v)  zu  erhalten,  von  welchen  erstere  als 
zu  I  und  letztere  als  zu  II  gehörig  angesehen  werden 
soll,  sei 

(a)   .    .    .  Wi  a?!  +  t*a  «2  +  ^s  ^3  =  0 
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die  Gleichung  von  (u),  wobei  noch  angenommen  wird,  dass 
die  Gerade  (ü)  durch  die  Bewegung  des  Punktes  x  ent- 
standen ist.  Der  geometrische  Ort  aller  derjenigen  Punkte  y, 
welche  diesen  Punkten  x  im  System  //  entsprechen,  ergibt 
sich  jetzt  ohneweiters  durch  die  Substitution  der  in  (317) 
gegebenen  Werte  von  Xi  in  die  Gleichung  (a),  und  man  erhält 
dadurch,  wenn  man  gleichzeitig  die  Glieder  mit  y^,  ya  ^^^^^ 
y^  zusammenfasst, 

jTi  .  2A^^  t  t^i|  +  ^2  ^^fL}  *  «^*  +  ^3  •  -^^s;  *«**  =  Oy 

d.  h.  der  gesuchte  geometrische  Ort  ist  eine  Gerade  (v), 
und  diese  entspricht  in  II  der  Geraden  {u)  in  /,  und  die 
Coordinaten  v^,  v^y  v^  der  ersteren  ergeben  sich  aus  den 
Gleichungen 

flV^    =    A^y^U^     -f-    -a.1,2^2    "r    -^l>8^3 
(318)     .  ^.Va   =    A^,^U^    +    A;2«^2    +    4i?3«*3 

^.l?g   sssa    A^y^  U^     -|-    -0.3,  2  ^2       I       -^3;  3  ^3; 

in  welchen  wieder  (i  ein  Proportionalfactor  ist,  und  hieraus 
fließen,  sobald  man  dieselben  der  Keihe  nach  mit  den 
Coefficienten  a^,*,  a^ykj  d^jk  multipliciert,  sie  hierauf  addiert 
und  anstatt  11 A  den  Proportionalfactor  v  setzt,  die  drei 
weiteren  Gleichungen: 

vu^  =  ai,iVi   +  «2?!  ^2  +  Ö3M«^a 
(319)   .    .      vu^  =  a^y^v^  -f  «272  ^a  +  «8>2^3 

VU^    =    Ol, 3  Vi     +    a2;8«^a    +    «3>3^3* 

Mittelst  der  Gleichungsgruppe  (318)  können  die  Coordinaten 
^1;  ^2?  ^3  derjenigen  Geraden  (v)  berechnet  werden,  welche 
im  System  II  der  zu  /  gehörigen  Geraden  {u)  entspricht, 
wenn  die  Coordinaten  u^y  Wg,  u^  der  letzteren  gegeben  er- 
scheinen, während  die  Gruppe  (319)  die  Lösung  der  ver- 
kehrten Aufgabe  ermöglicht.  Auch  hier  ersieht  man,  dass 
die  Vertauschungsßlhigkeit  zweier  einander  entsprechender 
Geraden  im  allgemeinen  ausgeschlossen  ist. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  eben  ge- 
gebenen zwölf  Gleichungen  mit  den  in  §  29  vorgeführten 
Transfomfationsgleichungen  im  Baue  übereinstimmen;  die 
letzteren  sind  sonach  gleichzeitig  die  Gleichungen  der 
Collineation,    sobald    die    dort   vorkommenden   Punkt-   und 
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Liuiencoordinaten  auf  eixi  und  das^^lbe  Coordinateudreieck 
sich  beliehen. 

Satz.  Die  colHneare  Verwandtschaft  von  zwei  ebenen 
Systemen  erscheint  eindeutig  bestimmt,  sobald  man  vier 
Paare  von  einander  entsprechenden  Paukten  oder  Geraden 
kennt,  wobei  jedoch  in  dem  ersten  FaU  keine  drei  Punkte 
desselben  Systems  in  einer  Geraden  liegen,  in  dem  zweiten 
aber  keine  drei  Strahlen  desselben  Systems  durch  den  näm- 
lichen Punkt  gehen  dürfen. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  erscheint  sofort  erbracht, 
sobald  man  bedenkt,  dass  in  den  Verwandtschaftsgleichungen 
(316)  oder  (318)  neun  Goefficienten  c^-,  *  oder^l,-,*  vorkommen 
und  die  gegebenen  vier  Paare  acht  lineare  Gleichungen  zur 
Berechnung  dieser  Goefficienten  liefern,  woraus  ein  jeder 
derselben  sich  ergibt  in  der  Form  a,x,  wo  x  ein  Propor- 
tionalfactor  ist,    der  schließlich  in  q  oder  n  eingeht. 


Satz«  Einer  Punktreihe 
des  einen  Systems  entspricht 
im  anderen  System  eine  ihr 
projectivische  Punktreihe. 


Beweis.    Es    seien    x, 


ti 


Xiy  Xi'y  t  =  1,  2,  3,  die 
Coordinaten  dreier  Punkte 
X,  0?',  a?"  des  Systems  I  und 
yi^yi^yi*  jene  der  den  ersteren 
entsprechenden  Punkte  y,  y\ 
y**  des  Systems  J/,  wobei  noch 
angenommen  wird,  dass  a?,  a?', 
in    einer    und    derselben 


X 


Geraden  liegen. 


Satz.  Einem  Strahlen- 
büschel des  einen  Systems 
entspricht  im  anderen  System 
ein  ihm  projectivischer  Strah- 
lenbüschel. 

Beweis.  Es  seien  Ui^ 
Ui\  Ui'j  i  ==  1^  2,  3,  die 
Coordinaten  dreier  Strahlen 
{u),  {u')y  (t^")  des  Systems  / 
und  Viy  Viy  Vi*  jene  der  den 
ersteren  entsprechendenStrah- 
len  (v),  {v%  (v")  des  Systems 
II,  wobei  noch  angenommen 
wird,  dass  {u),  (u%  {v/')  in 
einem  und  demselben  Punkte 
sich  durchschneiden 


und  somit  auch 


(c)     QUi  =  Xi   —  yl.aji",     i  =  l,2, 3,     i6<  =  Ui   —  Xui*     (d) 

sein  muss.  Nachdem  aber  die  Punkte  x  jenen  y  und  die 
Strahlen  (u)  jenen  (v)  entsprechen,  bestehen  zwischen  deren 
Coordinaten  nach  (316)  und  (318)  die  linearen  Beziehungen: 


Hahnjbb,  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte. 
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und 


Q 


n 


.// 


i"     _ 


woraus   sich  ergibt,   wenn   man  ^  =  m,  ^  =  n  und  an- 


Q 


^ 


statt  -^y^,   respective  ^i?<,  einfach  y*  und  Vi  setzt, 

W  yt  =  y/  —  ^wy/',  i=  1,2,3,  Vi— Vi"  —  ;inv<",  (/) 
womit  y<  und  v*  bestinmit  und  gleichzeitig  erwiesen  er- 
scheint, dass  y  in  der  Geraden  y'  y"  liegt,  während  (v) 
durch  den  Schnittpunkt  der  Strahlen  (i?')  und  (v")  geht. 
Die  in  den  Gleichungen  (e)  und  (/)  vorkommQnden  Coef- 
ficienten  m  und  n  sind  unabhängig  von  yl;  zufolge  der 
in  §  33  gegebenen  Gleichungen  (224)  und  (225),  bestimmen 
daher  auch  (c)  und  (e),  sobald  X  einen  veränderlichen  Para- 
meter darstellt,  die  Coordinaten  entsprechender  Punkte  von 
zwei  projectivischen  Punktreihen,  dagegen  (c?)  und  (/)  die 
Coordinaten  entsprechender  Strahlen  von  zwei  projectivischen 
Strahlenbtischeln,  und  sind  damit  die  früher  ausgesprochenen 
zwei  Sätze  erwiesen. 

Gestützt  auf  die  eben  bewiesenen  Sätze  ist  man  aber 
auch  in  der  Lage,  zu  einem  gegebenen  Punkte  x  des 
Systems  I  denjenigen  Punkt  y  zu  finden,  welcher  ersterem 
in  II  entspricht,  sobald  die  coUineare  Verwandtschaft  beider 
Systeme  bestimmt  erscheint  durch  vier  Paare  entsprechen- 
der Punkte  a?',  y';  a?",  y";  a?'",  y'"  und  x^^,  y^^y  die  der 
Einschränkung  unterliegen,  dass  keine  drei  Punkte  desselben 
Systems  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen.  Man  verbinde 
zu  diesem  Zwecke  den  Punkt  a?'  durch  vier  Strahlen  mit  den 
Punkten  a?",  a?'",  a?^^,  x  und  jenen  y'  durch  drei  Strahlen  mit 
y",  y'",  y^^  und  construiere  hierauf  denjenigen  Strahl  (a), 
welcher  im  System  //  dem  Strahl  x"x  des  Systems  /  ent- 
spricht. Nun  widerhole  man  dasselbe  Verfahren  unter  der 
Voraussetzung,  dass  a?"  und  y"  die  Mittelpunkte  der  beiden 


IX.  §  49.  Gollineation  ebener  Systeme. 


243 


projectivischen  Strahlenbüschel  sind,  wodurch  man  den 
Strahl  (6)  erhält,  der  im  System  II  dem  Strahl  x**x  de3 
Systems  I  entspricht,  und  es  ist  dann  der  Schnittpunkt 
von  (a)  mit  (6)  selbstverständlich  der  gesuchte  Punkt  y. 
Ein  ganz  analoger  Weg  ist  einzuschlagen,  sobald  zu  einem 
gegebenen  Strahl  {u)  des  Systems  I  der  entsprechende 
{v)  in  //  gefunden  werden  soll  und  die  coUineare  Verwandt- 
schaft von  I  und  II  gegeben  erscheint  durch  vier  Paare 
entsprechender  Strahlen  {u%  (t?');  (w'O?  (^");  (^"');  (^"0 
und  {u^^y  (^^0?  <i^®  bezüglich  ihrer  gegenseitigen  Lage 
der  Einschränkung  unterliegen,  dass  keine  drei  dem- 
selben System  angehörigen  Strahlen  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  gehen.  Man  bringe  nämlich  die  Strahlen 
(w"),  {u***)j  {u^^  und  (u)  zum  Schnitte  mit  (w')?  dann  jene 
(v"),  (v'")?  (^^^)  zum  Schnitte  mit  {v%  wodurch  man  be- 
ziehungsweise die  Punkte  a?",  a?'",  x^^y  x  und  y",  y'",  y^^ 
erhält,  und  construiere  hierauf  den  dem  Punkte  x  ent- 
sprechenden Punkt  y.  Alsdann  wiederhole  man  dieses  Ver- 
fahren, jedoch  mit  der  Variation,  dass  man  (i^")  und  (i;") 
an  die  Stelle  von  (u^)  und  (v')  treten  lässt.  Die  jetzt  sich 
ergebenden  Punkte  seien  respective  §',  g'",  §^^]  g  und  ?;',  ^"' 
rj^^  und  der  dem  Punkte  g  entsprechende  Punkt  sei  rj. 
Selbstverständlich  ist  die  Verbindungsgerade  yrj  der  gesuchte 
Strahl  (v). 


Satz.  Sind  zwei  ebene 
Systeme  coUineare,  so  ent- 
spricht einer  algebraischen 
Curve  nter  Ordn.  des  einen 
Systems  eine  algebraische 
Curve  derselben  Ordnung  des 
anderen. 

Beweis.  Essei/(a?iiC2a?3) 
=  0  die  Gleichung  derjenigen 
algebraischen  Curve  wter  Ord- 
nung, welche  ein  Punkt  x  in 
der  Ebene  [E]  des  Systems  I 
beschreibt  Der  dem  Punkte 
X    entsprechende    Punkt    y 


Satz.  Sind  zwei  ebene 
Systeme  coUineare,  so  ent- 
spricht einer  algebraischen 
Curve  wter  Clasöe  des  einen 
Systems  eine  algebraische 
Curve  derselben  Classe  des 
anderen. 

Beweis.  Es  sei  90  (u^  u^ 
i^g)  =  0  die  Grleichung  der- 
jenigen algebraischen  Curve 
nter  Classe,  welche  ein  Strahl 
(u)  in  der  Ebene  [E]  des 
Systems  I  beschreibt.  Der 
dem  Strahl  (u)  entsprechende 
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des  Systems  //  beschreibt 
dann  in  der  Ebene  [E^] 
ebenfalls  eine  Curve,  deren 
Gleichung  gefunden  wird , 
sobald  man  in  /  (x^x^x^) 
=  0  einfach  x^,  x^  und  x^ 
ersetzt  durch  die  in  den 
Formeln  (317)  gegebenen 
Werte,  wodurch  sich  eine 
Gleichung  ergibt  von  der 
Form  F{y^y^y^)  ==  o,  die 
bezüglich  y^,  y^  ^»d  yg,  ver- 
möge der  linearen  und  ho- 
mogenen Beschaffenheit  der 
Formeln  (317),  ebenfalls  ho- 
mogen und  vom  Grade  n  er- 
scheint, weshalb  auch  die  von 
y  beschriebene  Curve  alge- 
braisch und  vom  Grade  n  ist. 


Strahl  (v)  des  Systems  //  be- 
schreibt dann  in  der  Ebene 
[JE7']  ebenfalls  eine  Curve, 
deren  Gleichung  gefunden 
wird,  sobald  man  in  g)  {u^U2  u^) 


=   0   bloß   u^f    u^ 
ersetzt    durch     die 


und 


u 


3 


in  den 
Formeln  (3 1 9)  gegebenen 
Werte,  wodurch  sich  eine 
Gleichung  ergibt  von  der 
Form  ^  (i?!,  ^^2  ^3)  ==  Oy  die 
bezüglich  v^,  v^  und  v^y  ver- 
möge der  linearen  und  ho- 
mogenen Beschaffenheit  der 
Formeln  (319),  ebenfalls  ho- 
mogen und  vom  Grade  n  er- 
scheint, weshalb  auch  die  von 
(v)  beschriebene  Curve  alge- 
braisch und   nter  Classe  ist. 


Fluchtlinien.  Für  die  folgenden  Untersuchungen  er- 
scheint es  geboten,  diejenige  Gerade  zu  bestimmen,  welche 
der  unendlich  fernen  Geraden  {L^)  der  Ebene  [E]  oder  [E*] 
entspricht.  Hierbei  benützen  wir  aber  nicht  mehr  die 
homogenen  Coordinaten,  sondern  die  Coordinaten  des 
Cartesius  und  setzen  deshalb  in  den  Verwandtschafts- 
gleichungen (316)  und  (317),  im  Sinne  des  in  §  28  bereits 
Gesagten,  x^  —  g,  x^  =  rj,  x^ —-  1  und  y^  =  g',  y^  =  77', 
y^  =  1.  Dividiert  man  noch  in  beiden  Gruppen  (316)  und 
(317)  die  ersten  zwei  Gleichungen  durch  die  dritte  Gleichung, 
so  ergeben  sich  die  zur  Lösung  der  hier  gestellten  Aufgabe 
führenden  vier  Relationen: 


§= 


ö^iMg+öti,2^+ai 


?3 


^zn 


(^9CW  ^3n§+^3?2^+^3?3 

^'=  ^2^1^+^2>2^"t"^2?3  ^ 

^3n§+  ^372^+  ^373  -^173§'"l"  -^2?3^'"f'  -^3?3 

in  welchen  g,  ri  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  M 
des  Systems  I  und  g',  ?y'  jene  des  dem  Elemente  M  ent- 
sprechenden Punktes  M  im  anderen  System  //repräsentieren. 
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Selbstverständlich  bleibt  auch  hier  wieder  die  Voraussetzung 
aufrecht,  dass  die  Ebenen  [E]  und  [E']  beider  Systeme  zu- 
sammenfallen und  mit  der  Ebene  der  beiden  Coordinaten- 
achsen  identisch  erscheinen.  Betrachtet  man  nun  die  unend- 
lich ferne  Gerade  i»  der  beiden  vereinigten  Ebenen  [E] 
und  [E]  als  ein  Gebilde  von  Ily  so  ist  flir  sämmtliche  Punkte 

derselben  g'  =  oq,  ^'  =  oc,  oder  —  =  — ^  =  o,  was  nach 

(320)  offenbar  «g^ig  +  ötg;2^  +  «sjs  ==  o  bedingt.  Der 
unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene  [E']  entspricht  sonach 
in  der  Ebene  [JE]  die  Gerade 

(322)  .    .    .  F  =  agjig  +  a^y^V  +  «3>3  =  <>; 

und  in  derselben  Weise  lässt  sich  mittelst  (321)  zeigen, 
dass  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene  [E]  in  der 
Ebene  [E]  die  Gerade 

(323)  .    .    F^  ^  ^,,3g'  +  A,,,ri^  +  A,,,  =  o 

entspricht.  Man  nennt  die  durch  die  beiden  letzten  Gleichungen 
definierten  Geraden  (F)  und  (F)  die  Fluchtlinien  oder  Gegen- 
linien der  beiden  Systeme  I  und  Ily  und  es  ist  klar,  dass 
dieselben  im  allgemeinen  verschiedene  Richtungen  haben 
müssen.  Wir  werden  später  bei  der  centralen  Collineation 
von  zwei  ebenen  Systemen  noch  einmal  auf  diese  Flucht- 
linien zurückkommen. 

Doppelelemente.     Für  diejenigen  Punkte  der  beiden 
Systeme  /  und  //,    welche    sich    selbst    entsprechen,    d.   h. 
f  ür  die  Doppelpunkte  derselben,  ist  y»  =  a?f,  sonach  zufolge 
der  früheren  Gleichungen  (316) 

QXi  =  a^,!«?!  -f-  aij^x^  +  aif^x^j  i  =  1,  2,  3, 

weshalb  die  Bestimmung  der  Coordinaten  der  Doppel- 
punkte beider  Systeme  mittelst  der  drei  Gleichungen  zu  er- 
folgen hat: 

(324)  .     a2,ia?i  +  (a^^^  —  (>)  a?2  +  a^y^x^  =  o 

«3;  1^1       I       «37  2^2    "F    («37  8  P)    ^3    ^^^    ^f 

in  welchen  die  Coefficienten  a<,jt  als  gegeben  erscheinen, 
dagegen  q  und  die  Coordinaten  Xi  die  Unbekannten  reprä- 
sentieren.    Die  Unbekannte  q  kann  nun  ohneweiters  ermittelt 


=   0, 
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werden;  denn  eliminiert  man  aus  (324)  die  drei  Coordinaten 
^17  ^27  ^87  ^^  ergibt  sich  als  Resultat  der  Elimination^  die 
in  Bezug  auf  g  cubische  Gleichung 

(«IM     —    Q)  «17  2  «i;3 

(325)     .      .  «27  1  («27  2     —    Q)  «27  3 

«871  «37  2  («37  3  Q) 

oder 

^  =  —  C>*+(«17i  +  «272  4-«373)e^— («171«272— «172«27l  + 
«171  «37  3  «17  3  «371  "l     «27  2  «37  3  «27  8  «37  2)  P  "T" -^^^  ^7 

wenn  noch  A  die  aus  den  neun  Coefficienten  at^jt  gebildete 
3^  elementige  Determinante  bedeutet.  Die  eben  gefundene 
Gleichung  hat  aber  drei  Wurzeln  g^,  g^,  g^,  und  ein  jeder 
dieser  drei  Werte  von  g  bestimmt  mittelst  zweier  der  Glei- 
chungen (324),  nachdem  man  daselbst  g  =  gi  gesetzt  hat, 

ein  solches  Wertesystem  von -^  und  —,  welches  einem  Doppel- 


a?3  x^ 


punkte  der  beiden  ebenen  Systeme  angehört.  Nachdem  aber 
die  Verbindungsgerade  zweier  Doppelpunkte  einen  Doppel- 
strahl   beider    Systeme    darstellt,    ergibt    sich    sonach    der 

wichtige  Satz: 

Zwei  coUinear  verwandte  ebene  Systeme  besitzen  drei 
Doppelpunkte  und  drei  Doppelstrahlen. 


vCt  •%     «Co 


Die  Bestimmung  derjenigen  Wertesysteme  von  ^  und 


ajj  a/3 


welche  den  Doppelpunkten  entsprechen,  kann  auch  mittelst 
der  Minoren  der  Determinante  J  geschehen,  wenn  man  näm- 
lich noch  zuvor  in  dem  Ausdrucke  für  J  an  die  Stelle  von 
g  die  Wurzelwerte  p,  substituiert.  Da  nämlich  dann  J  =  o 
wird,  so  bestehen  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Null- 
determinante die  Proportionen: 

*^l  •  «^2  •  *^3    ^^^^    ''-'1 7  1  •  ^1 7  2  •''-■173 
(OiöOJ     .      .      .  =    ^27  1  •  -^27  2  •  ^27  3 

=  A      '  A      -  A 

wenn  wieder  J,-,*  gleich  erscheint  ( — l)*  +  *mal  jener  Minore, 
die  aus  der  Determinante  J  hervorgeht,  wenn  man  dort  die 
Zeile  i  und  Colonne  k  unterdrückt  und  aus  den  zurück- 
bleibenden Elementen  eine  neue  Determinante  bildet. 
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Die  Verwandtschaftsgleichungen  der  Collineation  ver- 
einfachen sichy  sobald  man  die  drei  Doppelpunkte  als  die 
Ecken  des  gemeinsamen  Coordinatendreiecks  wählt.  Denn^ 
weil  hier  für  Xi  =  o  auch  yt  =  o,  sowie  für  t^  =  o 
auch  Vi^o  sein  muss,  so  nehmen  diese  Gleichungen  die 
Gestalt  an: 


QVi  —  (h^i 

vu^   =  «1  v^ 

Qy^  =  a^x^ 

VU^    «2^2 

QVz  —  «sa's- 

rwg  —  «8^3- 

§  50.    Centrale  Collineation. 

Setzt  man  in  den  drei  Gleichungen  (324)  für  q  eine 
Wurzel  der  cubischen  Gleichung  A  ==■  o,  so  erscheint  jede 
derselben  als  eine  Folge  der  beiden  übrigeo,  d.  h.  jede  der 
drei  Gleichungen  (324)  geht  hervor  durch  lineare  Combina- 
tion  der  zwei  anderen,  weshalb  auch  bei   der  Berechnung 

von  — ^  und  —  eine   dieser   drei   Gleichungen    zu    entfallen 

hat.  Von  selbst  tritt  nun  an  uns  die  Frage  heran,  was 
geschehen  würde,  wenn  p  =  ö  eine  solche  Wurzel  der 
Gleichung  A  =  o  wäre,  für  welche  die  drei  Gleichungen  (324) 
auf  eine  einzige  zurückgeführt  werden  können.  Nachdem 
dann  sechs  Coefficienten  a^,  «j,  Og  und  ß^,  ß^y  ß^  existieren, 
für  welche  die  Identitäten  bestehen  müssen : 

^i;i   —  öf  =  /Si«!  «2;!   =  Ä^i  «3M   =  ßz^ 

(a)  ai,a  =  ß^a^     «s^a  —  ^f  =  ß^a^  «3,3  =  ft«a 

SO  nimmt  die  cubische  Gleichung  (325),  sobald  man  dort  für 
a ,  Je  die  aus  den  neun  obigen  Belationen  hervorgehenden 
Werte  substituiert,  die  Form  an: 

[ßl(h     -      (P    —    öf)]  A«2  /^l«8 

ß^<h  [/?2«2     —    {Q    —    ö)]  ß^(^Z 

ßz(h  /?3«2  [ßz^h   —  (Q    —    Ö^)] 

(e  —  <J)^  (/?i«i  +  ^a«2  +  ßzfh  +  ö  —  e)  =  0, 

woraus  man  erkennt,  dass  q  =  0  eine  Doppelwurzel  und 
p  =  (j  -[-  ^^Oj  -^  ß^a^  +  /^8^3  ®^^®  einfache  Wurzel  der 
Gl.  (325)   darstellt.     Hat  somit  die  Gleichung  J  ==  0  eine 
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Doppelwurzel  und  substituiert  man  in  den  Gleichungen  (324) 
für  Q  diese  Doppelwurzel,  so  übergehen  die  letzteren  in  eine 
einzige.  Was  nun  die  Verwandtschaftsgleichungen  (316)  an- 
belangt, so  nehmen  dieselben  jetzt  die  Form  an: 

(&)  Q'yt  =  <^^i  +  ßi((h^i  +  «3«Ja  +  «3a?3)...i  =  l,  2,  3, 
wenn  (>'  wieder  einen  Proportionalfactor  bezeichnet,  und  aus 
dieser  folgt,  sobald  man  g^  =  ö  und  Xi  =  yi  setzt, 

(c)   .....    .      a^x^  +  a^x^  +  a^x^  =  o 

als  geometrischer  Ort  der  Doppelpunkte  der  beiden  ebenen 
Systeme.  In  dem  singulären  Fall,  wo  die  Gleichung  J  =  o 
eine  Doppelwurzel  besitzt,  ist  somit  der  geometrische  Ort 
aller  derjenigen  Punkte  beider  ebenen  Systeme,  welche  sich 
selbst  entsprechen,  eine  Gerade,  genannt  die  Achse  der 
Collineation  und  bestimmt  durch  die  obige  Gleichung  (c). 
Aber  auch  alle  sich  selbst  entsprechenden  Strahlen  der 
beiden  ebenen  Systeme  durchschneiden  sich  hier  in  einem 
und  demselben  Punkte,  wovon  man  sich  sofort  überzeugt,  wenn 
man  die  aus  (a)  resultierenden  Werte  der  Coefficienten  a^,* 
in  die  Verwandtschaftsgleichungen  (319)  einführt.  Denn 
dadurch  gehen  dieselben  über  in 

{d)    v'ui  =  övi  -f  ai  (/?!  v^  +  ß^  v^  +  ^3  v^)...i—  1,  2,  3, 

wenn  v'  einen  Proportionalfactor  bedeutet,  und  hieraus  folgt 
für  6  =  V*  und  m  =  Vi 

wodurch  in  der  That  erwiesen  erscheint,  dass  alle  sich  selbst 
entsprechenden  Strahlen  beider  Systeme  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  sich  durchschneiden,  genannt  das  Centrum 
der  Collineation  und  bestimmt  durch  die  Gl.  (e).  Gleich- 
zeitig lassen  die  Gleichungen  (c)  und  (e)  sofort  erkennen, 
dass  für  die  Coordinaten  der  CoUineationsachse  und  des 
CoUineationscentrums  die  beiden  Proportionen  bestehen: 

{j)     .       U^  l  U2  '  U^  ==    Ct^  l  CC2  *  Äg.,  X^  l  X2  •  X^    =   pj  •  r* 2  •  ft* 

Eliminiert  man  aus  den  drei  Gleichungen  (6)  die  Größen 
p',  ö  und  den  Ellammerausdruck  {a^x^  +  «2a?2  -(-  «afl^s), 
ebenso  aus  den  drei  Gleichungen  (d)  die  Größen  r',  ö  und 
den  Klammerausdruck  (ßiV^  +  /^2^2  +  ßs'^s)}  so  folgt 
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«1 
Vi 


ßü 


X 
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ßs 


0, 


«1 


Uc 


V 


2 


W, 


und  diese  beiden  Gleichungen  sagen  aus,  dass  immer  ein 
Paar  entsprechender  Punkte  a?,  y  in  einer  durch  das 
CoUineationscentrum  ß  gehenden  Greraden  liegen,  dagegen 
ein  Paar  entsprechender  Strahlen  {u)j  (v)  in  der  CoUineations- 
achse  (a)  sich  durchschneiden,  sobald  die  Coefficienten  a,,  jt 
der  CoUineationsgleichuugen  den  Bedingungen  (a)  genügen, 
d.  h.  die  Gl.  A  =  o  eine  Doppelwurzel  besitzt. 

Man  nennt  nun  diese  Art  der  Verwandtschaft  von  zwei 
ebenen  Systemen  I  und  11,  bei  welcher  zwei  einander  ent- 
sprechende Punkte  in  einer  durch  einen  festen  Punkt  gehen- 
den Geraden  liegen  und  zwei  einander  entsprechende  Geraden 
in  einer  festen  Geraden  sich  durchschneiden,  die  centrale 
CoUineation.  Der  feste  Punkt  heifit  das  Centrum,  die  feste 
Gerade  die  Achse  der  CoUineation,  und  es  entspricht  jede 
durch  das  Centrum  der  CoUineation  gehende  Gerade,  sowie 
jeder  in  der  CoUineationsachse  liegende  Punkt,  sich  selbst. 
Auch  ist  klar,  dass  das  CoUineationscentrum  und  die  Col- 
lineationsachse  sich  selbst  entsprechen. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  bei  der  centralen 
CoUineation  die  beiden  Fluchtlinien  (F)  und  {F')  parallel  ge- 
richtet sind  zur  Achse  der  CoUineation  und  überdies  noch 
eine  solche  Lage  besitzen,  dass  sie  jede  in  dem  CoUineations- 
centrum anfangende  und  in  der  CoUineationsachse  endigende 
Strecke  symmetrisch  theilen.  Um  dies  zu  beweisen,  seien 
M^,  jjfi'  in  Fig.  67  ein  Paar  entsprechender  Punkte  der 
beiden  central-coUinearen  Systeme  und  sei  ferner  C  das 
Centrum,  {A)  die  Achse  der  CoUineation.  Dass  die  col- 
lineare  Verwandtschaft  der  beiden  Systeme  durch  die  An- 
gabe dieser  Elemente  eindeutig  bestimmt  erscheint,  ist  an 
sich  klar,  indem  C  ein  Paar  und  (A)  zwei  Paare  entsprechen- 
der Elemente  repräsentieren  und  nach  einem  früheren  Satze 
die  coUineare  Verwandtschaft  von  zwei  ebenen  Systemen 
gegeben  ist,  sobald  man  vier  Paare  entsprechender  Ele- 
mente kennt.  Nun  lege  man  durch  C  einen  beliebigen 
Strahl    (i)    und    bestimme    constructiv    den  entsprechenden 
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Fig.  67. 

Punkt  des  unendlich  fernen  Punktes  von  (Z),  wobei  gleich- 
zeitig bemerkt  wird;  dass  letzterer  angesehen  werden  kann 
als  ein  Punkt  von  I  oder  II  und  im  ersten  Fall  mit  M^, 
im  zweiten  aber  mit  MJ  bezeichnet  werden  soll.  Der  ent- 
sprechende Punkt  von  M^  liegt  in  der  Fluchtlinie  {F')  und 
heiße  F\  während  jener  von  MJ  in  der  anderen  Flucht- 
linie (jP)  sich  befinden  muss  und  mit  F  bezeichnet  werden 
möge.  Behufs  Auffindung  von  F*  lege  man  durch  M^  einen 
parallelen  Strahl  zu  (i),  welcher  die  Achse  {A)  im  Punkte 
-4^  durchschneidet;  und  verbinde  hierauf  die  Punkte  M\, 
und  A^  durch  eine  Gerade  und  diese  trifft  (i)  in  dem  zu 
suchenden  Punkte  F\  indem  nach  dem  Wesen  der  centralen 
CoUineation,  weil  ja  M^,  M^*  und  Jf«;  ^'  j©  ©in  Paar  ent- 
sprechender Punkte  darstellen,  die  Geraden  M^M^  undMi' 
jP'  in  einem  Punkte  von  (.4)  sich  durchschneiden  und  über- 
dies auch  -äf«  und  F'  in  einer  durch  0  gehenden  Geraden 
liegen  müssen.  In  derselben  Weise  lässt  sich  nun  auch  der 
Punkt  F  constructiv  ermitteln ;  man  braucht  zu  diesem  Zwecke 
bloß  durch  ifi' eine  Parallele  zu  (i)  zu  ziehen,  den  Schnitt- 
punkt A^  der  ersteren  mit  {A)  durch  eine  Gerade  mit  M^  zu 


^ 
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verbinden  und  diese  mit  (L)  zum  Schnitte  zu  brin'gen.  Denkt 
man  sich  jetzt  in  dem  Strahl  (Z)  die  Punkte  1,  2,  %  4 . .  • 
und  zu  diesen  nach  dem  nunmehr  bekannten  Principe  der 
centralen  Collineation  die  entsprechenden  Punkte  1',  2',  3',  4' . . . 
aufgesucht^  so  sind  1^  2^  3;  4...  xmd  Vy  2%  3'^  4'...  zwei 
conlocale  projectivische  Punktreihen  mit  den  Doppelpunkten 
C  und  Ay  weshalb  nach  einem  früher  bei  den  conlocalen 
projectivischen  Punktreihen  gegebenen  Satze  auch  {CA  1 1') 
=  ((7w422')=  Ä"  sein  muss.  Aus  diesem  Grunde  ist  daher, 
weil  auch  jp,  MJ  und  M^y  F'  je  ein  Paar  entsprechender 
Punkte  dieser  Punktreihen  darstellen, 

(CAFM^)  =  {CAM^F')  =  K 
und  hieraus  folgt,  wegen  {CAM^)  =  {CAM^)  =  1, 


oder 


(^^^)  =  IjCTF)  =  ^ 


(CAF)  =  K,         {CAF')  =  1 


woraus  nach  der  Bedeutung  dieser  Symbole  sich  ergibt: 
(siehe  Gl.  (87) 

CF=  ^^ ,  .CA,  AF=  ^  ^  ,  .CA,  CP  =  .    ^  „  CA, 

Ä  —  1  A  —  1  1  —  Ä 

AF  =  -jir^CA, 

d.  h.  es  ist  in  der  That 

CF=  --  AF%  CF*  =  —  AF 

und  sind  daher  F  und  F^  symmetrische  Theilpunkte  der 
Strecke  CAy  was  behauptet  wurde.  Noch  ist  aber  zu  be- 
weisen, dass  die  beiden  Fluchtlinien  (F)  und  (jP')  parallel 
zur  Achse  (A)  der  Collineation  gerichtet  erscheinen.  Dies 
kann  nach  den  obigen  Formeln  offenbar  nur  dann  statt- 
finden, wenn  der  in  denselben  vorkommende  Parameter  K 
denselben  Wert  besitzt,  gleichgiltig  welcher  durch  C  gehende 
Strahl  der  gemeinsame  Träger  der  beiden  projectivischen 
Punktreihen  auch  ist.  Dies  ist  aber  hier  der  Fall;  denn 
sind  ilfg?  ^2  ®i^  Paar  entsprechender  Punkte  in  der  Ge- 
raden (i),  so  durchschneiden  sich,  wie  wir  bereits  gesehen 
haben,  die  Geraden  M^M^  und  M^' M^^  in  einem  Punkte -^4 
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von  (Ä)  und  ist  deshalb  nach  dem  Satze  von  Pappus 
C§  18)  (CAM^M^^)  =  (CAM^M^')  =  K,  d.  h.  es  ist  K 
constant   filr  alle  durch  C  gehenden  Strahlen. 

Selbstverständlich  ist,  zufolge  der  eben  bestimmten 
Richtung  und  Lage  der  beiden  Fluchtlinien,  die  centrale 
CoUineation  von  zwei  ebenen  Systemen  /  und  II  auch  dann 
eindeutig  bestimmt,  sobald  die  Achse  (A)  der  CoUineation 
und  das  Centrum  C  der  letzteren,  sowie  die  beiden  Flucht- 
linien (F),  (F')  gegeben  sind.  Um  nun  hier  zu  einem  ge- 
gebenen Punkte  M  den  entsprechenden  Punkt  M'  aufzu- 
finden (Fig.  68),  lege  man  durch  C  einen  beliebigen  Strahl  (i). 


Fig.  68. 

welcher  die  Fluchtlinie  (F)  im  Punkte  F  trifft,  verbinde 
hierauf  F  mit  M  durch  eine  Gerade  und  verlängere  letztere 
bis  zu  ihrem  Durchschnitte  A  mit  (A).  Die  durch  A  gelegte 
Parallele  zu  (i)  durchschneidet  dann  die  Gerade  CM  in 
dem  gesuchten  Punkte  M\ 

Von  selbst  ergibt  sich  nun  der  Satz:  Sind  M^^M^yM^ 
und  M^\  M^f  M^*  die  Ecken  zweier  Dreiecke,  welche  zu 
einander  eine  solche  Lage  haben,  dass  die  Verbindungsgeraden 
M^M^%  M^M^*  und  M^M^*  der  entsprechenden  Ecken  in 
einem  und  demselben  Punkte  C  sich  durchschneiden,  so 
treffen  sich  die  entsprechenden  Seiten  M^  M^y  if/ilia';  ^i^s; 


j 
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M^*M^*  und  M^M^y  M^* M^*  in  drei  Punkten  einer  und  der- 
selben Geraden  (-4). 

Geht  man  wieder  zu  den  früher  gefundenen  Formeln 
(5)  und  (d)  zurück,  nach  welchen  zwischen  den  Coordinaten 
^<>  Vi  von  zwei  einander  entsprechenden  Punkten  a?,  y  und 
den  Coordinaten  Uij  v,-  von  zwei  einander  entsprechenden 
Strahlen  (ia),  {v)  die  linearen  Beziehungen  bestehen: 

und  löst  dieselben  nach  au,,  beziehungsweise  v<,  t  =  1,  2,  8, 
auf,  so  erhält  man  nach  einigen  einfachen  Umformungen  die 
Gleichungen : 

<J  (A«i  +/92«2  +/?3«3  +<?)  ^.•=C>'  (Ä«l  +Ä«2  + 
^^^  /?8«8    +    Ö)    y<    —    (>'Ä    («1^1     +    a2y2    +    «8^3); 

Ö(A«1    +/^2«2   +/?3«3   +Ö)    i;,=r'   («i/?!    +«2/^2    + 

und  diese  lehren  im  Vereine  mit  den  obigen,  dass  eine  Ver- 
tauschungsfUhigkeit  der  einander  entsprechenden  Elemente 
nur  dann  eintreten  kann,  wenn  die  Beziehung  erfüllt  er- 
scheint : 

(i)   .    .    .    .      ß^a^  +  /92«2  +  ft«3  ==  —  2ö, 

und  d.  i.  die  Bedingung  ftlr  die  involutorische  Collineation 

oder  flir  die  Involution  von  zwei  ebenen  Systemen. 

Zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  wird  noch  der  Satz 
bewiesen,  dass  zwei  coUineare  verwandte  Systeme  durch 
Parallelverschiebung  und  Drehung  in  ihrer  Ebene  in  eine 
solche  gegenseitige  Lage  gebracht  werden  können,  dass  sie 
central-coUinear  sind. 

Bei  der  Beweisführung  dieses  Satzes  benütze  man  die 
früher  gegebenen  Gleichungen  (316),  ersetze  jedoch  darin 
a?!,  x^  und  x^  durch  g,  ri  und  1;  y^,  y^  und  y^  durch 
(a  +  g'  cos  gp  —  y(  sin  9),  (6  4"  §'  ^^^  9^  +  ^'  ^^^  (p)  und 
1,  wobei  noch  bemerkt  wird,  dass  g,  r^  die  Cartesischen 
Coordinaten  irgend  eines  Punktes  M  des  Systems  I  und  g',  r{ 
jene  des  entsprechenden  Punktes  M  im  System  //bezeichnen, 
beide  bezogen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinaten- 
system.     Damit  nehmen   die  Gleichungen   zur  Bestimmung 
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der  Coordinaten  g,  rj  und  |',  r/'  der  einander  entsprechenden 
Punkte  M  und  M  die  Form  an : 

()  (a  +  g'  cos  g)  —  rj'  sin  9))  =  a^,^§  +  «1,2^  +  «1,3 

(327)  ()  (6  +  §'  sin  9)  +  ^'  cos  9)  =  «2^1  §  +  «2^2 ^  +  «2^3 
Q  =  «8;iS  +  «3?2^  +  a3;3? 

und  hieraus  ersieht  man,  dass  jedem  Wertesystem  von  g,  t] 
nur  ein  Wertesystem  von  g',  ^'  entspricht,  wie  die  coUineare 
Verwandtschaft  der  beiden  Systeme  /  und  II  es  erfordert. 
Für  diejenigen  Punkte,  welche  sich  selbst  entsprechen,  d.  h. 
für  die  Doppelpunkte  der  Systeme  /  und  //,  ist  in  den 
obigen  Gleichungen  wieder  g  =  §  und  tj'  =  rj  zu  setzen, 
und  erhält  man  sonach  zur  Berechnung  der  Coordinaten 
dieser  tautologen  Elemente  die  drei  Gleichungen: 

(«1,1  —p  cos  9)  g  +  (ai,a  +  Q  sin  9?)  ^  +  («1,3  —Qa)  =  o 

(328)  («2,1  —  ()  sin  q>)  g  +  (a2?2  —  Q  cos  9>)  ^  +  («273  —Qh)  =  o 

in  welchen  die  Coefficienten  a,-,*,  der  Winkel  g)  und  die 
Coordinaten  a,  6  als  gegeben  anzusehen,  dagegen  p,  g  und  ^ 
zu  suchen  sind.  Man  eliminiere  nun  wieder  g  und  7]  aus 
der  Gleichungsgruppe  (328)  und  erhält  dadurch  die  bezüg- 
lich Q  cubische  Gleichung 

(«i?i  —  (>cos9))     («1,2  +  Q&inq))     («1,3  —  Qa) 

(329)  («27  1  —  esing))     («2,2  —  (^cos^))     («3,3  —  ()6) 

«371  «37  2  («87  3  Q) 

welche  drei  Wurzeln  besitzt,  die  auch  hier  mit  q^^  Q2  und  ^3 
bezeichnet  werden  mögen.  Substituiert  man  hierauf  fiir  q 
einen  dieser  drei  Werte,  so  erscheint  jede  der  drei  Glei- 
chungen (328)  als  eine  Folge  der  beiden  übrigen,  weshalb 
die  dritte  dieser  Gleichungen  wegzulassen  ist,  während 
die  beiden  übrigen  zur  Berechnung  der  Coordinaten  g,  ^  des 
betreffenden  Doppelpunktes  dienen. 

Hat  nun  die  Gleichung  (329)  eine  Doppelwurzel  ö,  so 
ist  die  durch  die  Gleichungen  (327)  gegebene  CoUineation 
der  beiden  ebenen  Systeme  central  und  Ijassen  sich  dann, 
sobald  man  in  den  Gleichungen  (328)  q  =  ö  setzt,  dieselben 
auf  eine  einzige  Gleichung  zurückführen.  Es  lässt  sich  nun 
zeigen,    dass  für  gp,  a  und  b   immer    solche  Werte   möglich 
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erscheinen^  welche  der  centralen  CoUineation  entsprechen^ 
gleichgiltig  welche  reelle  Werte  die  Coefficienten  a,,*  be- 
sitzen. Zu  diesem  Zwecke  gehe  man  von  der  Voraussetzung 
aus,  dass  die  Gleichung  (329)  in  der  That  eine  Doppel- 
wurzel Q  =^  ö  hat;  in  welchem  Fall  es,  nach  dem  bereits 
früher  Gesagten,  immer  gestattet  ist  zu  setzen: 

a^,! — öcosq>  =  xpa     a^ji — ösinq>  =  x  qa        a^^^z=zxa 
(k)    ai,a+ösin9)  =  xj?/9     a2,2 — 0co8g)  =  xqß        a^^^t^xß 

Aus  den  in  den  beiden  ersten  Zeilen  stehenden  Gleichungen 
der  Gruppe  (k)  folgt  nun 

a^,!   —  C  cos  g>  =  pa^ji  ^2j\  —  ^  ®^^  9)  =  j  .  ck^jx 

0^17  2    +    <^    ™^    9>    =  P^3927  «2?  2     Ö    COS    9?    =    J  .  ag^g- 

und  hieraus  ergeben  sich  durch  die  Elimination  von  p,  be- 
ziehungsweise y,  die  zur  Berechnung  von  9?  und  ö  dienen- 
den Gleichungen: 

ttg^a  (ö  cos  9))  -f-  ag,!  (ö  sin  tp)  =  a^,!  ag,^  —  ai,a  «3,1 

«8?i  (ö^  Cös  9>)  —  «87  2  (^  sin  9))  =  a2,2  «sji  —  «271  «3;2- 

Quadriert  man  nun  dieselben  und  addiert  sie  hierauf,  so 
folgt: 

(l)  .  a'  = 


(«i?i  «8? 2        «i;2  «8?i)    "T  («2;  2  «3?i        «2;i  «3; 2) 

0^37  1       "T    «2 


"37  2 

während  man  durch  die  Auflösung  obiger  Gleichungen  nach 
öcosq>  und  0sin9?  erhält: 

rr^\  rti^f^ar^ ^1?  1  ^87  2  ^7  1  «87  2  («17  2  4"  «27  l)  4"  ^7  2  «37  1 

\ra) . . .  ocos9)= 2 — i 2 ? 


«371'  +  «j     ' 


"87  2 


2 


-  «.•      ^ «271  «87  2       r     «371  «372  («171  «27  2)  «17  2  «871 

ö  Sin  9?  _  -        2    _l      ^        2  7 

«371  r    «37  2 

womit  zunächst  ö,  cos  9)  und  sin  q>  aus  den  neun  Coefficienten 
aijk  bestimmt  erscheinen.  Nun  kann  man  aber  auch  ohne- 
weiters  p  und  q  berechnen,  denn  es  ist  ja 

Oj,!  —  6  cos  9>  ag,!  —  ö>  sin  9) 

«371  «871 

und  hieraus  ergibt  sich  nach  erfolgter  Substitution  der  für 
0  cos  9)  und  6  sin  9)  gefundenen  Werte  aus  (w) : 
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^  —  Ä     *  -I-  a     *  ' 

**8;i       I     **8;2 

und  sind  somit  ö,  cos  (jp,  sin  q>y  p  und  j'  bestimmt.  Die 
Werte  von  Xy  a  und  b  ergeben  sich  jetzt  nach  erfolgter  Be- 
rechnung von  öy  p  und  q  aus  den  Gleichungen  der  dritten 
Zeile  der  Gruppe  (&),  und  zwar  ist  nach  diesen: 

womit  nun  alle  hier  vorkommenden  Unbekannten  gefunden 
erscheinen. 

.  Aus  dieser  Entwickelung  geht  demnach  hervor^  dass 
die  Überführung  von  zwei  coUinear  verwandten,  ebenen 
Systemen  in  eine  solche  Lage,  bei  welcher  sie  central  collinear 
sind,  auf  zwei  Arten  möglich  ist.  Bei  beiden  Arten  der 
Überführung  ist  das  CoUineationscentrum  dasselbe;  denn  die 
Gleichung  des  letzteren  lautet  nach  (e)  und  (k) 

(p)     .     \      .      .      i      ,       pU    -]-    qV    -{-    1    =s:s    Oy 

und  weil  p  und  y,  wie  ein  Blick  auf  Gl.  (n)  zeigt,  unab- 
hängig von  ö  sind,  so  existiert  wirklich  nur  ein  CoUineations- 
centrum. Anders  verhält  es  sich  mit  den  CoUineations- 
achsen.  Dieselben  haben  wohl  einerlei  Richtung,  fallen  aber 
nicht  zusammen,  indem,  zufolge  (c)  und  (i),  die  Gleichung 
der    CoUineationsachse  in   dem  hier    vorliegenden    Fall  ist 

(2) aa?  +  ^y  +  1  =  0 

und  nach  den  Gleichungen  (k) 

(^)   .    .      a  = "^ ,  ß  =         ^3,2 


«8,3  Ö  ^8?  8  ^ 

wird.    Nachdem  aber  ö  zwei  Werte  besitzt  und  -5-   =      ^'^ 

R  «2?  2 

ist,    sind  die  beiden  Collineationsachsen  wohl  von  einander 
verschieden,  haben  jedoch  dieselbe  Richtung. 

§  51.    AfSnitat,  Ähnlichkeit  und  Confmenz. 
Affinität.     Die  Affinität   ist    ein   specieller  Fall    der 
centralen  CoUineation,  indem  hier  das  Centrum  der  Collineation 
in  unendlicher  Ferne  liegt.     Stellt  somit  wieder  ifj,  Jlf^'ein 
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Paar  entsprechender  Punkte 
(Fig.  69)  dar,  so  ist  nach  dem 
bei  der  centralen  CoUineation 
bereits  Vorgeführten ,  sobald 
noch  A^  den  Schnittpunkt  der 
Verbindungsgeraden  M^^  M^ '  mit 
der  CoUineationsachse  {A)  reprä- 
sentiert, das  Doppelverhältnis 
(a)   .    .    .  {C^A^M^M^')  =  K, 

wo  K  eine  Constante   ist,   die 

^^^'  ^^'  fUf  jedes  Paar  entsprechender 

Punkte  in  der  Geraden  Coo-^^  denselben  Wert  besitzt.     Nun 

ist  aber   das  Doppelverhältnis  {C^A^M^M^')  =  {C^A^M^)\ 

^^  und  wird  folgUch,   weü  ja  ^!^  =  i^M,M,'C^)=l 

M*A  1     *» 

ist,    {C^A^M^M^*)  =    A.   ?■ ,  somit  nach  obiger  Gleichung  (a) 

und  man  erkennt  demnach,  dass  zwei  einander  entsprechende 
Punktreihen  hier  ähnlich  sind.  Selbstverständlich  ist  die 
Affinität  von  zwei  ebenen  Systemen  /  und  II  gegeben  durch 
die  Angabe  der  Achse  (4)  der  CoUineation,  welche  hier 
insbesondere  die  Achse  der  Affinität  heißt,  und  durch  ein 
Paar  entsprechender  Punkte  -äf^,  M^\  Zu  irgend  einem 
Punkte  M^  des  Systems  /  wird  nun  der  entsprechende 
Punkt  M^  im  System  H  gefunden,  wenn  man  den  Punkt  -4, 
in  welchem  die  Verbindungsgerade  M^M^  die  Achse  {A)  der 
Affinität  durchschneidet,  verbindet  mit  dem  Punkte  M^*  und 
diese  Gerade  zum  Schnitte  bringt  mit  der  durch  M^  ge- 
zogenen Parallelen  zur  Geraden  M^M^\     Es  ist  klar,    dass 

M  A  1 

jedem  Werte  des  in  (6)  erseheinenden  Quotienten  iJ^t  1  =  -^ 

eine   bestimmte   Affinität    entspricht.      In    dem    besonderen 

Fall,   wo   der  in  Fig.   69   angegebene    Winkel  /«  =  ^^  ist, 

Hahihbr,  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte.  ]7 
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Fig.  70. 


heißt  die  Affinität  orthogonal.  Kaum 
braucht  erwähnt  zu  werden,  dass  bei 
der  Affinität  die  beiden  Fluchtlinien 
mit  der  unendlich  fernen  Geraden 
(i„)  der  gemeinsamen  Ebene  beider 
Systeme  identisch  erscheinen. 

Äbnliclikeit.  Zwei  central 
coUineare  verwandte  Systeme  sind 
"  ähnlich,  wenn  die  Achse  der  Col- 
lineation  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  der  gemeinsamen  Ebene 
beider  Systeme  identisch  erscheint. 
Sind  somit  M^y  M^'  und  üfg,  M^*  in  Fig.  70  zwei  Paare 
entsprechender  Punkte,  so  erscheineu  die  Verbindungsgeraden 
M^M^  und  Mi'JWg'  zu  einander  parallel  gerichtet  und  ist 
diese  Art  der  centralen  CoUineation  von  zwei  ebenen  Sy- 
stemen I  und  U  bestimmt  durch  die  Angabe  des  CoUineations- 
centrums  und  eines  Paars  entsprechender  Punkte.  Repräsen- 
tiert ferner  M^^^  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden 
M^M^\  so  ist  auch  hier  wieder 

(c) {CM^,  „  M^  M/)  =  JT, 

und  weil  das  Doppelverhältnis 

CM 

ist,  so  wird  schließlich 


JMj'C.ifiifi, 


=  {M,M^'C) 


(d) 


und  hieraus  erkennt  man  (siehe  §  39),  dass  zwei  einander 
entsprechende  Pimktreihen  ähnlich  sind.  Um  schließlich 
zu  einem  gegebenen  Punkte  M^  den  entsprechenden 
Punkt  M^  zu  finden,  ziehe  man  durch  M^^  eine  Parallele 
zur  Geraden  Mj^M^,  verbinde  M^  durch  eine  Gerade  mit  C 
und  ermittle  den  Durchschnitt  dieser  beiden  Geraden. 
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Congruenz»  Liegt  das  CoUineationscentrum  C  und 
die  Achse  der  CoUineation  unendlich  weit,  so  sind  die  beiden 
collinearen  Systeme  congruent.  Es  ist  klar,  dass  die  Con- 
gruenz  bestimmt  ist  durch  ein  Paar  entsprechender  Punkte, 

§  52.  Bedprooität  ebener  Systeine. 
Auch  hier  sollen  die  Träger  [E\  und  [E*]  der  beiden 
reciprok  verwandten  ebenen  Systeme  I  und  II  als  zusammen- 
fallend angenommen  werden.  Nachdem  bei  der  Reciprocität 
einem  Punkte  des  einen  Systems  ein  Strahl  des  anderen 
entspricht  und  umgekehrt,  so  seien  im  Sinne  dieser  Art  der 
Verwandtschaft  a?<,  i=l,2,3,  die  trimetrischen  Coordinaten 
irgend  eines  Punktes  x  des  Systems  /  und  Vi^  i  ==  1,  2,  3, 
die  trigonalen  Coordinaten  desjenigen  Strahls  (v),  welcher 
im  System  //  dem  Punkte  x  entspricht,  beide  bezogen  auf 
dasselbe  Coordinatendreieck.  Dann  müssen  zwischen  diesen 
Coordinaten  die  linearen  Beziehungen  bestehen: 

Qv^  =  a^,  1  a?i  -|-  a^,  2  ^2  "r  ^i>  s  ^3 
(330)   .    .         (>«^2  =  «2?  1  aJi  +  «2, 2  a?2  +  tta,  3  x^ 

()  Vg   =    ag,  1  a?i  +  «8»  2  ^2     I     ^3?  3  ^8? 

in  welchen  q  einen  Proportionalfactor  darstellt,  während  o^,* 
neun  gegebene  Coefficienten  sind.  Aus  den  eben  gegebenen 
drei  Gleichungen  (330)  folgt,  sobald  man  sie  der  Eeihe  nach 
mit  den  Coefficienten  A^^u,  A^yi,  -^g,*  —  fc  ==  1,  2,  3  — 
multipliciert,    welche    die    in    §27    angegebene  Bedeutung 

.  A 

haben,  hierauf  addiert  und  noch  an  Stelle  des  Quotienten 


den  Proportionalfactor  ö  einführt: 

6X^      =     J.1,1    Vi      +     ^2,1    V^      +     ^3,1    Vg  • 

(331)     .      .      Ö(a^2    =    ■^i;2^1     +    -42;a'^2     +    ^3?2^3 
<>a?3    =   -o-ijg  1^1    4"    -^2;  3  ^2      \      -^3;  3  '^Z' 

Um  nun  auch  eine  Beziehung  zwischen  den  Coordinaten  Ui 
einer  dem  System  I  angehörigen  Geraden  (u)  und  jenen  yi 
des  Punktes  y  zu  erhalten,  welcher  im  System  II  der  Ge- 
raden {u)  entspricht,  bestimme  mau  den  geometrischen  Ort 
derjenigen  Strahlen  (t;),  welche  den  in  der  Geraden  (w) 
liegenden  Punkten  x  entsprechen.  Die  Gleichung  des  Strahls 
{u)  ist  nun 

17* 
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und  aus  dieser  folgt,  sobald  man  flir  x^/x^  und  x^  die  in 
den  Gleichungen  (331)  gegebenen  Werte  einführt  und  hier- 
auf die  Glieder  mit  Vj,  v^  und  v^  zusammenzieht, 

woraus  man  erkennt,  dass  der  fragliche  geometrische 
Ort  der  Strahlen  (v),  welche  im  System  II  den  in  der  Ge- 
raden {u)  des  Systems  /  liegenden  Punkten  entsprechen,  ein 
Punkt  y  ist,  dessen  Coordinaten  yi  zu  den  Coordinaten  ui 
der  Geraden  (u)  in  der  Beziehung  stehen: 

f^yi   ^^    -^17  1  **1     "7"    -^i;2  ^2      I       -^l>3  ^3 

(332)  .      .      f^y2—    Aji  ^1     +    ^2;  2  ^2   +    ^27  3  «*3   " 

ßys   ^'^    -^3?l  ^1     ~r    -^3?  2  ^2    "T"    -^37  3  ^37 

wenn  noch  ^  ein  Proportionalfactor  ist.  Aus  den  drei  letzten 
Gleichungen  ergeben  sich  endlich,  sobald  man  dieselben  der 
Reihe  nach  mit  «i,*,  «2;*?  ^3?*  —  ife  =  1,  2,  3  —  multipliciert, 

hierauf  addiert  und  endlich  den  Quotienten  —  ersetzt  durch 

den  Proportionalfactor  v,  die  drei  neuen  Relationen: 

vu^  =  «myi  +  «2;iy2  +  «371 2/3 

(333)  .      i         -^^2    =    a^,2yi     +    «27  2^2    +    «37  2^3 

Die  Gleichungen  (330)  lehren  wieder,  dass  die  reciproke 
Verwandtschaft  Ton  zwei  ebenen  Systemen  eindeutig  be- 
stimmt ist,  sobald  man  vier  Paare  einander  entsprechender 
Elemente  kennt.  Ferner  lassen  sich  in  sehr  einfacher 
Weise  die  beiden  zu  einander  reciproken  Sätze  nachweisen, 
Bämlich : 

Dem  Punkte  aj  in  7  von 
den  Coordinaten  Xi  =  a?,'  — 
X  Xi*  entspricht  in  J/ein  Strahl 
(v)  von  den  Coordinaten  Vi  = 
Vi  — Xmvi'j 


Dem  Strahl  {u),  in  /  von 
den  Coordinaten  v^  =  Ui  — 
X  Ui*  entspricht  in  //ein  Punkt 
y  von  den  Coordinaten  y<  = 
yi*  —  Xmyi*, 

i  =  1^  2,  3,  wenn  m  ein  von  X  unabhängiger  Coefficient  ist. 


Beweis.  Die  Coordinaten 
Vi  des  dem  Punkte  x  ent- 
sprechenden   Strahls    {v)   re- 


Beweis.  Die  Coordinaten 
yi  des  dem  Strahl  (u)  ent- 
sprechenden Punktes  y  resul- 
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Bultieren  nach  denGleichuDgen 
(330)  aus 

QVi  =  a<,i  (aJi'  —  AaJi")  + 
(a?3'  -  Xx,% 


tiefen  nach  den  Gleichimgen 
(332)  aus  ;      - 

(lyi  =  AiK'  —  -iwi")  + 
■(U3'  -  ^1^3 '0, 


wofür  man  auch  schreiben  kann 
QVi  ^  Q'Vi'  —  XQ*'vi'\  <=1,2,3    fiyi  =  //'y,.'  —  ^.«"y^", 


wenn  y/,  y,"  die  Coordinateii 
derjenigen  Punkte  y\  y"  in 
//sind,  die  den  zu  /gehörigen 
Strahlen  {u*\  {u'*)  von  den 
Coordinaten  Ui,  Ui*  entspre- 
chen, und  diese  Gleichungen 
können  wieder  ersetzt  werden 
durch 

Vi  =  yi  —  Xmy{'. 
Von    selbst   folgen    nun   aus    dem    eben    Bewiesenen   unter 
gleichzeitiger  Berücksichtigung  der  in  §  33  gegebenen  Glei- 
chungen (231)  die  beiden  weiteren  Sätze: 


wenn  v»,'  vi*  die  Coordinaten 
derjenigen  Strahlen  {v%  (i>") 
in  //  sind,  die  den  zu  /  ge- 
hörigen Punkten  a?',  x**  von 
den  Coordinaten  a?,',  a?,"  ent- 
sprechen, und  diese  Glei- 
chungen können  wieder  er- 
setzt werden  durch 

—  XvfiVi*^ 


Vi 


Vi 


Einer  Punktreihe  von  / 
entspricht  in  //  ein  zu  dieser 
Reiheprojectivischer  Strahlen- 
büschel. 

Satz«  Sind  zwei  ebene 
Syst^ne  reciprok  verwandt, 
80  entspricht  einer  algebrai- 
schen Curve  nter  Ordnung 
des  einen  Systems  eine  alge- 
braische Curve  nter  Classe 
des  anderen. 

Beweis.***)  Es  &eif(x^ 
og^Xq)  =  o  die  Gleichung  der- 
jenigen algebraischen  Curve 
nter  Ordnung,  welche  ein 
Punkt  in  der  Ebene  [E]  des 


Einem  Strahlenbüschel 
von  /  entspricht  in  //  eine 
zu  diesem  Büschel  projectivi- 
sche  Punktreihe. 

Satz.  Sind  zwei  ebene 
Systeme  reciprok  verwandt, 
so  entspricht  einer  älgebrai* 
sehen  Curve  nter  Classe  des 
einen  Systems  eine  algebrai- 
sche Curve  nter  Ordnung  des 
anderen. 

Beweis.***)  Es  sei  9?  (t^ 

u^u^)  =  0  die  Gleichungen  der- 
jenigen algebraischen  Curve 
nter  Classe,  welche  ein  Strahl 
(u)  des  Systems  /in  der  Ebene 


*♦*)  Im  §  44  wurden  die  Gleichungen  dieser  Curven  bereits  an- 
gegeben. 
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Systems  I  beschreibt.  Der 
dem  Punkte  x  entsprechende 
Strahl  (t?)  des  Systems  11  be- 
schreibt dann  in  der  Ebene 
\E*]  ebenfalls  eine  Curve, 
deren  Gleichung  gefunden 
wird,  sobald  man  infix^x^x^) 
=  0  die  Coordinatena?!,  x^ 
und  ajg  ersetzt  durch  die 
in  den  Gleichungen  (331) 
gegebenen  Werte,  wodurch 
eine  Gleichung  sich  ergibt 
von  der  Form  F  (v^V2Vq)=  o, 
die  in  Bezug  auf  v^,  v^  und 
Vg ,  vermöge  der  linearen  und 
homogenen  Beschaffenheit  der 
Formeln  (331)^  ebenfalls  ho- 
mogen und  vom  Grade  n  er- 
scheint, weshalb  auch  die  von 
dem  Strahl  (v)  beschriebene 
Curve  algebraisch  und  nter 
Classe  ist. 


[E]  beschreibt.  Der  dem 
Strahl  (i^)  entsprechendePunkt 
y  des  Systems  II  beschreibt 
dann  in  der  Ebene  [E^ 
ebenfalls  eine  Curve,  deren 
Gleichung  gefunden  wird, 
sobald  man  in  <p  (u^  u^u^) 
die    Coordinaten    u 


=    0 


1? 


t*a  und  Wg  ersetzt  durch  die 
in  den  Gleichungen  (333)  ge- 
gebenen Werte,  wodurch  eine 
Gleichung  sich  ergibt  von 
der  Form  ^  {ViV^Vz)  =  o,  die 
in  Bezug  auf  y^,  y^  und  yj, 
vermöge  der  linearen  und 
homogenen  Beschaffenheit  der 
Formeln  (333),  ebenfalls  ho- 
mogen und  vom  Grade  n  er- 
scheint, weshalb  auch  die  von 
dem  Punkte  y  beschriebene 
Curve  algebraisch  und  von 
der  nten  Ordnung  ist. 

Es  erscheint  hier  am  Platze,  noch  die  nachfolgenden 
Sätze  beizufügen. 

Satz.  Sind  zwei  ebene  Systeme  I  und  II  zu  einem 
dritten  System  III  coUinear  vert^andt,  so  sind  sie  unter  ein- 
ander coUinear,  und  ganz  dasselbe  gilt  auch  dann  noch,  wenn 
/  und  //  zu  III  reciprok  verwandt  erscheinen. 

Beweis.  In  dem  ersten  Fall  entspricht  nämlich  einem 
Punkte  z  von  III  der  Punkt  x  von  I  und  der  Punkt  y  von  //, 
weshalb  x  m  I  und  y  in  II  ein  Paar  entsprechender  Punkte 
darstellen  und  somit  jedem  Punkte  von  /  ein  Punkt  von  // 
entspricht,  wie  es  die  coUineare  Verwandtschaft  erfordert. 
Ganz  dasselbe  gilt  aber  auch  von  dem  zweiten  Fall.  Ist 
nämlich  hier  (w)  ein  Strahl  des  Systems  III,  so  entspricht 
demselben,  vermöge  der  vorausgesetzten  reciproken  Ver- 
wandtschaft von  /  und  ZZ7,    II  und  ///,    ein  Punkt  a?  in  / 
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und  ein  Punkt  y  in  JT,  weshalb  auch  diesmal  x  und  y  ein 
Paar  entsprechender  Punkte  von  /  und  II  angeben. 

Satz.  Sind  die  ebenen  Systeme  I  und  III  collinear, 
jene  II  und  III  aber  reciprok  verwandt,  so  sind  /  und  11 
reciprok  verwandt. 

Beweis.  Hier  entspricht  einem  Strahl  {w)  von  /// 
der  Strahl  (w)  von  /  und  der  Punkt  y  von  II,  weshalb  {u) 
und  y  ebenfalls  ein  Paar  entsprechender  Elemente  von  / 
und  II  repräsentieren,  wie  die  reciproke  Verwandtschaft  es 
bedingt. 

Zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  mag  noch  der  geo- 
metrische Ort  derjenigen  Punkte  x  des  Systems  /  (oder  y 
des  Systems  II)  bestimmt  werden,  welche  zu  den  ent- 
sprechenden Strahlen  {v)  im  System  U  (oder  entsprechenden 
Strahlen  {u)  im  System  /)  eine  perspectivische  Lage  haben, 
d.  h.  in  diesen  Strahlen  zu  liegen  kommen.  Nachdem 
der  Punkt  x  in  der  Geraden  {v)  liegt,  besteht  zwischen  den 
Coordinaten  aj<  und  Vi  dieser  beiden  Elemente  die  Beziehung 
(siehe  Gl.  (154)  in  §  27) 

(a)  .    .    .         Vj^x^  +  v^x^  +  ^s^3  =  0 
und  aus  dieser  ergibt  sich,    sobald   man  für  v^,  v^  und  v^ 
die  in  den  Gleichungen  (330)  gegebenen  Werte  substituiert, 
die  Gleichung: 

(^^A.\  ^^^l?l    ^1        \Vh72       I       ^2>l)    ^1^2       I       ^2;  2^3        I 

*^    ^   *    *       («i;3+«8M)«ia^8H-(«a?8+«3;2)«?2«^3+«8;8^3^=0, 

welcher  die  Coordinaten  a?»  aller  jener  Punkte  x  von  /  (oder 
y  von  //)  zu  genügen  haben,  deren  entsprechende  Strahlen 
(i?)  —  oder  (t^)  —  durch  sie  gehen.  Nun  ist  aber  obige 
Gleichung,  bezüglich  a?i,  x^  und  ajg,  homogen  und  vom 
2.  Grade,  daher  ist  der  geometrische  Ort  der  Punkte 
X  —  oder  y  —  eine  Curve  2.  Ordnung  oder  ein  Kegel- 
schnitt. Mittelst  der  Gleichung  (a)  lässt  sich  aber  auch 
gleichzeitig  der  geometrische  Ort  der  Strahlen  {v)  —  oder 
{u)  —  ermitteln,  welche  die  ihnen  entsprechenden  Punkte 
des  anderen  Systems  enthalten ;  man  braucht  ja  blos  darin 
x^j  a?2  und  x^  zu  ersetzen  durch  die  aus  den  Gleichungen  (331) 
fließenden  Werte,  wodurch  man  die  Gleichung  erhält: 
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und  weil  letztere  bezüglich  v^,  v^  und  v^  ebenfalls  honiogen 
i^nd  vom  ?.  Grade  ist,  so  ist  der  geometrische  Ort  der 
Strahlen  (v)  —  oder  (u)  —  eine  Curve  2,  Classe  oder 
ein  Kegelschnitt.***)  Man  nennt  die  beiden  eben  be- 
stimmten Kegelschnitte  die  Ordnungscurven  von  zwei  in  der- 
selben Ebene  liegenden  reciproken  Systemen,  und  man  kann 
noch  U  =  0  den  Polkegelschnitt  und  2  -=  o  den  Polar- 
kegelschnitt heißen. 

§  53.    DiMi  PolarsyBtem. 

Zum  Schlüsse  dieses  Capitels  untersuchen  wir  noch 
die  reciproke  Verwandtschaft  von  zwei  ebenen  Systemen 
I  und  II  unter  der  ausdrücklichen  Voraussetzung,  dass  die 
Coefficienten  o,,*,  welche  in  den  Gleichungen  (330)  vor- 
kommen, der  Bedingung  unterworfen  sind  a,-,*  =  a*i,. 
Dadurch  wird  die  aus  den  neun  Coefficienten  gebildete 
3^  elementige  Determinante  A  symmetrisch  und  folglich 
nach  einer  bekannten  Eigenschaft  symmetrischer  Deter- 
minanten auch  Aiyk==Ajt)if  weshalb  die  bei  der  Reciprocität 
ebener  Systeme  gegebenen  Gleichungen  (330)  bis  (833)  die 
Form  annehmen : 

P  ^1=^^17  l^l~r^l7  2^2  ~r%?  3^3  ^^l^='^lM'*^l"r'^i;2^2H~'^i;3^3 
(>^2="^i;2«^i+«2?2*2+a2?3a'3  Ö«a=-^17  2^1+^2?  2^2 +-^2?  3^3 
Q  ^3^^^7  3^1  ■r^2?  3^2"l  ^3;  3^37  ^  ^3^^^-^lM^l"r'^2J  3''^2"r-^3?  3^3? 
i^yi=AM«^i+A;  2^2+^7  3«*S  ^^l=«lMyi+«i;2y2+<*l?8y3 
/'y2=A;2%+-^2;2^24--*27  3^        '^ '^2=<^iy  2yi+(^2>2y2+<^27  zVz 

<W  2/3=^1  ;3«*i+A;3«*2 +^3?  8«^8>  '^'^z=(^i,  zyi+(^2i%y2+<^zyzyzj 
und  hieraus  folgt,  dass  für  Xi  =r  yi  auch  Vi  =  Ui  und  für 
Ui  =  Vi  auch  yi  =  Xi  wird,  d.  h.,  es  entspricht  einem 
Punkte  M  des  einen  Systems  eine  Gerade  (P)  des  anderen, 
gleichgiltig  ob  hierbei  der  Punkt  M  als  zu  /  oder  zu  II  ge- 
hörig betrachtet  wird;   ebenso  entspricht  einer  Geraden  (P) 

***)  Es  wird  später  gezeigt  werden,  dass  eine  Curve  2.  Ordnung 
gleichzeitig  eine  Curve  2.  Classe  ist,  weshalb  man  diesen  beiden  Curven 
einen  gemeinsamen  Namen  ertheilt,  u.  zw.  heißen  sie  Kegelschnitte, 
weil  sie  durch  den  Schnitt  eines  Kreiskegels  mit  einer  Ebene  eQtsteheu. 
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des  einen  Systems  ein  Punkt  M  des  anderen^  und  es  ist 
auch  hier  wieder  gleichgiltig,  ob  (P)  dem  System  I  oder  II 
angehört.  Man  kann  daher  sagen,  es  entspricht  dem  Funkte  x 
von  dem  Coordinaten  «/,  i  =  1,  2,  3,  eine  Gerade  (i^),  deren 
Coordinaten  Ui  resultieren  aus: 

(336)     .      •         {^U^    ^^    «Da^Jj     +    02,3^53     +    «2>S^8 

QU^    =    %9  3^i     -f"    0^2»  3  ^a    "T"    ^8?  8  ^3; 

und  umgekehrt  entspricht  der  Geraden  {u)  voa  den  Coor- 
dinaten Ui^  i  =  Ij  2,  3,  ein  Punkt  »,  dessen  Coordinaten  cc, 
sich  ergeben  aus 

(387)    .    .     (iX^  ^  -41,2^1   +  4a;2^a   +  Am^ 

//a?3    =    ^i,8t^i     +    ^273«*2    +    A;3«*8- 

Gleichzeitig  wird  noch  bemerkt,  dass  die  drei  letzten 
Gleichungen  aus  den  drei  ersten  hervorgehen,  sobald  man 
diese  mit  den  Coefficienten^i,!, -4j,2? -4^,3 ;  beziehungsweise 
^i;a;  ^27  2;  ^2;  3  o<^«r  ^1,8,  il2,3,  ^3,3  multiplicicrt  und 
hierauf  addiert.  Femer  lehrt  diese  Betrachtung,  dass  der 
Punkt  X  und  die  demselben  entsprechende  Gerade  Su)  ein 
festes  System  bilden  und  das  eine  Element  dieses  Systems 
eindeutig  bestimmt  erscheilit,  sobald  das  andere  angegeben 
ist.  Man  nennt  nun  in  der  Geometrie  die  durch  die 
Gleichungen  (336)  bestinmite  Gerade  {u)  die  Polare  des 
Punktes  o?,  dagegen  letzteren  den  Pol  der  ersteren;  beide 
zusammen  bilden  das  Polarsystem.  Es  ist  klar,  dass  der  feste 
Zusammenhang  zwischen  x  und  {u)  gegeben  ist  durch  die 
drei  Gleichungen  (336)  oder  die  hieraus  folgenden  (337). 

Im  Anschlüsse  mag  noch  der  geometrische  Ort  jener 
Punkte  ermittelt  werden,  deren  Polaren  durch  sie  hindurch- 
gehen. Ist  zu  diesem  Zwecke  die  Polare  (u)  des  Punktes  x 
eine  Gerade  aus  letzterem,  so  besteht  zwischen  den  Coordinaten 
UiMwdiXi  die  Beziehung  (Siehe  Gl.  (154)  in  §  27) 

(a)   .    .    .    .       "^1  fl^i  +  ^2  ^2  +  ^3  ^3  =  <^^ 

und  aus  dieser  folgt,  wenn  man  für  u^y  u^  und  u^  die  in 
den  Gleichungen  (336)  gegebenen  Werte  substituiert. 
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fQQQs  ^l^l^l       "T    "^U2^1^2     "T    ^a>2^2      "T  ^^1)3^1^3    "H 

d.  h.  der  fragliche  geometrische  Ort  der  Punkte  x  ist 
eine  Curve  2.  Ord.  oder  ein  Kegeüschnitt;  und  diese  Curve 
heißt  auch  die  Grundcurve  öder  Ordnungscurve  des  Polar- 
systems. Nun  kann  man  aber  auch  in  (a)  für  x^^,  x^  und 
a?3  die  in  den  Gleichungen  (387)  angegebenen  Werte  ein- 
fuhren und  erhält  dann 

,QQQN  AM«*i*+2^i,a«*1^2+^2;2«*2^+2Ai,3WiU3   + 

welche  eine  Curve  2.  Classe,  also  wieder  einen  Kegelschnitt, 
darstellt;  und  diese  Curve  wird  umhüllt  von  denjenigen 
Geraden,  deren  Pole  in  den  letzteren  zu  liegen  kommen. 
Es  ist  mithin  an  sich  klar,  dass  die  beiden  letzten  Glei- 
chungen eine  und  dieselbe  Curve  repräsentieren.  Wir 
werden  bei  den  Kegelschnitten  auf  das  hier  betrachtete 
Polarsystem  noch  einmal,  jedoch  viel  eingehender,  zurück- 
kommen. 


Dritter  Abschnitt. 

Allgemeine  Uhtersuchungeii  über  Kegelschnitte. 


Capitel  X. 
Einleitung. 

§  54.    Gleiclrnng  der  Curven  2.  Ordnung  und  2.  Classe. 


Die  allgemeine  Gleichung 
der  Curven  2.  Ordnung  lautet 
in  gebräuchlichen  Punktcoor- 
dinaten 

[/■=  Ol,  1052+2  ai,  2  05^4- 

(340)  «2?2y^+2ai,3a?+2a2,3y 

in  trimetrischen  Punktcoor- 
dinaten  nach  den  in  §  25 
gegebenen  Beziehungen  zwi- 
schen Xy  y  und  aj^,  aj^,  ajg 

Z7=ai,ia?i^-|-2ai,2«iaJ2 

(342) +«2;2«2^+2ai,8a^ia^3+ 

-^  0^2?  3  «^2*^3  ~T~  ^3?  3*^3   ^^^^; 


Die  allgemeine  Gleichung 
der  Curven  2.  Classe  lautet 
in  gebräuchlichen  Linien- 
coordinaten 

«2;  2^^+2  «1,  3^+202,  zV  (341) 
+    «3,3    =    0, 

in  trigonalen  Liniencoordi- 
naten  nach  den  in  §  26  ge- 
fundenen Relationen  zwischen 
u,    V    und  u^y  u^y  u^ 

+«2?  2%^+2  «1,  3i^ii^3+  (343) 
2  tta;  3t^2^3+ «3,  3^3  2=  0, 


wobei  noch  bemerkt  wird,  dass  die  Coefficienten  o»,*  und 
(Xiyi  in  den  beiden  letzten  Gleichungen  fUr  eine  und  dieselbe 
Curve  andere  Werte  besitzen  als  in  den  vorangeschickten 
Gleichungen  (340)  und  (341).  Bei  den  folgenden  Unter- 
suchungen werden  wir  auch  manchmal  die  Gleichungen  (342) 
und  (343)  ersetzen  durch  die  folgenden 


J  (.•^i«^2'^3y  —  ^* 


^{u^u^u^)  =  0. 


Es  ist  hier  am  Platze,  einige  algebraische  Eigen- 
schaften der  Gleichungspolynome  Uy  V  —  ternären  Formen 
Uy  V  —  vorzuführen.     Setzt  man  nämlich  in  dem  Folgenden, 
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unter  der  außdrücklichen  Annahme,  dass  a,-,*  =  a*,,-  und 
«f>*  =  akyi  ist, 

Ui  =  2{a,,x,  +   ._  -^.•=  2(0..,, t^i  + 

^""^  *a<;2a^2  +  «Oa.a^s)  *— ■''^'^  a<,s,W8  +  0^,3%)'  *^^^ 
d.  h.  bezeichnet  man  den  partiellen  Differentialquotienten 
von  CT,  genommen  nach  X{,  mit  C/i,  jenen  von  JS,  genommen 
nach    Uiy    aber   mit    JS,    so    ist,    wie    nach    der    bekannten 

Euler'schen  Formel :  2  ^^  (g,  g,  §3)  =  g,  ||^  +  g,  i|^  +  g^  ||! 

^Sl  ^S2  ^S3 

folgt,  in  welcher  tp  (g,  g^  gj)  eine  homogene  Function  2.  Grades 
von  g,-  repräsentiert, 

(c)  2ü'=C7,a?,+f72aj2  +  '^3^2;  I  2^=  2;iWi +2:2^2 +^31^3  (d) 
ferner,  sobald  man  noch  die  Bezeichnung  wählt 

UJ.9)  =  2  (ac,  1  a?i(?)  +       .       J  ^  ^       2ii(>)  =  2  (o,-, ,  w,((>)  + 


a 


1;  2 


a?2(c)  +  ui,  3  ajglc) ),    *       ^7^7^      Cd,  2  u^(^)  +  «<,  3  u^ie)  , 


f^l'«l"+^j'^2"+C^3'«3'  — 
^')C^l"a^l'+f/2"aj/+f^3"^3'. 


2;,X"+^2'^^2"+-^3X"=,^ 
2;,"w,'+^2-t*2'+^3"t.3'.(/^ 

Von  ganz  besonderer  Wichtigkeit  für  die  späteren 
Untersuchungen  der  durch  die  Gleichungen  U  =  0,  respec- 
tive  2=0,  dargestellten  Curven,  sind  die  aus  den  sechs 
Coefficienten  a,-,*,  beziehungsweise  o,-,*,  gebildeten  symme- 
trischen Determinanten,  weshalb  wir  dieselben  auch  mit 
eigenen  Symbolen  bezeichnen,  und  zwar  setzen  wir: 


A  = 


(9) 


^m  ^i?2  ^i;3 

^l>2    ^2?2    ^2?3 
^173    ^273    ^373 


^2?2  ^373 


+  2öti;  2^17  3^2? 
«27  2  ^17  3       ^ 


^17  1^27  3 


^37  3  ^17  2 


2 


^  = 


^17  1  ^17  2  ^17  3 
*^17  2  ^27  2  ^27  3 
^17  3  ^27  3  ^37  3 


=  «171 

«272  «873  W 
2 


?2«173«27  3  «17  1«27  3 


«27  2  «17  3 


«87  3  «17  2 


Diese  Determinanten  sind  gleichzeitig  die  Discriminanton 
der  ternären  Formen  U  und  -2J;  denn  eliminiert  man  aus 
den  drei  Gleichungen 


3«! 


dU 


dx 


2 


dU 

d  a?o 


0 


d  2 


dU 


dU 


0.  - —  =  0,  - —  =  0 


du 


du. 


die  Coordinaten  ajj,  x^,  x^,    beziehungsweise  w^,  u^^  u^,    so 

ergibt  sich 
Ä=  0  I  JE  =  o 
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als  das  Resultat  dei*  Elimination,  und  diese  Gleichungen  be- 
stätigen nach  dem  bekannten  Begriflfe  der  Discriminante  die 
Richtigkeit  der  Behauptung.***) 

§  55.  Gleichung  einer  durch  fünf  Funkte  bestimmten  Curve  2.  Ordn. 

und  reciproke  Aufgabe. 
Die  früheren  Gleichungen  (842)  und  (343)  enthalten 
je  sechs  von  einander  unabhängige  Coefficienten  a^j^j  be- 
ziehungsweise Oipiy  und  diese  können  übrigens,  wenn  man 
die  diesbezüglichen  Gleichungen  durch  einen  derselben 
dividiert,  auf  fünf  reduciert  werden.  Nachdem  nun  für  die 
Coordinaten 


a?<(c)  eines  Punktes  M(q)  der 
durch  (342)  gegebenen  Orts- 
curve  das  Gleichungi^^olynom 
f{x^X2X^)  verschwindet,  liefert 
ein  jeder  Curvenpunkt  eine 
lineare  Gleichung  zur  Be- 
rechnung der  Coefficienten 
Oijk'  Sind  daher  a?,',  Xi' , , , 
Xi^  die  Coordinaten  von  fünf 
gegebenen  Punkten  ilf',  ifeP ' 
. .  .Af^  einer  Curve  2.. Ordnung 

J  {X^X2Xg)    =    0, 


uM  einer  Tangente  (T{q)) 
der  durch  (343)  gegebenen 
Classencurve  das  Gleichungs- 
polynom q)  {u^  u^  u^)  ver- 
schwindet, liefert  eine  jede 
Tangente  der  Curve  eine 
lineare  Gleichung  zur  Be- 
rechnung der  Coefficienten 
Oijk'  Sind  daher  w/,  Ui\  . . 
Ui^  die  Coordinaten  von  fünf 
gegebenenTangenten(  T%{T') 
. .  .{T^)  einer  Curve  2.  Classe 
q)  {u^u^u^)  =  0, 


so  treten  die  fünf  Gleichungen  in  Kraft 


j  (a?i  a?2  ^3  /  ^^^  ^y    J  \^i    ^2 
a?3  j=o. . .  'j  [x^  a?2   x^  )^^^^) 

und  aus   diesen  und  der  obigen  Gleichung  kann  man  die 
sechs  Coefficienten  a,-,*;  respective  o,-,*,  eliminieren,  wodurch 

man  erhält 


***)  unter  der  Disciminante  einer  homogenen  Function  v  (li^a^a) 
versteht  man  die  aus  den  in  dieser  Function  vorkommenden  Coefficienten 
gebildete  Function,  welche  gleich  null  gesetzt,  die  Bedingung  ausdrückt, 

unter  welcher   ein  Wertesystem   von  -r^  und  -p  existiert,  welches  den 


9i^  d  \f}  c  xff 

drei  partialen  Differentialgleichungen  ry  =  o,  jj-  =  o,  ^j- 
zeitig  genügt. 


=  0  gleich- 
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/VI     '2        />•     '  /*»     '       /*»     '2       /y»     '  /y»     ' 
/*»     '  /y»     '      /y»    '2 


/y»     r2    /yi     K/y»     r    /y»     Fa  /y»     r/yi  r 


«1 

2 

u^u^, 

Mj 

2 

U^U^j 

«J«g, 

«8 

2 

«1 

/2 

«l'«,', 

«8' 

'2 

<<f 

• 

• 

•                •                • 

«3 

/2 

• 

•          •           « 

• 

• 

V2 

•                •                • 

• 

^3 

« 

V2 

«          •         • 

«1 X ''» 

«»  ''«8  ^ 

^3 

V2 

als  Gleichung  der  durch  die  fiinf 


Punkte   M,    M'....^  be- 
stimmten Curve  2.  Ordnung, 


Tangenten  {T%  {T*)...{T^ 
bestimmten  Curve  2.  Classe, 


und    diese    kurze    Betrachtung    ftihrt  gleichzeitig   zu  dem 

wichtigen  Satze: 


Eine  Curve  2.  Ordnung 
erscheint  eindeutig  bestimmt 
durch  fünf  Punkte,  und  zwei 
Curven  2.  Ordnung,  welche 
fünf  Punkte  mit  einander  ge- 
mein haben,  sind  identisch. 


Eine  Curve  2,  Classe  er- 
scheint ^eindeutig  bestimmt 
durch  fünf  Tangenten^  und 
zwei  Curven  2.  Classe,  welche 
fünf  Tangenten  mit  einander 
gemein  haben,  sind  identisch. 


§  56.    Sclmitt  einer  Geraden  mit  einer  Curve  2.  Ordnung  und 
Tangenten  aus  einem  Punkte  an  eine  Curve  2.  Classe, 


Die  Gerade  (i),  deren 
Schnittpunkte  mit  der  Curve 
2.  Ordnung  U=  o  bestimmt 
werden  sollen,  sei  gegeben 
durch  die  Coordinaten  Xi 
und  aj/'  zweier  ihrer  Punkte 
M  und  if",  weshalb  nach 
§  30,  Gl.  (181),  die  Coor- 
dinaten Xi  irgend  eines  in 
(L)  liegenden  Punktes  M 


Der  Punkt  M,  aus  welchem 
die  Tangenten  an  die  Curve 
2. Classe  2=o  gelegt  werden 
sollen,  sei  gegeben  durch  die 
Coordinaten  u/  und  tA<"  zweier 
durch  ihn  gehenden  Strahlen 
(i')  und  (L");  weshalb  nach 
§  30,  Gl.  (182),  die  Coor- 
dinaten tOi  irgend  eines  durch 
M  gehenden  Strahls  (L) 


resultieren  aus 

(a)  Xi  =  Xi^  —  Xxi'',  1  =  1,  2,  3,  Ui=iUi'  —  Xui',  (b) 
wenn  X  ein  Parameter  ist,  der  für  jeden  Punkt  von 
(Zr),  beziehungsweise  Strahl  aus  M,  einen  anderen  Wert  be* 
sitzt.     Kennt  man    daher    die   Werte    von   X,    welche    den 
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Punkten  entsprechen,  in  welchen  die  Gerade  (i)  die  Curve 
U  s:^  0  durchschneidet  —  oder  die  denjenigen  Strahlen  aus 
Jif  angehören,  welche  die  Curve  2  =  o  berühren  —  so  er- 
scheint die  Aufgabe  gelöst.  Behufs  Aufsuchung  dieser 
Werte  des  Parameters  X  dient  aber  die  Grieichung: 

K'  — ^u,")(V-^t*a")^- 
(t^i'  —  Xu,'')  (1^3'  —  ;i wg")  + 

2«2,8K'-^^")K'-^^8") 
+    %7  3    K'    —    ^^s")*   =    0, 

indem  die  Coordinaten  einer 
jeden  aus  dem  Punkte  M  an 
die  Curve  JS  ^=  q  gelegten 
Tangente  auch  die  letzte 
Gleichung  befriedigen  müssen. 


«2;2  («s'—  ^V)*  +  2ai,8 
^a,,,{x^'-Xx,n(x,'-Xx,n 

H~    ^8;  8    (^8  XX^    )      =    O, 

indem  die  Coordinaten  eines 
Schnittpunktes  der  Geraden 
(i)  mit  der  Curve  U  =  0 
auch  der  letzten  Gleichung 
zu  genügen  haben. 


Führt  man  nun  die  in  obiger  Gleichung  angedeutete  Mul- 
tiplication  wirklich  aus  und  ordnet  dann  dieselbe  nach 
den   fallenden    Potanzen   von   X^    so    ergibt   sich   die   in  X 

quadratische  Gleichung: 

(344)     U''X^—KX-^U'=-o,  I  i:''X'^  —  BX  +  :S'==o,     (345) 

wenn  der  Kürze  wegen 


17'=ai,ia?i 


^2 


+  2ai,2 

•^1   "^2     «    *  •  •  •■!"%?  3*^8    ; 


U'  = 


a 


IM 


(346)«i"%"+-  •  •  •+«8;3aJ8 


n2 


U,'x,"  = 


C7j"a;,' 


CT/' 


sc 


^1  ^a  "("•  •  •  •~r(^i>s^s   > 

i^i"wa"+. . .  .+a3;8^8"^(347) 

gesetzt  wird. 

Diese  Gleichung  hat  zwei  Wurzeln,  welche  reell  und  ge- 
sondert^ reell  und  zusammenfallend,  oder  endlich  imaginär 
und  gesondert  sein  können,  und  damit  ist  auch  gleichzeitig 

erwiesen  der 


X 


3 


Satz :  Eine  Curve  2.  Ord- 
nung wird  von  einer  Geraden 
in  zwei  Punkten  geschnitten, 


Satz :  Aus  einem  Punkte 
gehen  zwei  Tangenten  an 
eine  Curve    2.    Classe,    und 
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und  diese  sind  reell  und  ge- 
sondert, reell  und  zusammen- 
fallend, oder  endlich  imaginär 
und  gesondert. 

Die  Coordlnaten  der 
Schnittpunkte  K  und  K*  der 
Q-eraden  (L)  mit  der  Curve 
2.  Ordnung  U^=^  o  sind  nun 
a?/  —  i'  CDi"  und  «<'  —  ;i"  o?,". 


diese  sind  reell  und  gesondert, 
reell  und  zusammenfallend, 
oder  endlich  imaginär  und 
gesondert. 

Die  Coordinaten  der 
Tangenten  (T')  und  (7"')  au» 
dem  Punkte  M  an  die  Curve 
2.  Classe  2  9=.  o  sind  nun 
W  —  X'Ui'*  und  u!  —  A"  W. 


§  57.  Singularitäten. 
Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  das  Gleichungs- 
polynom  t/',  oder  jenes  2,  in  zwei  lineare  iTactoren  sich  zer- 
legen lässt,  wo  dann  das  geometrische  Äquivalent  von  U=o 
ein  Geradenpaar,  von  2^  ==  o  aber  ein  Punktpaar  ist. 
Dieser  Fall  spielt  nun  in  der  Geometrie  der  Kegelschnitte 
eine  hervorragende  Bolle,  und  wir  beschäftigen  uns  daher 
nicht  nur  mit  der  Aufsuchung  der  Bedingung,  welcher  die 
Coefficienten  o^,*,  respective  äi,jt,  unterworfen  sein  müssen, 
damit  U  =  o  ein  Geradenpaar,  beziehungsweise  2!  =  o  ein 
Punktpaar,  darstellt, .  sondern  auch  noch  mit  der  Ermittlung 
der  Coordinaten  der  Elemente  dieser  Paare,  sowie  ihrer 
Träger.  Es  ist  klar,  dass  der  erste  Theil  der  Frage  gelöst 
erscheint,  sobald  es  gelingt,  die  Frage  zu  beantworten,  wann 
die  homogene  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  g^,  ga 
und  |j 


(a) 


262^3  §2^     +    ^3;3g3'    =    0 


in  zwei  lineare  und  homogene  Gleichungen  zwischen  g^,  ga 
und  §3  zerlegt  werden  kann.  Lässt  man  alle  Kunstgriffe 
bei  Seite  und  löst  zu  diesem  Zwecke  obige  Gleichung  ein- 
fach nach  einer  der  Größen  g<,  z.  B.  nach  g^,  auf,  so  er- 
hält man 

-    (^1?  2  §2   +  hy  8  is)  ± 


w 


gl  = 


*1?1 


V(ftl,a^-6l,l62;2)g2^— 2(6i,i6a;3-i!»l>2^1?3)g2g3+(C^i;3^— ^in^3;3)§3  7 

und  es  ist  daher  ersichtlich,  dass  die  trenäre  und  quadratische 
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Form  tp  (gl  ga  gg)  nur  dann  in  zwei  lineare  Factoren  sich 
zerlegen  läset,  wenn  der  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende 
Ausdruck    ein    vollständiges    Quadrat    repräsentiert,    d.    h, 

ist,  und  hieraus  ergibt  sich  nach  einigen  einfachen  alge- 
braischen Operationen 

B   =    61,1  6272  ^8?3    +    2fti,2  61,3  ^2^3   —  hyi  *2?3*'  — 

Die  Gleichung  (a)  kann  somit  nur  dann  in  zwei  lineare 
und  homogene  Gleichungen  zwischen  den  Veränderlichen  g»- 
zerlegt  werden,  sobald  die  aus  den  sechs  Coefficienten 
biyk  gebildete  symmetrische  Determinante  -B,  oder  was 
nach  dem  in  §  54  bereits  Gesagten  dasselbe  ist,  die 
Discriminante  der  teri^ären  Form  tp  (g^  gg  gg)  ver- 
schwindet. Nimmt  man  nun  an,  es  sei  die  Bedingung  (c) 
wirklich   erfüllt,    so    wird  der  unter  dem  Wurzelzeichen  in 

(6)  erscheinende  Ausdruck  gleich  (g2  Vfe^,  2^  —  ii,i  62,2  "~* 
gg  V6i,3* — 61,163,3)*  und  demnach,  sobald  man  wieder 
voraussetzt,  dass  jB,,*  zu  B  in  demselben  Verhältnisse  steht, 
wie  in  §  27  die  Größe  J[<,i  zu  -4, 

.  -(61,2  §2    +6,,8g3)±(g2V-    B,,,    -ggV-    ^2.2)> 

und  sind  sonach  die  beiden  linearen  Gleichungen,  aufweiche 
(a)  sich  zurückführen  lässt,  bestimmt.  Nun  ist  es  aber 
keineswegs  nothwendig,  dass  nw.n  die  gegebene  Gleichung 
(a)  gerade  nach  g^  auflöst;  im  Gegentheil  hätte  man  dieselbe 
auch  nach  gg  oder  gg  auflösen  können,  wo  sich  dann,  unter 
der  Voraussetzung  B  =  0,  je  zwei  lineare  Gleichungen  zwischen 
g,  ergeben  würden,  die  jedoch  nur  durch  constante  Factoren 
von  jenen  Gleichungen  sich  unterscheiden,  welche  aus  (a) 
durch  die  Auflösung  nach  g^  fließen.  Für  den  Fall,  dass 
die  Discriminante  B  =  0  ist,  kann  man  somit  die  in  g, 
quadratische  Gleichung  (a)  immer  in  zwei  lineare  Gleichungen 
zwischen  gt  zerlegen,  und  die  letzteren  sind,  wenn  noch  an- 
genommen wird,  dass  bi,t-^htyi  ist, 

6i;i   §1    +    (61,2   -    V-5g,g)g2    +     (61,3    +    V"=^277)g3    =    0, 

61,1  gl  +  (61,2  +  V-58,8)g2   +   (61,3   -  V  -  ^2,2)  g3  =0, 
Hahbbr,  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte.  lg 
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und  können  ersetzt  werden  durch  die  zwei  Q-leichungen 

(62M  +  V^5^)g,  +  6a,a&  +  (6.,3  -  V-A;i)g3  =  O, 
Q>2yi  —  V  —  -Bgjg)^!  4-  \y2^%  +  (*aM  +  ^  —  -^in)  Ss  =  Oy 
oder  die  folgenden 

(63M  -  V^^"^)§i  +  (68;2  +  V"=^)g,  +  63,3  g3  =  o 

(*8M   +  ^  —  -B2?2)Sl   +  (*372   —  V^  •ßi;!)^   +*3;3&=  <>• 

Übertragen  wir  nun  die  eben  gewonnenen  Resultate 
auf  die  Gleichung  U  =  0,  respective  2=  Oy  so  ergibt  sich 
der  für  die  späteren  Untersuchungen  wichtige 


Satz:  Das  geometrische 
Äquivalent  der  Gleichung 
?7  =  0  ist  ein  Geradenpaar, 
d.  h.  eine  degenerierte  Curve 
2.  Ordnung,  wenn  die  Dis- 
criminante  A  des  Gleichungs- 
polynoms U  verschwindet, 
und  die  Coordinaten  i^'  und 
Ui*y  i  =  1,  2,  3;  der  Elemente 
(i')  und  (i")  dieses  Paars 
sind  gegeben  durch 


tAi':Ua':w3'=a 


in 


^i;2        ^       -^3?8  •  ^1?  3    I    ^       -^2J2 


U 


27  2 


:a 


278 


■v=3;;r 


a. 


173  ^         -^27  2 

^278'!*^        -^171  '^873 

(348) 


^l"-^2"-^3 


//. 


-a 


171 
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ötl72+^—-^8.3  •  0173"—^—^ 

^172        ^       -^37  3  • 
dn •  Q  *  ^2 7 3 ~l     *         "^1 7 1 


'272 


Satz:  Das  geometrische 
Äquivalent  der  Gleichung 
jS^  =  0  ist  ein  Punktpaar, 
d.  h.  eine  degenerierte  Curve 
2.  Classe,  wenn  die  Discri- 
minante  E  des  Gleichungs- 
polynoms 2  verschwindet, 
und  die  Coordinaten  Xi  und 
Xi%  i=  1,  2,  3,  der  Elemente 
M  und  Jbf"  dieses  Paars 
sind  gegeben  durch 

•^1    ••^2    ••^8  ^171  • 


^^272 


^27  8 


=«173— ^''  —  -S^a, 


2  • 


a 
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+V=i?: 


(349) 


«i  7  2  +^ -^3  78  •  ^1 78  — ^ -^272 


=«1,0— V^ 


72 


■-E7, 


378  • 


«2 


272  • 


^173~r  *^       -^272  • 

^273         *^        '^171  •^3787 

wenn  Aijj:    die  in  §  27  gegebene  Bedeutung    hat   und  Ei, 
zu  JF  in  derselben  Relation  steht,  wie  ^,-,*  zu  A, 


-«278+^^—^171 

^ö:i73+V=E 

«273— ^—-^171:« 
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Die  hier  gestellte  Aufgabe  wäre  somit  eigentlich  gelöst, 
und  beschäftigen  wir  uns  im  Anschlüsse  noch  mit  der  Auf- 
suchung des  Trägers  der  Elemente  des  Paars,  d.  h.  mit 
dem  Mittelpunkte  des  Q-eradenpaars,  respective  mit  der 
Geraden,  auf  welcher  die  beiden  Punkte  des  Punktpaars 
zu  liegen  kommen.  Zu  diesem  Zwecke  gehe  man  von  den 
drei  Gleichungen  aus 


^m  ^1  r'^i  ?2  ^2  T  ^  ?8  ^3  ^^  ^ 
und  bedenke,  dass  hier,  wegen  A  =  Oj  beziehungsweise  E  =  Oj 


«in^i+«i?2  ^2+«i;3^3=  o 

«l?2^i+«2?2«^2  +  «2?3^3==Ö     (e) 
^73^1~r^2?3  ^2    I    ^SJB^S"^^^^  ^ 


aj. 


und   — 


Ur 


*K/r, 


respective    —^  und 


Uc 


ein   Wertesystem   von 

existiert,    welches   den  drei  obigen  Gleichungen  gleichzeitig 


,  X  V^I>J  t^^i/V/UX   T    \^  Vt.XX\A  , 


X, 


(0) 


genügt.     Bezeichnet   man   dieses  Wertesystem  mit  -^^  und 


X,^oV 


-2^  (o)  y^{o) 

beziehungsweise  .—^  und   — — 


X3«» 


«jC») 


«3«')' 


SO  erscheint  dasselbe 


(350) 


a?i(^> 


nach  der  Lehre  von  den  Determinanten  bekanntlich  gegeben 

durch 

und  diese  Coordinaten  gehören,  wie  sogleich  gezeigt  werden 
wird,  dem  gesuchten  Träger  des  Paars  an. 


Nach  der  in  §  54  gegebenen 
Bedeutung  des  Symbols  Z7,- 
wird  nämlich  für  Xi  =  Xi^'^^ 
Ui  =  Ui^o)  =  0,  daher  auch 

+  x^^""^  f/g^^)  )==  0  und  ist  somit 
der  durch  die  Coordinaten  a?/^) 
bestinmite  Punkt  ikP^)  ein 
Punkt  des  Geradenpaars 
U=  0,  oder  / {x^  x^x^  =  0. 
Nimmt  man  jetzt  noch  an, 
dass  der  Punkt  M  einer  der 
beiden  Geraden  (i')  oder  (i") 


Nach  der  in  §  54  gegebenen 
Bedeutung  des  Symbols  ^i 
wird  nämlich  für  Ui  =  i^(^), 
-S  =  -S/*')  =  Oy  daher  auch 

+%(^)  -S'g  (^)  )=  0  und  geht  somit 
der  durch  die  Coordinaten  t^i^^) 
bestimmte  Strahl  (I^^)  durch 
ein  Element  des  Punktpaars 
^=  0,  oder  (p  {u^  U2U^)=  0. 
Nimmt  man  jetzt  noch  an, 
dass  der  Strahl  (L')  durch 
den     Punkt     M'     oder     if" 

18* 
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angehört;  so  ist  auch  U*  ==  o, 
und  weil  nach  §  56 


geht;  so  ist  auch.^  ==  o,  und 
weil  nach  §  56 


ist;  wenn  man  diesmal 


K  =  U^^o)x^*  +  U^^')x^'  + 


t/aC'»«.«' 


Ä  =  2;/-)t^/  +  2,(-)t^,'  + 


-S,^^>t^3' 


setzt;  so  wird  auch  für  jeden  Wert  des  Parameters  X 


U^^O)      —    JlWg')    =    0; 

und  diese  Gleichung  zeigt, 
dass  alle  durch  den  Schnitt- 
punkt der  beiden  Strahlen 
(i(^))  und  (i')  gehenden  Strah- 
len durch  ein  Element  des 
Punktpaars  JS^  =  o  gehen. 
Der  durch  die  Gleichungen 
(351)  definierte  Strahl  (L^^))  ist 
demnach  ein  durch  ein  Ele- 
ment des  Paars  2  =  o  gehen- 
der Strahl  und  hat  noch  die  be- 
sondere Eigenschaft;  dass  alle 
Strahlen,  welche  durch  jenen 
Punkt  gehen,  wo  (L^**^)  von 
irgend  einem  durch  ein  Ele- 
ment des  Paars  gelegten  Strahl 
(L')  geschnitten  wird;  auch  ein 
Element  des  Paars  enthalten; 
was  jedoch  nur  in  dem  ein- 
zigen Fall  denkbar  ist;  wo 
(Z^^))  die  Verbindungsgerade 
der  Punkte  M  und  M"  darstellt, 
d.  h.  den  Träger  des  Paars. 

§  58.     Gleichung  der  Tangente  und  Normale  der  Curye  U=o 
und  des  Berfthrungspnnktes  einer  Tangente  der  Curve  2=  o» 


/(a?/^)  —  Xx^%  x^(^)  —  Xx^', 

ajgt^^)       —      XXJ)      =     O; 

und  diese  Gleichung  sagt  auS; 
dass  alle  in  der  Geraden 
M^'^^M  liegenden  Punkte  dem 
Geradenpaar  TJ  =  o  ange- 
hören. Der  durch  die  Glei- 
chungen (350)  bestimmte 
Punkt  Jf*')  ist  somit  ein  Punkt 
des  Geradenpaars  U  =  o  und 
hat  noch  die  besondere  Eigen- 
schaft; dass  alle  Punkte,  welche 
auf  einer  Geraden  liegen,  die 
ihn  mit  irgend  einem  Punkte 
jjf '  des  Geradenpaars  U  =  o 
verbindet;  Punkte  dieses  Paars 
darstellen;  was  oflFenbar  nur 
dann  denkbar  erscheint;  wenn 
M^""^  der  Mittelpunkt  des  Paars 
ist;  d.  h.  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Elemente  (i')  und  (i") 
des  letzteren. 


Nimmt  man  aU;  dass  der 
in  §  56  mit   M   bezeichnete 


Nimmt  man  aU;  dass  die 
in  §  56  mit  (L')  bezeichnete 


X.  §  68.  Gleichung  der  Tangente. 
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Punkt  der  Curve  U=o  an- 
gehört, so  wird  17*^:^0  und 
nimmt  dadurch  die  in  diesem 
Paragraphen  gegebene  Glei- 
chung (344)  die  Form  an: 
U".X^  —  Kk  =  o  und  hier- 
aus folgt,  wenn  wieder  X'  und 
X'*  die  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung bezeichnen,  >l'  =  o  und 

X'*  =  y^,  d.  h.  der  eine  Schnitt- 
punkt E!  der  Geraden  (i) 
mit  der  Curve  ü  =  o  fällt 
mit  dem  Punkte  M'  zusammen. 
In  dem  Fall,  wo  nun  die 
Gerade  (L)  die  Cnrve  U=o 
im  Punkte  M'  berühren  soll, 
muss  aber  auch  der  zweite 
Schnittpunkt  K"  der  Geraden 
(L)  mit  der  Curve  ü=o  mit 
dem  Punkte  M"  zusammen- 
fallen und  dies  bedingt  X**  = 

K 

jj-  =  0;  oder  K=o.  Es  gibt 

sonach  unendlich  viele  Punkte 
Jlf",  welche  in  Bezug  auf  den 
Curvenpunkt  M^  eine  solche 
Lage  besitzen,  dass  die  Ver- 
bindungsgerade M'M'*  die 
Curve  Z7  =  0  im  Punkte  ütf' 
zweipanktig  oder  nach  der 
ersten  Ordnung  berührt,  und 
die  Coordinaten  Xi'^  dieser 
Punkte  müssen  nach  der  in 
§  56  gegebenen  Bedeutung 
des  Symbols  K  der  linearen 
Gleichung  genügen :  U^  'x^ "  -|" 
f/a'ajjj''  +  C/g'ajg"  =  o,     oder 


Gerade  die  Curve  2J  =^  o  be- 
rührt, so  wird  JS*  ass  0  und 
nimmt  dadurch  die  in  diesem 
Paragraphen  gegebene  Glei» 
chung  (345)  die  Form  an: 
H**  .X^  —  E.X  ^  o  \md 
hieraus  folgt,  wenn  wieder  >l' 
und  X"  die  Wurzeln  dieser 
Gleichung  bezeichnen,  2'  =  o 

und  X'*  =  ^=7,  d.  h.  die  eine 

Tangente  (T')?  welche  man 
aus  dem  Punkte  My  dem 
Schnittpunkte  von  (i')  und 
(i");  ^^  die  Curve  2==  o 
legen  kann,  fällt  mit  dem 
Strahl  (Z^  zusammen.  In 
dem  Fall,  wo  nun  auch  die 
zweite  Tangente  (T")  aus  M 
an  die  Curve  2^=  o  mit  (i') 
zusammenfallen    soll,     muss 

TD 

^"  =  ^-  =  0,  oder   JS  ;=  o 

werden.  Es  existieren  sonach 
unendlich  viele  Strahlen  (i"), 
welche  bezüglich  der  Tan- 
gente (i')  der  Curve  2  =  o, 
eine  solche  Lage  besitzen, 
dass  die  aus  dem  Schnitt- 
punkte M  von  (i')  mit  (i") 
an  die  Curve  S^==-  o  noch 
mögliche  zweite  Tangente  (T"') 
mit  (i')  ebenfalls  identisch 
ist,  und  die  Coordinaten  ut^ 
dieser  Strahlen  müssen  nach 
der  in  §  56  gegebenen  Be- 
deutung des  Symbols  R  der 
linearen  Gleichung  genügen: 
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d.  h.  der  geometrische  Ort 
dieser  Punkte  Jtf '  ist  eine 
Gerade  {T')  von  der  Glei- 
chung : 

und  d.  i.  gleichzeitig  die  Glei- 
chung der  Tangente,  gelegt 
im  Punkte  M  von  den  trime- 
trischen  Coordinaten  x/  an  die 
Curve  17=^0. 


(352) 
(354) 


(353) 
(355) 


oder  JSi'X'  +  -S,"t^a'  + 
2/3  "t^g'  =;=  0,  d.  h.  der  geo- 
metrische Ort  dieser  Strah- 
len (i")  ist  ein  Punkt  M 
von  der  Gleichung: 

und  d.  i.  gleichzeitig  die 
Gleichung  desjenigenPunktes, 
in  welchem  die  Tangente  (i') 
oder  (T')  von  den  trigonalen 
Coordinaten  Ui  die  Curve 
2=0  berührt. 

Aus  der  Gleichung  der  Tangente,  respective  des  Be- 
rührungspunktes, in  homogenen  Coordinaten  lassen  sich 
nun  auch  die  Gleichungen  dieser  Gebilde  in  gebräuchlichen 
Coordinaten  herleiten ;  man  braucht  zu  diesem  Zwecke  blos, 
im  Sinne  des  in  §  27  bereite  Gesagten,  die  homogenen 
Punktcoordinaten  x^y  x^y  x^  durch  x,  y  1]  die  homogenen 
Liniencoordinaten  u^,  u^y  u^  aber  durch  u^  i?,  1  in  den 
diesbezüglichen  Gleichungen  zu  ersetzen  und  erhält  dann, 
wenn  der  Kürze  wegen  noch  die  Symbole  eingeflihrt  werden : 


(356) 


(358) 


«17  22/1  +  «1^3)?  ^1  = 

2(ai,2a^l  +«27  2^1  + 
«2?  3)?  H  =^  (ötj  gO?!  -r 

«2?  33/1     T    «3  73); 

^1  —  9i^  +  ^y  + 


Ij    =    0 


als  Gleichung  der  Tangente 
(Tj),  gelegt  in  dem  Curven- 
punkte  M^  von  den  Coordi- 
naten a?i,  y^  an  die  Curve 
2.  Ordnung  U=Oj  hierbei 


(357) 


(359) 


Zi   =  2  («1,  li^i    + 

«172'»^l  +«i;8)>    ^^1  = 

2  («1,2^1  +«2;  2^1  + 

«2;8)?^l=2(ai,3^1  + 
^2;  3*^1  "T  ^3J3/7 

Tij  =  0 
als  Gleichung  des  Berührungs 
punktes  üf^  der  Tangente  (TJ 
von   den   Coordinaten  w^,  v^ 
der  Curve   2.  Classe  ^  =  0, 
hierbei 
die   letzte  Gleichung   verstanden    in    der   nicht   homogenen 
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Form  (340),  respective  (341).  Es  ist  klar,  dass  man  die 
Grleichungen  (358)  und  (359)  nach  den  in  §  54  gegebenen 
Relationen  (e)  und  (f)  ebenfalls  ersetzen  kann  durch  die 
folgenden 


(360)  . 


Ti  =  gxi  +  %i  + 


0. 


Mj^  =  lu^  -\-  mvj^  -\- 


n 


0. 


.  (361) 


Auch  noch  eine  andere  gebräuchliche  Form  für  die  GUei- 
chung  der  Tangente,  respective  des  Berührungspunktes, 
lässt  sich  nun  aus  der  vorletzten  Grieichung  herleiten,  wenn 
man  nämlich  von  dieser  die  Grieichung  subtrahiert 


9i^i  +  KVi  +  h  =  O; 


l^Uj^  4"  w-i^i  -|-  rij  =  0, 


wodurch  man  erhält 


(362)   . 


^1  ^9i  i^  —  ^i)  + 


wii  {v  —  V)  =  0. 


K  (y  — yi)  =  o. 

Des  besseren  Verständnisses  wegen  werden  hier  noch 
eine  Reihe  von  einfachen  Beispielen  vorgeführt. 


1.  Beispiel.  Die  Glei- 
chung der  Curve  2.  Ordnung 
hat  die  Form 


(a)   .    f^-^Itfi' 


1=0. 


1.  Beispiel.    Die  Griei- 
chung  der   Curve    2.  Classe 
hat  die  Form 
i:^a^u^±hH^—l  =  o   .   (ft) 


a 


a"       b 

Nachdem  in  diesem  speciellen  Fall 

a 


IM 


'        =  +  4 


r2? 


a 


29  2 


a-      '  '  -  b^ 

^3?  3  ^^^        ^p    ^i;2  ^^  ^i;3  '^^ 

ist,  so  wird  diesmal 


2 


"11 


^'y    ^2;  2 


2 


=  +   6 

^?3   ^^^         -1;    ^i;2  ^==^  ^19  3  ^^ 


a 


27  3 


S' 


2a; 


a 


,  A  =  ±ff,i  =  -2, 


5»!»  +  Ä,2^  +  i'i  =  2  (^  ± 


yiy 

6«' 


-) 


und  lautet  demnach  die  Glei- 
chung der  Tangente  (Tj),  ge- 


l   =   2a\    m  =  ±  2b^v, 
n  =  —  2, 

folglich  das  Trinom 

l^u  -)-  m^v  -[-  n^  =2  (a^it^Hh 
ft'vjt;  —  1), 

und  lautet  demnach  die  Glei- 
chung des  Berührungspunktes 
M^  der  Tangente  (Tj)  von 
den    Coordinaten    u^^v^    der 
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legt  in  dem  Ourvenpunkte  Jf^ 
von  den  Coordinatenaji^j/i  an 
die  vorliegende  Curve 

(c).r,=^±2^-i==o. 

2.  Beispiel.    Die  Glei- 

chung  der  Curve  2.  Ordnung 
habe  die  Form 

(e)   .    U^^  —  x^o 
P 

und  es  ist  daher 


hier  vorliegenden  Curve 

1=0. 


.{d) 


2.  Beispiel.  Die  Glei- 
chung der  Curve  2.  Classe 
habe  die  Form 

4 

^  =  0  .  Cf ) 


2^v 


2 


P 


_1                 _          1                _ 
^2?  2 ~>  ^1  ?  S 2>  ^IM  


«2?  2  1?  ^7  8  


2 


>  ^171 


mithin  wird 


a^,2  —  ^2?  3 


a 


37  3 


1.    Ä  =  — ^.    1  = 


1,  A 


a?. 


P 


p 


4                             4 
Z  = ,  tn  =  2v,  71  = 2^, 

P  P 

l^u  -\-  m^v  '\'  n^  =  t?i  i; 


und  lautet  somit  die  Gleichung  der  Tangente,    beziehungs- 
weise des  Berührungspunktes 

(<7)ri--M-{«+«j=o. 


2 

M^  =  Vi V (t^  +  l^j)  =  O.  (Ä) 

Jr 


Es  erübrigt  uns  nur  noch,  die  Gleichung  der  Normale 
einer  Curve  2.  Ordnung  U  ==  o  aufzustellen.  Unter  der 
Annahme,  dass  wieder  M^  ein  Punkt  dieser  Curve  wäre, 
ist  nun  nach  Gl.  (62)  in  §  12  die  Gleichung  der  in 
diesem  Punkte    errichteten   Senkrechten   auf  die  Tangente 

X  —  x^  =  y  —  Vi 

9i  h      ' 

und  nachdem  diese  Senkrechte  gleichzeitig  die  Normale  der 
Curve  im  Punkte  M^  darstellt,  erscheint  auch  der  letzte 
Theil  der  hier  gestellten  Aufgabe  gelöst.  Für  die  durch 
die    früheren  Gleichungen    (a)  und   (e)  bestimmten  Curven 
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2.    Ordnung   nimmt   obige    Gleichung  beziehungsweise   die 
Form  an: 


und 


2^1/ 


y  —  Vi 


p 


{x  —  x^). 
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In  den  vorigen  Paragraphen  wurde  gezeigt,    dass  die 
Gleichung 


(a). 


der  Tangente  (T),  gelegt  im 
Punkte  M  an  die  Curve  2. 
Ordnung  U  ^  o,  in  trimetri- 
schen  Coordinaten  lautet: 

und  wenn  daher  w,,  f  ==  ] ,  2, 3, 
die  trigonalen  Coordinaten 
dieser  Tangenten  repräsen* 
tieren,  so  bestehen  nach  Gl. 
(159)  in  §  28  die  Beziehungen 

und  ist  gleichzeitig  u^x^  -\- 
u^x^  +  «^3a?3  =  0  die  Glei- 
chung der  Tangente  (T). 
Nachdem  aber  auch  der  Punkt 
M*  der  Geraden  (T)  angehört, 
so  müssen  die  Coordinaten 
Xi  die  letzte  Gleichung  eben- 
falls befriedigen,  was  zur 
Relation  führt 

(c)  U^X^'  -f-  U^X^'  -{-  l^OJg'  =  0. 

Zwischen  den  Coordinaten  lei- 
der Tangente  (T)  und  den 
Coordinaten  xi   ihres  Berüh- 


des  Berührungspunktes  M  der 
Tangente  (T')  der  Curve  2. 
Classe  JS^=o  in  trigonalen 
Coordinaten  lautet: 

und  wenn  daher  a;,,  i  =  1,2,3, 
die  trimetrischen  Coordinaten 
dieses  Berührungspunktes  be- 
deutCD,  so  bestehen  nach  Gl. 
.  (160)  in  §  28  die  Beziehungen 

und  ist  gleichzeitig  x^u^  -\- 
x^U2  +  x^u^  =0  die  Glei- 
chung des  Punktes  M.  Nach- 
dem aber  auch  die  Tan- 
gente (T')  durch  M  geht, 
so  müssen  die  Coordinaten 
Ui  die  letzte  Gleichung  eben- 
falls befriedigen,  was  zur  Re- 
lation flihrt 

Zwischen  den  Coordinaten  Xi 
des  Berührungspunktes  Mund 
den     Coordinaten    (Ui)     der 
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rongspunktes  M  bestehen  so- 
nach; zufolge  den  Gleichungen 
(a)  und  (c),  die  nachfolgen- 
den vier  Beziehungen,  wenn 
man  noch  die  in  §  54  ange- 
gebenen Werte  für  die  Sym- 
bole   C7i((>)    substituiert,    und 


zwar: 


Q. 


Tangente  (T')  bestehen  so- 
nach, zufolge  der  Gleichungen 
(6)  und  (d),  die  nachfolgenden 
vier  Beziehungen,  wenn  man 
noch  die  in  §  54  angegebenen 
Werte  flir  die  Symbole  Hlq) 
substituiert,  und  zwar: 


e^-. 


^n^i''r^iJ2^2'"l"^i>8%'      2^1 — 


«l?2«^l '+  «2>2^'+  «2;8%'—  2^2= 


=0 


e^  — 


«i;8^i'+  «2,3^^2'+  «8;8^8'  —  2^3 

•^1^1        I     «^2^2        1"  «^3  ^3 


0 
0 


und  aus  diesen  folgt  durch  die  Elimination  von  x^*y  x^*yX^* 
und  p,  respective  u^*^  u^'^  u^*  und  p,  nach  dem  aus  der  Determi- 
nantentheorie bekannten  Eliminationstheorem: 


(365) 


^in   ^m  ^i?3  '^^1 
^i;2   ^2;2   ^2;3    ^2 


1?S    ^2?3 


^3?3    ^3 
i*o        0 


^in   ^i;2   ^i;3   ^1 

^i;2    ^2^2    ^2?3    ^2 
^i;8    ^;8   ^8;8    ^8 


aj. 


tZ/C 


X 


8 


=  0,  (366) 


oder  wenn  man  die  links  vom  Gleichheitszeichen  hier  vor- 
konmiende  4^  elementige  Determinante  —  Contravariante 
von  TJy  respective  2  —  berechnet  und  wieder  die  Discri- 
minante  des  Gleichungspolynoms  TJ  und  2  beziehungsweise 
mit  A  und  E  bezeichnet,  ferner  den  Symbolen  -4.,,*  und 
JS?,,jfc  die  in  §  57  bereits  erörterte  Bedeutung  beilegt, 


(367)  -42,2^2^  -f  2J.i,3t6ii^s  + 

2^2;3^2^3  +-43?3^3^=Ö, 

welcher  Relation  die  Coordi- 
naten  Ui  sämmtlicher  Tan- 
genten der  Curve  2.  Ordnung 
U=o  unterworfen  sind,  wes- 
halb  auch    (365)   oder   (367) 


^i;i«^i'+2^n2«^i«^2  + 

-E?2,2«^2'  +  2^i;8«^l«^3  +  (368) 

2jE?a,3a?aa?3-fJE73,8  a?3  «  =  0, 

welcher  Relation  die  Coordi- 
naten  Xi  sämmtlicher  Punkte 
der  Curve  2.  Classe  2=  0 
unterworfen  sind,weshalb  auch 
(366)  oder  (368)  die  homogene 
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die  homogene  Gleichung  der 
Curve  2,  Ordnung  ^7=0  in 
Liniencoordinaten  darstellt. 


Gleichung  der  Curve  2.  Classe 
^  =  0  in  Punktcoordinaten 
darstellt. 


Die  Gleichungen  (367)  und  (368)  heißen  übrigens  auch 
die  reciproken  Gleichungen  der  Originalgleichungen  U==^  o, 
respective  ^=  o,  und  in  analoger  Weise  nennt  man  daher 
auch  die  Discriminante  des  Gleichungspolynoms  von  (367), 
d.  h.  die  aus  den  sechs  Coefficienten  Ä,:,k  gebildete  symme- 
trische 3*  elementige  Determinante,  die  reciproke  Deter- 
minante von  A  und  die  in  gleicher  Weise  aus  -B,-,*  resul- 
tierende Determinante,  die  reciproke  Determinante  von  JB. 
Wir  bezeichnen  dieselben  mit  Ä^  und  -E'  und  bemerken 
gleichzeitig,  dass  nach  bekannten  Principien  der  Determi- 
nantentheorie  A^  =  A^  und  jEJ'  =  JE7*,  ferner  J.'^,*  =  A  .  a/,* 
und  E*iyk  =  E .  Oiyi^  ist,  wenn  noch  -4'^,*  aus  A*  und  EUyie 
aus  JE?'  in  derselben  Weise  hervorgeht,  wie  A>t  aus  A. 
Wie  man  sieht,  sind  die  beiden  letzten  Gleichungen  in  den 
Veränderlichen  Uiy  respective  a?,-,  homogen  und  vom  zweiten 

Grade  und  daher  gilt  der 


Satz :  Die  Curven  2.  Ord- 
nung sind  von  der  2.  Classe, 


Satz:    Die    Curven    2. 
Classe  sind  von  der  2.0rdnung, 


wodurch  gleichzeitig  die  Identität  zwischen  Curven  2.  Ord- 
nung und  solchen  2.  Classe  analytisch  erwiesen  erscheint. 
Wir  werden  zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  noch  diese 
beiden  Sätze  synthetisch  beweisen.  In  Folge  der  eben  be- 
wiesenen Identität  belegt  man  auch  die  vorliegenden  Curven 
mit  dem  gemeinsamen  Namen  „der  Kegelschnitte",  u.  zw. 
deshalb,  weil  dieselben  sich  ergeben  als  die  Schnitte  eines 
Kreiskegels  mit  einer  Ebene;  es  ist  daher  die  allgemeine 
Gleichung  der  Kegelschnitte  in  homogenen  Punktcoordinaten 
(trimetrischen  Coordinaten) : 

(342)  .  .     ^~  ^''^^^ ^ "^  ^ «i«^i^2  +  o.2y%^2^  +  2 a^y^x^x^  + 

Ä  ^27  8*^2*^3     I     ^zy  3*^3    ^^^  ^y 

in   homogenen   Liniencoordinaten    (trigonalen    Coordinaten) 
aber : 

(367)  ^^-^lM^l^  +  2A>2Wl^2+^2;2«^2^+2.4l,3i^iW8  + 

2^2;3^2^3  +  A?3^3^  =  Ö- 


A 

-^l?2 

-^iw 

^1« 

-0.3,3 

-^a?8 

^i;3 

-^2?8 

-^3?8 
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Ersetzt  man  nun  wieder  in  der  ersten  der  eben  gege- 
benen  G-leichungen  x^^  x^,  x^  der  Reihe  nach  durch 
Xf  t/j  1;  in  der  zweiten  jedoch  t^,  t^j;  ^s  d^rch  t^,  t?,  1,  so 
erhält  man  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  in 
gebräuchlichen  (nicht  homogenen)  Punkt-  und  Liniencoordi- 
naten,  und  ist  es  somit  auch  gestattet^  in  dem  bisher  Vor- 
geführten, sowie  in  den  folgenden  Untersuchungen  über  die 
Curve  2J  =  0j  die  dort  vorkommenden  Coefficienten  a,,t  mit 
Äifk  zu  vertauschen.  Auchmuss,  weil  die  Gleichungen  (342) 
und  (367)  einem  und  demselben  Kegelschnitte  angehören, 
die  erste  derselben  aus  der  zweiten  hervorgehen.  In  der 
That  ist  die  reciproke  Gleichung  von  (367),  wenn  man 
nämlich,  wie  bereits  bemerkt  wurde, 

A'  = 

setzt,  SA*iykQHXu'=^Oj  und  weil  die  Coefficienten  AUyk  der 
Relation  unterliegen  AUjk  =  -A, .  o^^jt,  so  lautet  die  gesuchte 
reciproke  Gleichung  A  .  S aiyjtXiXi  =  Oy  wofür  man  auch 
schreiben  kann  Sa{,jtX^k  =  0. 

Die  hier  angestellten  Betrachtungen  zerfallen  in  ihr 
Nichts,  wenn  die  Gleichung  (342)  ein  Geradenpaar  —  eine 
reduzible  oder  degenerierte  Curve  2.  Ordnung  —  oder  jene  (343) 
ein  Punktpaar  —  eine  reduzible  oder  degenerirte  Curve 
2.  Classe  —  darstellt,  und  in  diesen  singulären  Fällen  ist 
es  daher  nicht  mehr  erlaubt  (367)  und  (3168)  als  die 
reciproken  Gleichungen  von  (342)  und  (343)  anzusehen. 
Dass  dies  so  sein  muss,  erhellt  sofort,  wenn  man  bedenkt, 
dass  eine  eigentliche  oder  irreduzible  Curve  2.  Ordnung 
oder  2.  Classe,  d.  h.  eine  solche  Curve,  welche  weder  in 
ein  Geradenpaar,  noch  in  ein  Punktpaar  zerfällt,  auf  zwei- 
fache Weise  entstanden  gedacht  werden  kann,  nämlich  durch 
die  Bewegung  eines  Punktes,  wo  sie  durch  GL  (342)  dar- 
gestellt und  eine  Ortscurve  genannt  wird,  oder  durch  die 
Bewegung  einer  Geraden,  in  welchem  Fall  sie  eine  Classen- 
curve  heißt  und  durch  Gl.  (343)  analytisch  definiert  erscheint. 
Nun  kann  man  aber  das  Geradenpaär  niemals  als  eine 
Classencurve  auffassen,  indem  dasselbe  doch  nicht  durch  die 
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stetige  Bewegung  einer  Geraden  entsteht,  sowie  es  ander- 
seits unmöglich  ist,  das  Punktpaar  als  eine  Ortscurve  an- 
zusehen,  weil  ja  dieses  Paar  durch  die  stetige  Bewegung 
eines  Punktes  nicht  erzeugt  werden  kann,  und  eben  deshalb 
gelten  die  bereits  erklärten  Beziehungen  zwischen  den  Glei- 
chungen (342)  und  (367),  sowie  (343)  und  (368),  ferner  die 
bewiesene  Identität  von  Curven  2.  Ordnung  mit  Curven 
2.  Classe,  nur  flir  die  irreduziblen  Curven  dieser  Kategorie. 
Übrigens  kann  man  auch  das  Geradenpaar  als  eine  Curve 
von  der  Classe  o  und  das  Punktpaar  als  eine  Curve  von  der 
Ordnung  o  ansehen. 

Obwohl  hier  vorzugsweise  der  analytische  Theil  aus 
der  Geometrie  der  Kegelschnitte  einer  eingehenden  Be- 
trachtung unterzogen  wird,  mögen  dennoch  die  letzten  zwei 
Sätze  auch  synthetisch  begründet  werden. 


Fig.  71. 


Fig.  72. 


Es  sei  zu  diesem  Zwecke 
die  in  Fig.  7 1  dargestellte  Curve 
(CT)  von  der  2.  Ordnung  und 
M  irgend  ein  Punkt  in  der 
Ebene  dieser  Curve.  Nun 
lege  man  durch  M  einen 
Strahl  (Z),  welcher  die  Curve 
{U)j  weil  diese  eben  von  der 
2.  Ordnung  ist,  in  zwei  Punk- 
ten m  und  m'  durchschneidet, 


Es  sei  zu  diesem  Zwecke 
die  inFig.72  gezeichnete  Curve 
{2)  von  der  2.  Classe  und 
(Z)  irgend  ein  Strahl  in  der 
Ebene  dieser  Curve.  In 
(i)  wähle  man  nun  einen 
Punkt  m  und  lege  aus  diesem 
die  zwei  hier  möglichen  Tan- 
genten (T)  und  (T')  an  die 
Curve,  welche  die  festeCurven- 
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und  verbinde  hierauf  die 
letzteren  durch  die  Strahlen 
(i)  und  (i')  mit  dem  festen 
Curvenpunkte  0.  Die  so 
gewonnenen  Strahlen  (i) 
und  (L')  repräsentieren  dann 
nach  dem  in  §  43  bereits 
Gesagten  ein  Paar  entspre- 
chender Strahlen  einer  qua- 
dratischen Strahleninvolu- 
tion. Zieht  man  nun  aus 
dem  Punkte  M  eine  Tan- 
gente (T')  an  die  Curve  und 
nennt  den  zugehörigen  Be- 
rührungspunkt e,  so  ist  die 
Verbindungsgerade  0  e  der 
eine  Doppelstrahl  {E)  der 
vorliegenden  Strahleninvolu- 
tion, indem  hier  m  und  m', 
mithin  auch  (i)  und  {L')  zu- 
sammenfallen. Bekanntlich 
hat  aber  eine  Strahleninvo- 
lution zwei  Doppelstrahlen, 
und  muss  daher  noch  ein 
zweiter  Doppelstrahl  (JP) 
existieren  und  dieser  trifft 
die  Curve  ( CT)  in  einem  zweiten 
Punkte  /,  welcher  mit  M 
geradlinig  verbunden,  die 
Tangente  (T"')  bestimmt,  die 
aus  M  an  die  Curve  noch 
gelegt  werden  kann.  Nach- 
dem aber  sonst  kein  Doppel- 
strahl mehr  möglich  ist,  kann 
man  aus  M  auch  nur  zwei 
Tangenten  an  die  Curve  (CT) 
legen  und  ist  somit  letztere 
von  der  2.  Classe. 


tangente  (0)  in  den  Punkten 
M  und  M'  durchschneiden. 
Die  so  gewonnenen  Punkte 
repräsentieren  dann  nach 
dem  in  §  48  bereits  Gesag- 
ten ein  Paar  entsprechen- 
der Punkte  einer  quadrati- 
schen Punktinvolution.  Legt 
man  nun  in  dem  Punkte 
K%  wo  der  Strahl  {L)  die 
Curve  {S)  durchschneidet, 
eine  Tangente  an  die  Curve, 
80  trifft  diese  Tangente  jene 
(0)  in  dem  Punkte  E  und 
dies  ist  der  eine  Doppelpunkt 
vorliegender  Punktinvolution, 
indem  hier  (T)  und  {T%  mit- 
hin auch  M  und  M  zusammen- 
fallen. Bekanntlich  hat  aber 
eine  Punktinvolution  zwei 
Doppelpunkte,  und  muss  folg- 
lich noch  ein  zweiter  Doppel- 
punkt F  existieren  und  die 
aus  F  an  die  Curve  (JS)  ge- 
legte Tangente  berührt  diese 
Curve  in  einem  Punkte 
Ä*",  welcher  gleichzeitig  ein 
Schnittpimkt  von  (i)  mit  der 
Curve  ist.  Nachdem  aber 
sonst  kein  Doppelpunkt  mehr 
vorhanden  ist,  kann  auch  der 
Strahl  (i)  die  Curve  {2) 
blos  in  zwei  Punkten  durch- 
schneiden und  folglich  ist 
diese  von  der  2.  Ordnung. 
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Zum  Schlüsse  mögen  hier  noch  einige  Anwendungen 
der  in  diesem  Paragraphen  gewonnenen  Gleichungen  gezeigt 
werden,  und  beginnen  wir  damit,  die  reciproken  Gleichungen 
von  einigen  einfachen  Gleichungen  2.  Ordnung  zwischen 
Cartesischen  Punktcoordinaten  x  u^d  y  zu  bestimmen. 

1.  Aufgabe.     Es  soll  die  Gleichung  der  durch 

(e)   .    .        U={x  —  a)2  +  (y  —  6)2  _  r»  =  0 

gegebenen  Curve,  welche  ein  Kreis  von  den  Coordinaten  a, 
6,  r  ist,  in  gebräuchlichen  Liniencoordinaten  u^  v  gefunden 
werden.  Nachdem  hier  f7=  x^-^-y^  —  2  aa?  —  2  6  y  +  («^  +  ^^ 
—  r^)  ist,  so  wird  a,,i  =  a^,^  =  1,  «^,3  =  0,  ai,3  =  — a, 

«2,3  =  —  6,  03,3  =  a^  4"  ^^  ~  ^^  ^^<i  folglich  die  Dis- 
criminante 

1,  0,  —  a 

A=  0,  1,  —  6 

-  a,      —  6,       (a^  +  &'  —  ^') 

und  hieraus  folgt  dann:  A^,^  =  a^  —  r^,  A^j^  =  ab, 
^2?  2  =  &*  —  r%  ^1,3  =  a,  ^2;  3  =  ^  -43;3=  1?  weshalb 
die  reciproke  Gleichung  von  (e)  lautet:  (at*-|-^^"f"l)^  — 
r^  (w^  -j-  v^)  =  0,  oder 

(/)....         ^  =  «*  +  «^  -  ^  ^  o, 

wenn  noch  o  =  ai6-|-6v-|-l  =  o  die  Gleichung  des 
Kreismittelpunktes  in  der  Normalform  ist.  Die  eben  ent- 
wickelte Gleichung  (/)  ist  gleichzeitig  die  Gleichung  des 
Kreises  in  Liniencoordinaten  u,  v,  u.  zw.  in  der  Normalform. 

2.  Aufgabe.     Die  Gleichung  der  durch 
(9)   '    •    '    '         U  ^^  dz   ^  —  1  =0 


a 


l 


bestimmten  Curve  —  Ellipse  oder  Hyperbel  —  ist  in  ge- 
bräuchlichen Liniencoordinaten  Uj  v  zu  finden.  Die  Dis- 
criminante  A   von    dem    Gleichungspolynom  U  ergibt  sich 

hier,  wegen  a^^,^  =  ^7  «2;2  =  ±  p^j  «a^s  =  —  1;  «i;2  = 
^i?8  =  «2;8  =  Oj  a^s 
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A  = 


1 

0, 

0 

0, 

=1-  j«> 

0 

0, 

0, 

—  1 

weshalb   Aj^y^  —  —  i^'  "^'^  —  —  ^>     3>3  —  ±      2 js^ 

-4.1,2  =  -4i;3  =' -^2>3  =  ^  wird  und  die  reeiproke  GHeichung 

von  (g)  ist 

(Ä)   .    .    .    .       j;  =  a^'u^  zfc  5*i;^  —1  =  0. 

Damit  ist  aber  aach  gleichzeitig  die  Frage  beantwortet, 
welche  Bedingung  muss  erfüllt  sein,  damit  die  durch  die 
Gleichung   Ax  -^^  By  -{-  C  =   0   gegebene    Gerade    eine 


X 


2 


y 


Tangente  der  Curve   —^  dzvj  —  1=0  ist?  Denn,  da  hier 

A  B'  . 

u  =  -p  und  v  =  YT  ist?  so  erscheint  die  fragUche  Bedingung 

ausgedrückt  durch 

A^a^  ±  B^h''  —  C^  =  0. 

3.  Aufgabe*    Man  suche  die  Gleichung  der  Gurve  — 
Parabel  — 

(i) U^^' 


X 


p 


in  gebräuchlichen  Liniencoordinaten  w,  v.    Hier  ist  «2, 2  =  — y 

ai;3    = 2"  ^^^  %n  =  ^i>2  =  0^2,3  =  as, 8  =  0,  daher 

die  bei  dieser  Aufgabe  in  Betracht  kommende  Discriminante 

2 

1 

A=      0,      — ,         0 


1 

2 
1 


P 
0, 


und  hieraus  folgt  -^2,2  =  -Tf  ^199  ^^  —  9 — >  während  die 

übrigen    Coefficienten    -4^,*  verschwinden.     Die    Gleichung 
vorliegender  Curve  in  Liniencoordinaten  w,  v  ist  sonach 


X.  §  59.  Identität  der  Curve  2.  Ordnung  und  2.  Classe.       289 


Qc) 


V^  2  4W 

P 


Es  ist  klar,  dass  die  Grerade  Ax  '\-  By  -{-  C  =  o  die 
durch  Gl.  {%)  gegebene  Curve  wieder  berührt,  wenn  die  Be- 
dingung erfüllt  erscheint 

AAC 


B^  — 


P 


0. 


4.  Aufgabe.     Es  ist  zu  untersuchen,  welcher  Bedingung 
die  Coordinaten 


Xi  und  Xi"  zweier  Punkte  M 
und  M*  unterworfen  sind, 
damit  ihre  Verbindungsgerade 
den  durch  die  Gleichung 


Wf'  und  Vri'*  zweier  Strahlen 
(L')  und  (L")  unterworfen 
sind,  damit  ihr  Schnittpunkt 
in  dem  durch  die  Gleichung 


(342) 


Z  a^j  3  ^2  ^3    ~r    %;  3  ^3      =0 


gegebenen   Kegelschnitt    be- 
rührt. 

Nach  Gl.  (163)  in  §  28 
können  die  trigonalen  Coordi- 
naten derVerbindungsgeraden 
M'  M"  gleich  gesetzt  werden 

Ofj      0/2     •*'3  •*'2       •''S    ? 

fti  ^—      /y»     '  /y»     '*       ^__      ort     "  /y»     ' 


gegebenen  Kegelschnitte  liegt. 
Nach  Gl.  (164)  in  §  28 
können  die  trimetrischenCoor- 
dinaten  des  Schnittpunktes 
der  Strahlen  (i')  und  (i") 
gleich  gesetzt  werden 


n 


II 


ni  — ^—      /y»     •   r<n      '•       ^___       /yt     '•    /y» 


3  ; 


und  weil  diese  der  reciproken 
Gleichung  von  (342)  zu  ge- 
nügen haben, 


^1     '^2    ^3 


X^ 

a?3 


«^2    %  ; 

Wg     V/*  U^       Ul    y 


%(/■»      Ua 


H 


U^     U^  j 


und  weil  diese  der  obigen 
Gleichung  (342)  zu  genügen 
haben. 


so  lautet  die  fragliche  Bedingung: 


(a?2    *^3  *^2     *^3  /    1*^3    *^l 

•^3    «^l  j    I    •  •  •    I    -^3?  3  \'^X  *^2 


JL/- 


n 


^iY  =  0, 


(1*2'%"  —  i*2"%  )  (%''«^i"  — 
%X0  +  •  •  •  +  «3?3  (t^i'i^a"— 


oder  in  Determinantenform : 


3  ^1 


a?, 


A        A        A 

'^i;2    '"27  2    ""27  3    «^2     "^i. 
-^i;3    -^2;  3    -^37  3    ^8      «^3 


// 


// 


// 


Xc. 


X3 


// 


Xk 


ti 


0 
0 


0 
0 


0. 


a 
a 


in 


i;2 


a 
a 


i;2 


2)2 


a 


U3 


a, 


2?  3 


^1 


n 


U 
U 


^i?3 
Öt27  3 
%;3 


t*^ 


// 


U^ 


ti 


u 

0 
0 


n 


// 


3 


U 


ti 


3 


Hakker,  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte. 


0 
0 

19 


^0. 
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§  60.    Oleiclmng  des  Tangentenpaan    aus  einem  Punkte   an 
die  Cnrve  27  =  o  und  reoiproke  Aufgabe. 


Soll  der  in  §  56  mit  ilf ' 
bezeichnete  Punkt  in  Bezug 
auf  den  Punkt  My  den  wir 
hier  als  gegeben  und  im  all- 
gemeinen nicht  auf  der  Curve 
JJ  ^=L  0  liegend  voraussetzen, 
eine  solche  Lage  besitzen, 
dass  die  Verbindungsgerade 
M  M!*  die  Curve  2.  Ordnung 
U  =  0  berührt,  so  müssen 
die  in  diesem  Paragraphen 
mit  K*  und  K**  bezeichneten 
Schnittpunkte  der  Geraden  Jlf' 
Jbf"  mit  der  Curve  U==o  zu- 
sammenfallen, was  jedoch  nur 
dann  möglich  ist,  wenn  die 
Wurzeln  der  Gl.  (344)  ein- 
ander gleich  sind,  d.  h.  die 
Bedingung  erfüllt  erscheint 

S^  —  4U'U''  =  0, 

woraus  man  ersieht,  dass  un- 
endlich viele  Punkte  if" 
existieren,  welche  dieser  An- 
forderung genügen,  und  dass 
der  geometrische  Ort  von 
allen  diesen  Punkten  ikf"  be- 
stimmt ist  durch  die  Gleichung 

Letztere  ist  aber  in  sc^,  x^ 
und  x^  homogen  und  vom 
zweiten  Grade,  weshalb  sie, 
weil  man  aus  einem  Punkte 
M'j  zufolge  des  in  §  59  be- 
reits   Erörterten,    zwei    Tan- 


Besitzt  die  in  §  56  mit 
(L")  bezeichnete  Gerade,  be- 
züglich des  Strahls  {L*)j  den 
wir  hier  als  gegeben  und  im 
allgemeinen  nicht  als  eine 
Tangente  der  Curve  2  =  o 
ansehen  wollen,  eine  solche 
Lage,  dass  der  Schnittpunkt 
der  Strahlen  (i')  und  (Z,") 
auf  der  Curve  2  =  o  liegt, 
so  müssen  die  in  diesem  Para- 
graphen mit  (T')  und  (T"') 
bezeichneten  Tangenten  der 
Curve  JS=o  zusammenfallen, 
was  jedoch  nur  in  dem  Fall 
realisierbar  ist,  wo  die  beiden 
Wurzeln  der  Gl.  (345)  einander 
gleich  sind,  d.  h.  die  Be- 
dingung erfüllt  erscheint 

woraus  man  erkennt,  dass  es 
unendlich  viele  Strahlen  (L") 
gibt,  welche  dieser  An- 
forderung genügen,  und  dass 
der  geometrische  Ort  von 
allen  diesen  Strahlen  (i")  ge- 
geben ist  durch  die  Gleichung 

Letztere  ist  aber  in  u^,  u^ 
und  v^  homogen  und  vom 
zweiten  Grade,  weshalb  sie, 
weil  eine  Gerade  (Z'),  zufolge 
des  in  §  59  bereits  Erörterten, 
eine  Curve  2.  Classe  JS=  o 
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genten  an  die  Curve  2.  Ord- 
nung legen  kann,  die  Glei- 
chung des  aus  M  an  U=o 
gelegten  Tangentenpaars  dar- 
stellt. 


in  zwei  Punkten  durchschnei- 
det, die  Gleichung  des  Schnitt- 
punktpaars des  Strahles  (L') 
mit  der  Curve  2!  =  o  reprä- 
sentiert. 


Überträgt  man  die  soeben  erhaltenen  Gleichungen  auf 
nicht  homogene  Punkt-  und  Liniencoordinaten,  so  erhält  man : 


(371) 


(g^x  +  h^y  -\-  iir  — 


4  U,U=  0 

als  Gleichung  des  Tangenten- 
paars, gelegt  aus  einem  Punkte 
M^  von  den  Coordinaten  aji, 
y^  an  die  Curve  U=o,  und 
es  haben  hierin  g^,  li^  und  i^ 
die  in  den  Gleichungen  (356) 
gegebene  Bedeutung,  wäh- 
rend das  Symbol  U^  definiert 
erscheint  durch  die  Gleichung 

1.  Aufgabe.  Es  soll 
die  Gleichung  des  Tangenten- 
paars bestimmt  werden,  wel- 
ches man  aus  dem  Punkte  M^ 
von  den  Coordinaten  aj^,  y^ 
an  die  Curve 

(a) 


U^r^±^-l=o, 


a'         b' 

welche  eine  Ellipse  oder  Hy- 
perbel darstellt,  legen  kann. 
Nachdem  hier,  wie  wir  in 
§  58  bereits   gesehen  haben, 

2a5i    1  .2^1       , 

9i  =  -^,  K  =  ±-jf^und 

ij  =  —  2  ist,  lautet  die  frag- 
liche Gleichung 


(372) 


als  Gleichung  des  Schnitt- 
punktepaars der  Geraden 
(L^)  von  den  Coordinaten  1*1, 
t?i  mit  der  Curve  2=0, 
und  es  haben  hierin  Z^,  m^ 
und  n^  die  in  den  Gleichungen 
(357)  gegebene  Bedeutung, 
während  das  Symbol  2^^  de- 
finiert ist  durch  die  Gleichung 

-2'i=«iM^i^  +  2(Xi,2ttit^i  + 
«2?  2  ^1  *+ 2 «1, 3  t^i  +  2 tta,  , Vi 

1.  Aufgabe.  Die  Glei- 
chung des  Punktpaares  ist 
zu  bestimmen,  in  welchem  die 
Gerade  (i^)  von  den  Coor- 
dinaten u^y  v^  die*  Curve 


^^aV±6^v^--l=o,  ,  (b) 

welche  eine  Ellipse  oder  Hy- 
perbel darstellt,  durchschnei- 
det. In  diesem  Fall  ist,  wie 
bereits  in  §  58  gezeigt  wurde, 

Zj  =  2a^t^i,  wij  =  -(-  %b^v^ 

und  rii  =  —  2,  daher  ist  die 
zu  suchende  Gleichung 

19* 
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(c) 


2.  Aufgabe.  Man  er- 
mittle die  Gleichung  des  Tan- 
gentenpaars, welches  man  aus 
dem  Punkte  M^  von  den  Co- 
ordinaten  Xj,yi  an  die  Curve 


\a 


(e) 


U 


y 


2 


P 


X 


0. 


welche  eine  Parabel  ist,  legen 
kann.  In  dem  §  58  wurde 
bereits  gezeigt,  dass  bei  der 
vorliegenden  Curve  gi  =  —  1, 

\  =  — —  und  tj  =  —  a?i  wird, 


P 


und   deshalb  lautet    die    ge- 
suchte Gleichung 

0'  - 


{a^u^udzb^v^v — 1)^  — 
(a'u,^  ±  b'v,'   -   1)   .(d) 
{a^u^dtb^v^  —  l)  =  0. 


2.  Aufgabe.  Die  Glei- 
chung des  Punktpaars  ist 
zu  suchen,  wo  die  Gerade  (L^) 
von    den  Coordinaten  u^y  v^ 

die  Curve 

4 


2~v^ 


U   ^=-'   0, 


p 


welche  eine  Parabel  ist,  durch- 
schneidet. Nachdem  hier,  wie 
man    in    §  58    gesehen    hat, 

4 
L  = ,    m.  =  2  v.    und 

4 

n,  = u.   ist,  erhält  man 

p 

als  gesuchte  Gleichxmg 
/  2  \^ 


p 


4   {v.^  -  ju,) 


(h) 


§  61.     Gtemeinsame  Punkte  und  Tangenten  zweier  Kegelschnitte. 

Um  die  gemeinsamen  Punkte  zweier  Kegelschnitte  (?/') 
und  (J7")  von  den  Gleichungen 

zu  finden,  hat  man  sich  mit  der  Aufsuchung  derjenigen 
Wertesysteme  von  aj,  y  zu  beschäftigen,  welche  diesen  beiden 
Gleichungen    gleichzeitig    genügen,     und    da    jedes    dieser 


(a). 
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Wertesysteme  einen  Schnittpunkt  der  beiden  Kegelschnitte 
bestimmt,  so  ist  die  Anzahl  der  Wertesysteme  obiger  Glei- 
chung zugleich  identisch  mit  der  Zahl  der  Schnittpunkte 
der  durch  sie  dargestellten  Kegelschnitte.  In  analoger  Weise 
hat  man  nun  auch  bei  der  Ermittlung  der  genannten  Tan- 
genten dieser  Curven  vorzugehen,  hierbei  aber  die  reciproken 
Gleichungen  von  (a),  nämlich 

,,,  2^2,3't;  +  ^3,8'  =  o 

zum  Ausgangspunkte  zu  wählen,  und  es  ist  klar,  dass  jedes 
Wertesystem  u^  v,  welches  den  Gleichungen  (b)  Gentige 
leistet,  auch  eine  gemeinsame  Tangente  der  Kegelschnitte  (ZJ') 
und  (?7")  bestimmt.  Selbstverständlich  sind  die  in  den  zwei 
letzten  Gleichungen  vorkommenden  Coefficienten  ^/,t'  und 
^iyk%  wenn  A'  und  -4"  die  Discriminanten  der  Gleichungs- 
polynome U'  und  Z7"  bedeuten,  aus  -4',  beziehungsweise  -4", 
in  derselben  Weise  zu  construieren,  wie  die  bereits  mehr- 
fach erwähnten  Coefficienten  Aiyjc  aus  A,  Unsere  Aufgabe 
ist  somit  beendigt,  sobald  die  beiden  Gleichungen  (a),  respec- 
tive  (6)  aufgelöst  sind,  und  beschäftigen  wir  uns  deshalb 
mit  der  Auflösung  derselben.  Setzt  man  nun  zu  diesem 
Zwecke : 

-4q'=4j,j',   A^'  =  Ä^y2^v-\- 

+ 


a 


a, 


<^us,     <  =  «2;  2' 2/^  + 
2öt2;3'y+a3;3'; 

1  =  ^i;  2  y  + 

'/<..2       I 


n  *'  —  a      " 


a, 


a 


i?d  ? 


a, 


=    «2^2     3/ 


V 


'^-4-2,3   V    -|-    -A3, 3  , 

-^1?8    ?     -^2      =-4.2,2      V     + 

2a2,3"2/  +  «8,3"? 
so  nehmen  die  Gleichungen  (a),  respective  (6),  die  Form  an 

'^  +  a/a?  -[-  a^'  =  0        A^*  u"  +  -4/i^  +  4^'  =  0 

+  4/'i^+  ^2"  =0, 


4  "  = 
2  ^2, 3"  t;  +  ^3,3", 


«0  ^ 


'0 


u 


2 


und    aus    diesen    findet    man    durch  die  Elimination  von  a?, 
beziehungsweise  w,  nach  der  Methode  von  Sylvester***) 


***)  Salmon-Fiedler,  Algebra  der  linearen  Transformationen. 
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öto' 

< 

a,' 

0 

0 

«o' 

<h' 

< 

«o" 

< 

< 

0 

0 

< 

< 

< 

0, 


-^0 
0 

o 


A' 
A' 
A" 
A" 


A' 
A- 
A" 
A" 


A  ' 


A  " 

-Äa 


oder   nach   erfolgter  Berechnung    der   hier   vorkommenden 

Determinanten 


(c)  .       (ai'  ao"    —    aj"  ao') 


und  diese  Gleichung  ist  in  y,  respective  v,  vom  vierten 
Grade,  besitzt  demnach  vier  Wurzeln.  Hat  man  nun  die  vier 
Wurzeln  der  Gleichung  (c),  beziehungsweise  (d),  berechnet, 
so  substituiere  man  dieselben  in  die  Gleichungen  (a),  respec- 
tive (&),  wodurch  man  für  eine  jede  dieser  Wurzeln  zwei 
Gleichungen  erhält,  die  in  a?,  beziehungsweise  u,  vom  2.  Grade 
sind.  Die  beiden  Gleichungen  eines  solchen  Paars  haben 
aber  bloß  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  und  diese  ist  bei- 
zubehalten. Letzteres  erhellt  schon  aus  dem  Umstände, 
dass  man  durch  die  Elimination  von  y  oder  v  aus  (a), 
respective  (6),  abermals  eine  Gleichung  vierten  Grades  in  a?, 
respective  u,  erhalten  hätte.  Damit  ergibt,  sich  gleich- 
zeitig der 

Satz :  Zwei  Kegelschnitte  Satz :  Zwei  Kegelschnitte 
haben  vier  gemeinsame  Punk-  haben  vier  gemeinsame  Tan- 
te, die  auch  paarweise  imaginär  genten,  die  auch  paarweise 
sein  können.  imaginär  sein  können. 


Capitel  XI. 
Polarisation. 


§  62.     Gleichung  der 

Haben  die  in  §  56  mit 
M'  und  M'*  bezeichneten 
Punkte  eine  solche  Lage  be- 
züglich der  Curve  2.  Ordnung 
?7=  Oy  dass  ihre  Verbindungs- 
linie (L)  diese  Curve  in  zwei 
Punkten  K'  und  K'*  durch- 
schneidet, welche  mit  M*  und 
3f"  zwei  harmonische  Punkt- 
paare  oder  eine  harmonische 
Punktreihe  bilden,  so  nennt 
man  die  beiden  Punkte  M 
und  M*  ein  Paar  harmonischer 
Pole  in  Bezug  auf  die  Curve 
U  :=i  o,  Selbstverstl^ndlich 
ist  jetzt  nach  §  19  und  §  30 
das  Doppelverhältnis  {M'M' 

K'  Z")  =  -^  ==  —  1  oder  die 

Summe  A'  -|-  A"  =  o,  wenn 
auch  hier  wieder  2'  und  2" 
die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung  (344)  repräsen- 
tieren. Man  ist  sonach  im 
Stande,  den  geometrischen 
Ort  aller  dem  Punkte  M  zu- 
geordneten harmonischen  Pole 
Jtf"  zu  bestimmen,  indem  die 
Bedingung  A'  -f-  A"  •=  o  nach 


Polaren  und  des  Pols. 

Besitzen  die  in  §  56  mit 
(L*)  und  (i")  bezeichneten 
Strahlen  hinsichtlich  der 
Curve  2.  Classe  2J=  o  eine 
solche  Lage,  dass  die  aus 
ihrem  Schnittpunkte  M  an 
diese  Curve  gelegten  Tan- 
genten (ro  und  (T")  mit 
(i')  und  (i")  zwei  harmonische 
Strahlenpaare  oder  einen  har- 
monischen Strahlenbtlschel 
bilden,  so  heißen  die  beiden 
Strahlen  (i')  und  (i")  ein 
Paar  harmonischer  Polaren 
in  Bezug  auf  die  Curve -S=o, 
Selbstverständlich  ist  jetzt 
nach  §  19  und  §  30  das 
Doppelverhältnis  (i'i'TT") 

=  —  =  —  1  oder  die  Summe 

>l'  -f"  A"  =  0,  wenn  auch 
hier  wieder  ^'  und  A"  die 
Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung  (345)  darstellen. 
Man  ist  somit  in  der  Lage, 
den  geometrischen  Ort  aller 
dem  Strahl  (i')  zugeordneten 
harmonischen  Polaren  (i") 
zu  bestimmen,  indem  die  Be- 
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Gl.  (344)  in  §  56  bloß  be- 
dingt, dass  die  in  dieser 
Gleichung  mit  K  bezeichnete 
Größe  verschwindet,  d.  h. 
die  Coordinaten  xi'  von  M* 
der  Relation  genügen  S  UiXi* 
=  0,  oder  S Vi* xi  =  o,  wo- 
raus sofort  folgt,  dass  der 
fragliche  geometrische  Ort  de- 
finiert ist  durch  eine  der 
beiden  Gleichungen: 


(373) 
(375) 


P*^TJ^x,*^-ü^x^^-\- 

U^x^'  =  0, 


dingung  2'  -\-  X'*  =  o  nach 
Gl.  (345)  in  §  56  bloß  be- 
dingt, dass  die  in  dieser 
Gleichung  miiR  bezeichnete 
Größe  verschwindet,  d.  h. 
die  Coordinaten  w/'  von  (i") 
der  Relation  genügen  SUiUi* 
=  0j  oierSUi'Ui  =  o,  wo- 
raus sich  ergibt,  dass  der  in 
Frage  stehende  Ort  definiert 
ist  durch  eine  der  beiden 
Gleichungen : 


(374) 
(376) 


und  hieraus  folgt  gleichzeitig,  weil  dies  die  Gleichung 
einer  Geraden  P'  I  eines  Punktes  M' 

ist,  der  wichtige 


Satz:  Der  geometrische 
Ort  aller  einem  gegebenen 
Punkte  zugeordneten  harmo- 
nischen Pole  in  Bezug  auf 
eine  Curve  2.  Ordnung  U=  o 
ist  eine  Gerade. 

Diese  Gerade  heißt  die 
Polare  des  gegebenenPunktes, 
und  ist  demnach  auch  (373) 
oder  (375)  die  Gleichung  der 
Polaren  (P)  des  Punktes  if 
von  den  trimetrischen  Coor- 
dinaten Xi^  in  Bezug  auf  die 
Curve  2.  Ordnung  U  =  o. 

Ist  (i)  ein  Strahl  in  der 
Ebene  der  Curve  U  =  o, 
welcher  letztere  in  demPunkt- 
paar  K\  K!*  trifft,   und   con- 


Satz:  Der  geometrische 
Ort  aller  einem  gegebenen 
Strahl  zugeordneten  hanno- 
ni  sehen  Polaren  in  Bezug 
auf  eine  Curve  2.  Classe 
^  =•  0  ist  ein  Punkt. 

Dieser  Punkt  heißt  der 
Pol  der  gegebenen  Geraden, 
und  ist  daher  auch  (374)  oder 
(376)  die  Gleichung  des  Pols 
M*  der  Geraden  (i')  von  den 
trigonalen  Coordinaten  ui  in 
Bezug  auf  die  Curve  2.  Classe 
2;=  0. 

Ist  M  ein  Punkt  in  der 
Ebene  der  Curve  2  =  Oj 
ferner  (T'),  (T")  das  Tan- 
gentenpaar aus  diesem  Punkte 
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struiert  man  zu  jedem  Punkte 
M'  in  (i)  den  zugeordneten 
harmonischen  Pol  M*  bezüg- 
lich Z7  =  0,  so  theilen,  nach 
der  eben  gegebenen  Definition 
harmonischer  Pole,  die  Punkte 
MundiM"  die  Strecke  Z'iT" 
harmonisch  und  bilden  somit 
auch  ein  Paar  entsprechender 
Punkte  einer  quadratischen 
Punktinvolution  mit  den  Dop- 
pelpunkten K'  und  R% 


an  die  Curve,  und  construiert 
man  zu  jedem  Strahl  {L') 
aus  M  den  zugeordneten  har- 
monischen Strahl  (L")  be- 
züglich U  =^  Oj  so  theilen, 
nach  der  bereits  vorausge- 
schickten Definition  harmo- 
nischer Polaren,  die  Strahlen 
(Z')  und  (i")  den  Winkel 
(T'  T")  harmonisch  und  bilden 
folglich  auch  ein  Paar  ent- 
sprechender Strahlen  einer 
quadratischen  Strahleninvo  - 
lution  mit  den  Doppelstrahlen 


(T')  und  (T"), 
und  hieraus  folgt  der 


Satz:  Auf  einer  jeden 
Geraden  in  der  Ebene  einer 
Curve  2.  Ordnung  existieren 
unendlich  viele  Paare  har- 
monischer Pole  bezüglich 
dieser  Curve,  und  dieselben 
bilden  eine  quadratische 
Punktinvolution,  deren  Dop- 
pelpunkte die  beiden  Schnitt- 
punkte der  Geraden  mit  der 
Curve  darstellen. 

Zurückkehrend  zur  Po- 
laren (P')  des  Punktes  itf, 
seien  Jlf' "  und  M^^  diejenigen 
Punkte,  in  welchen  die  Polare 
(P')  die  Curve  U=o  durch- 
schneidet und  Xi^%  x}^  die 
trimetrischen  Coordinaten  die- 
ser Punkte.  Alsdann  lauten 
nach  (352)  in  §  58  die  Glei- 
chungen der  Tangenten  (T"") 
und  {T^^)y  welche  man  in  den 


Satz:  Aus  einem  jeden 
Punkte  in  der  Ebene  einer 
Curve  2.  Classe  lassen  sich 
unendlich  viele  Paare  harmo- 
nischer Polaren  bezüglich 
dieser  Curve  verzeichnen, 
und  dieselben  bilden  eine 
quadratische  Strahleninvolu- 
tion, deren  Doppelstrahlen  die 
aus  diesem  Punkte  an  die 
Curve  gelegten  Tangenten 
sind. 

Zurückkehrend  auf  den 
Pol  M  der  Geraden  {L'\ 
seien  (T'")  und  (T^v)  die 
Tangenten,  welche  man  in 
jenen  Punkten  M"  und  M^^ 
an  die  Curve  2  =■  o  legen 
kann,  wo  diese  von  iL')  ge- 
schnitten wird,  und  Ui*\  Ui^^ 
die  trigonalen  Coordinaten 
besagter  Tangenten.  Alsdann 
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Punkten  M'"  und  M^  an  die 
Curve  U  ==  o  legen  kann: 

T'"  =  CT','"»!  4-  U^"'xt  + 


U. 


IV 


OJc 


+   DaiVa,,  =  0, 


wenn  das  Symbol  C7i((>)  de- 
finiert    ist     durch     UM    = 

und  weil  J!f "  und  M^^  auch 
Punkte  der  Polaren  (P')  sind, 
so  unterliegen  nach  Gl.  (375) 
dieses  Paragraphen  deren  Co- 
ordinaten  a?/'"  und  Xi^^  den 
beiden  Relationen 

welche  im  Vereine  mit  den 
beiden  obigen  Gleichungen 
aussagen,  dass  3f  ein  gemein- 
samer Punktder  Geraden  (T'") 
und  (r^v)  ist,  und  hieraus 
folgt,  dass  die  Polare  (P') 
des  Punktes  M  identisch  ist 
mit  der  Berilhrungssehne  des 
aus  diesem  Punkte  an  die 
Curve  U  =  0  gelegten  Tan- 
gentenpaars. 


lauten  nach  (353)  in  §  58 
die  Gleichungen  der  Be- 
rührungspunkte -Jf "  und  M  ^ : 

wenn  das  Symbol  2M  de- 
finiert    ist     durch    2i(e)    = 

und  weil  iüf'"  und  M^^  gleich- 
zeitig Punkte  von  (L')  sind, 
so  müssen  die  Coordinaten  Ui 
dieser  Geraden  den  beiden 
obigen  Gleichungen  genügen, 
d.  h.  die  Relationen  bestehen 

woraus  nach  Gl.  (376)  dieses 
Paragraphen  folgt,  dass  M 
ein  gemeinsamer  Punkt  der 
Tangenten  (T'")  und  (T^v) 
ist,  «und  hieraus  ersieht  man 
wieder,  dass  der  Pol  ikP  der 
Geraden  (i')  identisch  er- 
scheint mit  jenem  Punkte,  in 
welchem  die  beiden  Tangenten 
sich  durchschneiden,  die  man 
in  den  Schnittpunkten  von 
(i')  mit  der  Curve  an  letztere 
legen  kann. 

Gestützt  auf  die  eben  angestellten  Betrachtungen  und 
in  Anbetracht,  dass  eigentliche  Curven  2.  Ordnung  gleich- 
zeitig Curven  2.  Classe  sind,  die  wir  mit  dem  gemeinsamen 
Namen  der  Kegelschnitte  belegten,  gelangt  man  sonach  zu 
dem  folgenden  Ergebnisse.  Ist  nämlich  (P)  die  Polare  des 
Punktes  M  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 

Ä  a2,  ^X^X^    -\-    Og,  3  X^      =    0, 
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so  ist  umgekehrt  M  der  Pol  der  Geraden  {P*)  in  Bezug 
auf  denselben  Kegelschnitt.  Irgend  ein  durch  M'  gelegter 
Strahl  (i)  durchschneidet  die  (P')  in  einem  Punkte  Jf,  da- 
gegen den  Kegelschnitt  (U)  in  zwei  Punkten  K,  K*,  welche 
die  Strecke  M'  M  harmonisch  theilen,  und  umgekehrt  theilen 
wieder  M  und  M  die  Strecke  K*  K*  harmonisch;  ferner 
hat  der  Punkt  M^  in  welchem  der  aus  M  gelegte  Strahl  (L) 
die  (PO  triflFt,  noch  eine  solche  Lage»  dass  das  aus  ihm  an 
den  Kegelschnitt  iJJ)  gelegte  Tangentenpaar  (T');  (^'0  d^ii 
Winkel  (P',  L)  harmonisch  theilt,  während  wieder  umgekehrt 
{P*)  und  (i)  den  Winkel  (T'  T")  harmonisch  theilen.  Nach- 
dem endlich  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  (CT)  in  trigo- 
nalen  Liniencoordinaten  lautet: 

so  ist  nach  (373) 

r377)       ^  (^iM  ^1    "T  ^i?2^2    ~r  ^1?  3  ^3)^1  'T  {^i9i^    ~r 

Öt2?2^2'+«2>3aJ3')^2  +  (ötuS^?!' +  a2?8a?2' +  «8?8  ^3')«^  =  0 

die  Gleichung  der  Polaren  (P')  des  Punktes  M  von  den 
trimetrischen  Coordinaten  Xi  bezüglich  des  Kegelschnittes 
{U),  während  umgekehrt,  wenn  t^,' die  trigonalen  Coordinaten 
von  (P')  sind,  nach  (374) 

r378)  ~(l'l^l'"^l'2^2'"f'-^l?2^')^l"f*  (-^172^1 '"l"-4;2^2'"l" 

-Ag,  8  ^  )  %   -r    (-^1  >  8  ^1     ~r  -4?  3  ^2      "T    -^3>  8  %  )  ^8    ^^^^    ^ 

die  Gleichung  des  Pols  von  (P')  darstellt. 

Wie  man  sieht,  stimmen  die  Gleichungen  (373)  bis 
(376)  mit  den  früher  gefundenen  (352)  bis  (355)  vollkommen 
überein,  nur  haben  hier  osj',  beziehungsweise  i^<',  eine  andere 
Bedeutung,  u.  zw.  sind  in  den  vier  ersten  Gleichungen  aj«' 
die  trimetrischen  Coordinaten  des  Pols  und  i*<'  die  trigonalen 
Coordinaten  der  Polaren,  während  in  den  vier  letzten  Glei- 
chungen die  Coordinaten  a?,'  dem  Berührungspunkte,  jene 
W  aber  der  Tangente  angehören.  Daraus  folgt  aber  auch 
gleichzeitig,  dass  die  Polare  eines  Punktes  M  des  Kegel- 
schnittes (CT)  bezüglich  des  letzteren  dargestellt  wird  durch 
die  Tangente,  gelegt  in  diesem  Punkte  an  die  Curve,  und 
dass  der  Pol  einer  Tangente  (T')  des  Kegelschnittes  (J7)  be- 
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züglich  des  letzteren  identisch  erscheint  mit  dem  Berührungs- 
punkte von  {T')  mit  der  Curve.  Ferner  ist  auch  klar,  dass 
unter  Zugrundelegung  von  gebräuchlichen  Punkt-  und  Linien- 
coordinaten  x,  y,  respective  u,  v,  die  Gleichungen  (352)  bis 
(355)  zu  ersetzen  wären  durch  jene  (358)  bis  (361),  und  ist 
sonach  (358)  oder  (360)  die  Gleichung  der  Polaren  eines 
Punktes  M^  von  den  Coordinaten  x^,  y^  bezüglich  der  Curve 
i.  Ordnung  Z7  =  «ui  ^^  +  2  a^jg  ä;^  -|-  . . .  -|-  a^,^  =  o 
und  (359)  oder  (361)  die  Gleichung  des  Pols  einer  Geraden 
(i^)  von  den  Coordinaten  u^^v^j  bezüglich  der  Curve  2.  Classe 
2  ~  a^j^u^  +  2a^j.2uv  -{-...+  «3,3  =  0. 

§  63.     Sätze  über  Pol  und  Polare. 


Satz.  Ist  die  Discrimi- 
nante  A  der  ternären  Form 
JJ  =  S  atf  k  Xi  Xk  von  null 
verschieden,  so  ist  die  Polare 
eines  jeden  Punktes  bezüg- 
lich der  Curve  U  =^  0  ein- 
deutig bestimmt. 

Beweis.  Die  Gleichung 
der  Polaren  eines  Punktes 
ik/(^)  von  den  Coordinaten  a?/^) 
bezüglich  einer  Curve  2.  Ord- 
nung U=o  lautet  nach  §  62 
IKo)  ^  U,(^^x,  -f  U^^'^x^-i- 
W'^x^  =  0, 


Satz.  Ist  die  Discrimi- 
nante  E  der  ternären  Form 
2J  =  S  a-i,  k  Ui  Uk  von  null 
verschieden,  so  ist  der  Pol 
einer  jeden  Geraden  bezüglich 
der  Curve  2J  =  o  eindeutig 
bestimmt. 

Beweis.  Die  Gleichung 
des  Pols  einer  Geraden  {L^^^) 
von  den  Coordinaten  w/^)  be- 
züglich einer  Curve  2.  Classe 
JS  =  0  lautet  nach  §  62 

und  in  dem  speciellen  Fall,  wo  die  Discriminante  A  =  0, 
respective  E  =  0  ist,  existiert  stets  ein  Punkt  M^^\  respec- 
tive eine  Gerade  (i^"*^),  für  dessen  Coordinaten  a?/*'),  beziehungs- 
weise u^^\  gleichzeitig  die  nachfolgenden  drei  Gleichungen 
bestehen,  nämlich: 


«1M«^1^'^    +«1; 


X. 


(0) 


+ 


«i;3«^3^'^    =   0 


(a) 


«2;3«3^'''^     =    ^ 


«3?  3^3^''^     =    0} 


«IM^i^'^    +«1?2^2^'^    + 


«, ,  0  U<i^^^    =    0 


'US 


a 


i;2 


«i^+a^,,  V>  + 


^2;  3  ^3 


(0^    _ 


.(6) 


«i;3^1^'^    +  «27  3^2^'^    + 
«3;  3%^'^    =    0, 
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u.  zw.  ist  nach  der  Determinantentheorie 

Substituiert  man  nun  in  y/^^)  für  aji<^),  in  ^C*»)  für  t^/<»),  die 
aus  den  letzten  Gleichungen  resultierenden  Werte,  so  wird 
Z7/'')=?=o  und  JS/''^  =  o,  weshalb  die  Gleichungen  der  Polaren 
und  des  Pols  übergehen  in  o  =  o,  zum  Beweise,  dass  die 
Polare  des  durch  (379).  bestimmten  Punktes,  sowie  der  Pol 
der  durch  (380)  gegebenen  Geraden,  unbestimmt  ist.  Wird 
aber  A^  sowie  JS,  nicht  gleich  null,  so  existiert  auch  kein 
Wertesystem  von  aj/^^,  beziehungsweise  w/*'),  welches  den 
Gleichungen  (a),  respective  (6),  gleichzeitig  genügt,  und 
daher  ist  auch  die  Polare  von  M")  eine  bestimmte  Gerade, 
sowie  der  Pol  von  (I^^)  ein  bestimmter  Punkt. 


Satz.  Ist  die  Discrimi- 
nante  A  der  ternären  Form 
U=  SaifkQßiXk  von  null  ver- 
schieden, so  ist  der  Pol  der 
Geraden  {P")  bezüglich  U  =  o 
eindeutig  bestimmt. 

Beweis.     Ist   a^  u^    -}- 

«2^2  4"  %^3  =  ö  <iiG  Glei- 
chung der  Geraden  (P),  so 
resultieren  die  Coordinaten  x/ 
ihres  Pols  nach  (373) 


Satz.  Ist  die  Discrimi- 
nante  E  der  ternären  Form 
2  =  SoijicUiUk  von  null  ver- 
schieden, so  ist  die  Polare 
eines  Punktes  M  bezüglich 
2=0  eindeutig  bestimmt. 

Beweis.     Ist  a^  u^    + 

^2^2  ~f~  ^a'^s  =  ö  die  Glei- 
chung des  Punktes  M\  so 
resultieren  die  Coordinaten  ti,' 
seiner  Polaren  nach  (374) 


aus  den  drei  Gleichungen 

in  welchen  q  einen  Proportionalitätsfactor  darstellt,  und 
hieraus  lassen  sich,  unter  der  ausdrücklichen  Annahme,  dass 
A  und  E  nicht  gleich  null  werden,  die  Coordinaten  Xi  und 
und  t^'  eindeutig  berechnen.  Es  bilden  somit  Pol  und  Polare 
ein  festes  System,  sobald  ein  irreducibler  Kegelschnitt  zu 
Grunde  liegt,  d.  h.  durch  die  Annahme  des  einen  Gebildes 
ist  das  andere  eindeutig  bestimmt.  Dieses  feste  System 
heißt  das  Polarsystem,  und  wenn  daher  x  ein  in  der  Ebene 
des  Kegelschnittes  Z7  ^  «i,  1  «1  ^  +  2  a^,  3  a?i  aJ2  "h  ^2;  2  ^2 ^  "h 
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2ai,3CCi  0^3  -[-  2a2js^2^B  4"  a3;3^8*  =  0  liegender  Punkt 
ist  mit  den  trimetrischen  Coordinaten  «,,  so  entspricht  dem- 
selben eine  Gerade  (w),  deren  Coordinaten  hervorgehen  aus 
QUi  =  Of'yi  ^i  -j-  cLi}2  052  ~f"  %3  ^3;  Während  umgekehrt  einem 
in  der  Ebene  der  Curve  17=^0  liegenden  Strahl  (u)  von 
den  Coordinaten  Ui  ein  Punkt  x  entspricht,  dessen  Coordinaten 
sich  ergeben  aus  fiXi  =  Ai^iU^  -\-  Ai^^u,^  -f-  Aij^u^j  so- 
bald man  in  diesen  Gleichungen  i  =  1^  2,  3,  a^^^  =  a*,,- 
und  Aiyk  =  Akyi  setzt.  Ferner  ist  der  geometrische  Ort 
der  Polaren  sämmtlicher  Punkte  eines  Kegelschnittes 
q)  (a?i  «3  x^)  =^  0  bezüglich  des  Kegelschnittes  U  =  o  als 
Grundcurve  oder  Ordnungscurve  abermals  ein  Kegelschnitt 
von  der  Gleichung  g>  {A^^^^Ui  -^  A^^^u^  -f-jd^st^j,  A^^^Uj^  -j~ 

^2,3%    +    ^2^3  %?      A?3«^l     4-    •4273^2     +    ^S^S^s)    =    O,    UUd 

dieser  Kegelschnitt  heißt  die  polarreciproke  Curve  von 
q>  (ccj  a?2  ajs)  =  0.  Wäre  dagegen  die  Gleichung  des  Kegel- 
schnittes (g))  in  trimetrischen  Liniencoordinaten  gegeben  und 
^  (w^  t^a  U3)  =  0    diese  Gleichung,    so    hieße    ^  («i;  i  «i  + 


^17  2  ^« 


+  «1; 


a? 


87 


Ott   «   O     «*/-^         ""J~        0^«  Q     fljfl 


"17  2 


'27  2 


+    «27 


8  ^87      «17  8  *^1       i 


«27  8^2  ~l"  «878^3)  ==  ^  diö  Gleichung  des  polarreciproken 
Kegelschnittes  von  (g?)  bezüglich  des  Grundkegelschnittes 
U  ==  0.  Damit  ist  die  Übereinstimmung  mit  demjenigen 
vollkonmien  erwiesen,  was  in  §  53  gesagt  wurde. 


Satz.  Ist  ?7  =  0  die  Glei- 
chung eines  Geraden paars,  so 
geht  die  Polare  eines  jeden 
Punktes  bezüglich  t/==o  durch 
den  Mittelpunkt  dieses  Paars. 

Beweis.  Wenn  das  geo- 
metrische Äquivalent  der 
Gleichung  CT  =  o  ein  Ge- 
radenpaar sein  soll,  so  ver- 
schwindet bekanntlich  die 
Discriminante  A  von  U  und 
ergeben  sich  nach  Gl.  (350) 
in  §  57  die  Coordinaten»/*') 
des  Mittelpunktes  JH/^*")  dieses 
Paars  aus 


Satz.     Ist  2=0  die 

Gleichung  eines  Punktpaars, 
so  liegt  der  Pol  einer  jeden 
Geraden  bezüglich  2  =  0 
in  dem  Träger  des  Paars. 

Beweis.  Wenn  das  geo- 
metrische Äquivalent  der 
Gleichung  2J=o  ein  Punkt- 
paar sein  soll,  so  verschwindet 
bekanntlich  die  Discriminante 
JE?  von  2J  und  ergeben  sich 
nach  Gl.  (251)  in  §  57  die 
Coordinaten  t^^**)  des  Trägers 
(Z^**))  dieses  Paars  aus 
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Fig.  73. 


Aij  a  •  -^ö  3  • 


Anderseits  lautet  nach  (375) 
in  §  62  die  Gleichung  der 
Polaren  (P')  eines  Punktes 
M'  von  den  Coordinaten  a?,' 
bezüglich  U  =  o: 

und  weil  für 


2,3 


t^i(^) :  Wa^^) :  Wg^^)  =  i?c,i : 


•*/j  ^^■~  «*/ 


r(<>). 


Wie 


man  soeben  gesehen  hat,  auch 
Ui  =  U^^^  =  0  wird,  so  ver- 
schwindet das  Gleichungs- 
polynom obiger  Gleichung  für 
Xi  =  xf^\  mögen  hierbei  die 
Coordinaten  Xi  was  immer  für 
Werte  besitzen,  weshalb  auch 
die  Polare  eines  jeden  Punktes 
jjf  durch  den  Mittelpunkt  Jlf^^) 
des  Paars  gehen  muss. 

Es  ist  nun  auch  leicht, 
die  Polare  (P')  eines  Punktes 
M  bezüglich  eines  Geraden- 
paars (i'),  (i")  constructiv 
zu  bestimmen.  Man  braucht 
zu  diesem  Zwecke  bloß  den 
Punkt  M'  in  Fig.  73  mit 
dem  Mittelpunkte  M^^'^  des 
Paars  durch  eine  Gerade  (i) 


£,-,2  •  -^Os- 


Anderseits     lautet    nach 
(376)  in  §  62  die  Gleichung 
des   Pols  M'    einer    Geraden 
(P )  von  den  Coordinaten  ui 
bezüglich  2  =  o: 

und  weil  für  Ui  =  v,i^^\  wie 
man  soeben  gesehen  hat,  auch 
2Ji  =  JS^^^  =  0  wird,  so  ver- 
schwindet das  Gleichungs- 
polynom obiger  Gleichung  für 
Ui  =  tLi^^\  mögen  hierbei  die 
Coordinaten  W  was  immer 
für  Werte  besitzen,  weshalb 
auch  der  Pol  einer  jeden 
Geraden  (P)  in  der  Geraden 
(Zf*^^))  liegen  muss. 

Es  ist  nun  auch  leicht, 
den  Pol  M^  einer  Geraden 
(P)  bezüglich  eines  Punkt- 
paars K'y  K'*  constructiv  zu 
bestimmen.  Man  braucht  zu 
diesem  Zwecke  bloß  die  Ge- 
rade (P)  in  Fig.  74  mit  dem 
Träger  (i^^^)  des  Paars  zum 
Schnitte  zu  bringen,  wodurch 
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zu  verbinden  und  dann  zu 
den  beiden  Elementen  (i'), 
(Z")  des  Paars  und  dem 
Strahl  {L)  die  vierte  harmo- 
nische Linie  in  der  in  §  22 
gegebenen  Methode  zu  con- 
struieren,  welche  gleichzeitig 
die  gesuchte  Polare  (P')  dar- 
stellt. Denn  legt  man  nun 
durch  den  Punkt  M  irgend 
eine  Transversale  (T),  welche 
die  beiden  Elemente  des 
Paars  in  K  und  K*\  die 
Polare  {F)  aber  in  M  trifft, 
so  repräsentieren  nach  §  18 
die  Punkte  Ky  K'  und  M, 
M'  zwei  harmonische  Punkt- 
paare, und  ist  sonach  auch 
My  M  ein  Paar  harmonischer 
Pole  bezüglich  des  Geraden- 
paars. Nachdem  nun  die 
durch  M  gelegte  Transver- 
sale sonst  ganz  beliebig  ge- 
wählt wurde,  so  ist  auch  jeder 
Punkt  von  (P')  ein  zugeord- 
neter harmonischer  Pol  von 
My  was  die  Richtigkeit  der 
Construction  nach  der  Defi- 
nition der  Polaren  beweiset. 
Fällt  M  mit  M*')  zusammen, 
so  führt  diese  Construction 
nicht  mehr  zum  Ziel  und  ist 
die  Polare  dann  unbestimmt. 
(Siehe  §  19.) 

Satz.  Ist  (PO  die  Polare 
des  Punktes  3f',  (P")  jene 
eines  anderen  ilf",  beide  be- 


der  Punkt  ilf  sich  ergibt,  und 
hierauf  zu  den  Punkten  K*y 
K*  und  M  den  vierten  har- 
monischen  Punkt    nach    der 
in    §    22    bereits    gegebenen 
Methode  zeichnerisch   zu  er- 
mitteln, welcher  zugleich  den 
gesuchten   Pol    M    von  {P*) 
repräsentiert.    Denn  legt  man 
durch  den  Punkt  M  irgend 
eine  Gerade  (Z),    welche  die 
(P')  in  dem  Punkte*  T  triflFt, 
und  verbindet  letzteren  durch 
die  Strahlen    [IJ)    und    (L") 
mit  K*  und  K!*y  so  repräsen- 
tieren nach  §  18  die  Strahlen 
{IJ\  {IJ*)  und  (Z),  (P*)  zwei 
harmonische     Geradenpaare, 
und  ist  sonach  auch  (Z),  (P') 
ein    Paar   harmonischer   Po- 
laren   bezüglich   des   Punkt- 
paars,  indem  die   aus   T  an 
iP  und  K'*  gelegten  Tangen- 
ten mit  (i')  und(L")  identisch 
sind.  Nachdem  aber  die  durch 
M  gelegte  Gerade  (Z)  sonst 
ganz  beliebig  gewählt  wurde, 
ist  ein  jeder  durch  M  gelegte 
Strahl  eine  zugeordnete  har- 
monische Polare  von  (PQ,  was 
die  Richtigkeit  der  Construc- 
tion nach  der  Definition  des 
Pols    constatiert.     Fällt   (P') 
mit  (Z^^^)  zusammen,  so  ist  der 
Pol  unbestimmt.  (Siehe  §  19.) 

Satz.  Ist  M  der  Pol 
der  Geraden  (P)  und  M" 
jener  einer  anderen  (P"); beide 
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zogen  auf  einen  Kegelschnitt 
U=^Oy  und  ist  M  ein  Punkt 
von  (P");  so  ißt  umgekehrt 
auch  Jf"  ein  Punkt  von  (P'). 

Beweis.  Die  Gleichun- 
gen der  Polaren  (P')  und 
(P")  sind  nach  (373)  in  §  62, 
wenn  aj,'  und  a?»"  die  Coor- 
dinaten  von  M"  und  ibf"  be- 
deuten, 


bezogen  auf  einen  Kegel- 
schnitt 2J=o^  und  geht  (P) 
durch  ilf",  so  geht  umgekehrt 
auch  (P')  durch  M. 

Beweis.  Die  Gleichun- 
gen der  Pole  M  und  M" 
sind  nach  (374)  in  §  62, 
wenn  u/  und  i*»"  die  Coor- 
dinaten  von  (P')  und  (P") 
bedeuten, 


und  weil  zufolge  der  hier  gemachten  Annahme 


die   Gerade   (P)   durch    den 
Punkt  If '  geht,  so  ist 


der  Punkt  M  in  der  Geraden 
(P")  liegt,  so  ist 

woraus  nach  den  in  §  54  bereits  gegebenen  Identitäten 
SUi^'xi'  =  SUi'Xi''  und  82i*'Ui'*  =  /Sl^/i^."  folgt: 

zum  Beweise,  dass  der  Punkt  Jf"  in  der  Polare   (P)  liegt, 
respective  (P')  durch  M  geht,    und    hieraus  folgt  nun  der 

weitere 


Satz :  Durchläuft  ein 
Punkt  eine  Gerade,  so  dreht 
sich  die  Polare  dieses  Punktes 
um  den  Pol  der  Geraden. 


Satz:  Dreht  sich  eine 
Gerade  um  einen  in  ihr  lie- 
genden Punkt,  so  beschreibt 
der  Pol  der  Geraden  die  Po- 
lare  des  Punktes. 

Sind  daher  M'  und  M"  zwei  Punkte  einer  Geraden  (P), 
(P')  und  (P")  die  Polaren  der  letzteren  bezüglich  eines 
Kegelschnittes  (CT),  so  ist  der  Schnittpunkt  der  Strahlen  (P') 
und  (P')  der  Pol  M  von  (P)  bezüglich  dieses  Kegelschnittes, 
und  umgekehrt,  repräsentieren  (P')  und  (P")  zwei  durch 
den  Punkt  M  gehende  Strahlen,  M  und  Jf"  die  Pole  der- 
selben bezüglich  eines  Kegelschnittes,  so  ist  die  Verbindungs- 
gerade dieser  Punkte  gleichzeitig  die  Polare  von  M  be- 
züglich dieser  Curve.  Diese  Eigenschaften  des  Pols  und 
der  Polaren  ermöglichen  es  nun,  die  Polare  eines  Punktes  M 

Haitrieb,  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte.  2q 
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bezüglich  eines  Kegelschnittes  zu  construieren,  wenn  das 
aus  M  an  die  Curve  gelegte  Tangentenpaar  imaginär  er- 
scheint, sowie  den  Pol  einer  Geraden  zu  finden,  sobald  die 
Schnittpunkte  der  letzteren  mit  dem  Kegelschnitte  ebenfalls 
imaginär  sind. 


Satz.  Ist  ein  Kegel- 
schnitt einem  Viereck  umge- 
schrieben, so  ist  in  dem 
Diagonaldreieck  des  letzteren 
jede  Seite  die  Polare  der 
Gegenecke. 

Beweis.  Sind  M\  M% 
M'"  und  M^  in  Fig.  75  die 
vier  Ecken  des  der  Curve 
eingeschriebenen  Vierecks,  so- 
wie M V  Mvi  und  Mvu  die 
drei  Ecken  des  Diagonaldrei- 
ecks vorliegenden  Vierecks,  so 
repräsentieren  nach  §  22  die 
Strahlen,  welche  die  Ecke  M^ 
mit  den  Punkten  M%  M^"^  M^\ 
jlfvii  verbinden,  einen  har- 
monischen Strahlenbtischel, 
und  daher  ist  auch,  zufolge 
des  bereits  vielfach  ange- 
wendeten Satzes  von  Pappus, 
wenn  man  die  Schnittpunkte 
der  Dreiecksseite  Jf^  JMy^^  mit 
den  Strahlen  m^  M^"^  und 
M^'M'  mit  M,  und  M^  be- 
zeichnet, (itf'M'vjfviJItfJ  = 
(Jlf "  M"  Jfvi  Jtf j  =  _  1^  d.  h. 
Jfi  und  jJfvi,  sowie  M^  und 
M^^j  repräsentieren  je  ein 
Paar  harmonischer  Pole  be- 
züglich eines  jeden  dem  Vier- 
eck umgeschriebenen  Kegel- 
schnittes,   weshalb    auch  die 


Satz.  Ist  ein  Kegel- 
schnitt einem  Vierseit  einge- 
schrieben, so  ist  in  dem  Dia- 
gonaldreiseit  des  letzteren  jede 
Ecke  der  Pol  der  Gegenseite. 

Beweis.  Es  seien  wieder 

(L%  (i'O,  (i'")  und  (iiv)  in 
Fig.  76  die  vier  Seiten  des 
der  Curve  umgeschriebenen 
Vierseits,  sowie  (i^),  (L^^) 
und  (ivn)  die  Seiten  des 
Diagonaldreiseits  dieses  Vier- 
seits. Alsdann  sind  nach 
§  22  (L%  (L'O  und  (Lvn), 
(ZJ,  sowie  (i"0,  (i^)  und 
(L^^Dj  (ig)  haimonisch,  so- 
bald noch  die  Strahlen,  welche 
die  Punkte  M^  und  M^  mit 
dem  Schnittpunkte  der  Seiten 
(U)  und  (L^i)  des  Diagonal- 
dreiseits verbinden,  mit  (ii) 
und  (L2)  bezeichnet  werden. 
Aus  diesem  Grunde  stellen 
aber  auch  (LJ  und  (i^, 
sowie  (L2)  und  (i^^),  je  ein 
Paar  harmonischer  Polaren 
dar  bezüglich  eines  jeden 
Kegelschnittes,  welcher  diesem 
Vierseit  eingeschrieben  er- 
scheint, und  ist  daher  der 
Schnittpunkt  von  (ZrJ  mit 
(£2)?  oder  was  dasselbe  ist, 
der  Schnittpunkt  der  beiden 
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Verbin  dungsgeraden  M^  if  vii 
die  Polare  von  My^  bezüg- 
lich einer  jeden  dieser  Curven 
darstellt. 


Strahlen  {U)  und  (ivi)  der 
Pol  von  {L  vH). 


M.       (l^J 


Fig.  75. 

Es  wird  hier  noch  bemerkt,  dass  der  erste  der 
beiden  eben  bewiesenen  Sätze  die  Möglichkeit  bietet, 
die  Polare  eines  Punktes  bezüglich  eines  Kegelschnittes 
constructiv  zu  bestimmen,  ohne  das  Tangentenpaar  aus 
dem  Punkte  an  die  Curve  zu  verzeichnen.  Man  lege 
nämdich  durch  den  Punkt  M^  in  Fig.  75,  dessen  Polare 
z.  B.  bestimmt  werden  soll,  zwei  Strahlen,  welche  den 
Kegelschnitt  in  den  Punkten  M,  M"'  und  M\  M^  treffen, 
ziehe  hierauf  die  Strahlen  M  M^  und  M*  M*%  welche  im 
Punkte  My^  sich  treffen,  sowie  jene  MM*  und  M**M^, 
die  in  M^^^  sich  durchschneiden,  worauf  man  endlich  M^^ 
mit  M^^^  durch  eine  Gerade  verbindet,  die  zugleich  die  ge- 
suchte Polare  ist. 


Satz.  Sind  M,  M'  und 
Af'",  M^  zwei  Paare  harmo- 
nischer Pole  bezüglich  eines 
Kegelschnittes,  so  repräsen- 
tieren auch  die  Schnittpunkte 
3fv,  M^^  der  Verbindungs- 
geraden M  M'"  und  M*  ilf  IV, 
M  M IV  mid  M*  if "  ein  Paar 
solcher  Pole. 

Beweis.  Bei  der  Be- 
gründung dieses  Satzes  setze 


Satz.     Sind  (iO,   (i") 

und  (Z"0,  (L^^  zwei  Paare 
harmonischer  Polaren  bezüg- 
lich eines  Kegelschnittes,  so 
repräsentieren  die  Verbin- 
dungsgeraden {L^)y  (i^i)  der 

Punkte  (iO(i^und(I^(i^), 

{L%L^)  und  (i")(i"0  ein 
Paar  solcher  Polaren. 

Beweis.      Bei    der  Be- 
gründung dieses  Satzes  setze 

20* 
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man  der  Einfachheit  wegen 
die  Gleichung  des  Kegel- 
schnittes oder  der  Curve 
2.  Ordnung  in  der  Form 
voraus 


man  der  Einfachheit  wegen 
die  Gleichung  des  Kegel- 
schnittes oder  der  Curve 
2.  Classe  in  der  Form 
voraus 


was  nach  den  in  dem  folgenden  Paragraphen  angestellten 
Betrachtungen  immer  thunlich  ist.  Nachdem  nun  hier 
TJi  =  2cLiXi   und    Si  =  2aiUi   wird,    erhält    man    flir    die 

Gleichungen  der 


Polaren   (P')   und   (P'")    der 
Punkte  if'  und  If " 


Pole  M'    und    M''   der  Ge- 
raden (ZO  und  (Zr'") 


die  Formen,  u.  zw. 


X        ■  •    CL-^  X-t    X-^      I      0^2  X^   X^  '\' 

öt8a?8'a^8=ö,  P"'=aii»i"'a?i+ 

d^  X^      X2    ~f~    d^  Xq      Xq    =    0  ^ 


o\ 


es  müssen  sonach  die  Coordinaten 


XiyXi*  und  Xi^'x]^^  der  Polen- 
paare  MyM*   und    Jlf'"J/^v 


t*/',Wi"undt^f"'«^t^derPolaren- 
paare  (i');  (^'0  und  (Z'")  (i^ 


den  beiden  Gleichungen  gentigen 

{a)8aiXi'Xi''=o,Sa^<xH*'W^=^,  \  Sa^^ur=o,8a{aru?^=o,{h) 
und  ist  daher  der  Beweis  erbracht,  sobald  es  gelingt  nach- 
zuweisen, dass  zwischen  den  Coordinaten 


Xi^  und  Xi^^  der  vorhin  defi- 
nierten Punkte  My  und  M^^ 
dieselbe  Relation  besteht. 


Ui^  und  Ui^^  der  vorhin  defi- 
nierten Strahlen  {U)  und  {H^) 
dieselbe  Relation  besteht. 


Zu  diesem  Zwecke  führe  man  vier  Coefficienten  äj',  i",  i'" 
und  ¥^  ein,  für  welche  die  Identität  gilt 


(c) 


Ä'Jf'-f  Ä"if"  -f  &"'if "  + 


Ä^VJHflV 


A'i'-f  Ä;"Z"+Ä'"Z'"+  • 


fciv  iiv  = 


{d) 


wenn 


MkQ)z=x^{R)ui-{-x^{^)u2'\-x^{9)u^  I  L{q)=u^{q)x^-\-u^{q)x^^u^{r)x^ 
ist,  d.  h.  also,  welche  hervorgehen  aus  den  drei  Gleichungen 

-n   *  ^^"^^^  !."'-•,  '"_l_  MV«, .IV ^   V>' 


(e) 


A;'"aj.'"-|-iiVj^.iv=,^ 


Ä;"'t^r  +  *^^t^<'v  =  o, 
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und  ist  dadurch  zunächst  in  der  Lage,  auf  die  Gleichungen 

und  Coordinaten  der 


Punkte  M"^  und  iP^  zu 
schließen.  Nach  öl.  (c)  re- 
präsentieren nämlich  die  Glei- 
chungen h'  M  -f  Äj'"  3f'"  =  0 
und   Äj"Jlf'  -f  Äjivjfiv  ^  ^ 

einen   und  denselben  Punkt, 

nämlich  den  Schnittpunkt  der 

Geraden  MM**  und  AP'ikfiv 

sowie  auch  die  beiden  Glei- 
chungen Äj'  jJf  4-  feiv  jfiv  ^  o 

und  Ä"  Jf"  -f  ÄJ'"  Jf'"  =  0  einen 
und  denselben  Punkt  dar- 
stellen, u.  zw.  den  Schnitt- 
punkt der  Geraden  M  M^^ 
und  M*M**.  Nachdem  nun 
diese  Schnittpunkte  mit  M^ 
und  M^  bezeichnet  wurden, 
sind  somit  die  Gleichungen 
der  letzteren 


Jbf  V  =  i'  jtf  +  fc^^'  M!**  ==  o, 

if  VI  =  ÄJ"  Jf '  -f  ÄJ'"  Jtf "  =  O, 


Strahlen  (i^)  und  (Lvi)  zu 
schließen.  Nach  GL  (d)  re- 
präsentieren nämlich  die  Glei- 
chungen h*  V  4-  fe'"  i'"  =  o 
und  Ä;"i"  +  Ä^ V  X^v = 0  einen 

und  denselben  Strahl,  näm- 
lich   die   Verbindungsgerade 

der  Punkte  W)(lF)  und 
(Z")(Z^v),  sowie  auch  die 
beiden  Gleichungen  k'L*  + 
ftiviiv  ^  ^    und    Ä"i"  + 

Ic**'  L***  =  o  einer  und  der- 
selben Geraden,  u.  zw.  derVer- 
bindungsgeraden  der  Punkte 

(LO(i^^)  und  (i")(i'")  an- 
gehören.  Nachdem  nun  diese 
Verbindungsgeraden  mit  (L^) 
und  (i^i)  bezeichnet  wurden, 
sind  sonach  die  Gleichungen 
der  letzteren 

Z,v  =  fe'  i'  +  fe'"  i"'  =  0, 


(ff).. 


während  deren  Coordinaten  sich  ergeben  aus 
x,^  =  k"Xi"-^k"'xi 


i4i 


444 


u^  =  k'ui*'\'k*'*Ui*'% 
u^  =  k''Ui''^k***Ui'", 


..{h) 


t  =  1, 2,  3. 
Mittelst  der  eben  gefundenen  Gleichungen  für  die  Coordi- 
naten von  M^  y  M^\  respective  (i^),  (L^^),  lassen  sich  nun 
auch  die  Producte  Xi^  Xc^^  und  Ui^  ut^^  berechnen,  u.  zw. 
findet  man  unter  gleichzeitiger  Berücksichtigung  der  früher 
gefundenen  Relationen  (e)  und  (/) 


«•V  ipYI   h4  J.U       i       n 


u^  uP  =  k*  k"  ui  Ui 


und  hieraus  zufolge  der  Gleichungen  (a)  und  (6) 


(t)...    SaiXi^ x^^  =  Oj 


SaiUt^Ui^^  =  0,  ...(fc) 
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Fig.  77. 


zum  Beweise, 

M^  und  M^^  ein  Paar  har- 
monischer Pole  bezüglich 
JJ  =  0  darstellen. 

Satz.  Sind  M',M%M'*' 
drei  Punkte  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnittes  U  ^=  o 
und  (P'),  (P^'),  (P'")  die  Po- 
laren obiger  Punkt  bezüg- 
lich dieser  Curve,  so  bilden 
die  letzteren  ein  Dreieck 
(Dreiseit),  welches  zu  dem 
Dreieck  M  W  M*'  central 
collinear  ist. 


Beweis.  Die  Gleichun- 
gen der  Polaren  (P(e))  der 
Punkte  M[q)  von  den  Coor- 
dinaten  ock^)  bezüglich  der 
Curve  U=o  sind  nach  (373) 
in  §  62 

P'    =Ä[7/  Xi  =  o, 
P"  ^  S  Ui"  Xi  =  0, 
P'"  =  S  Tir  Xi  =  0, 
und  es  bilden   dieselben    ein 


dass  auch 

iP)  und  (ivi)  ein  Paar  har- 
monischer Polaren  bezüglich 
^  =  0  darstellen. 

Satz.  Sind  {IJ\  {L''), 
(i'")  drei  Strahlen  in  der 
Ebene  eines  Kegelschnittes 
j;  =  o  und  My  M%  if "  die 
Pole  obiger  Strahlen  be- 
züglich dieser  Curve,  so  sind 
die  letzteren  die  Ecken  eines 
Dreiseits,  welches  zu  dem  von 
den  Strahlen  {V),  (L"\  (Z"0 
gebildeten  Dreieck  (Dreiseit) 
central  collinear  ist. 

Beweis.  Die  Grleichun- 
gen  der  Pole  M(^)  der  Strahlen 
(Zf(f))  von  den  Coordinaten 
Ui(e)  bezüglich  der  Curve 
2J  =  0  sind  nach  (374)  in 
§  62 

M'    =S2i'   Ui  =  0, 

und  es  repräsentieren  diesel- 
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Dreieck  (Dreiseit),  welches 
dem  Dreieck  MM'M'"  con- 
jugiert  ist  und  auch  das  dem 
letzteren  entsprechende  Polar- 
dreieck* heißt.  Nennt  man 
(Fig.  77)  die  Ecken  des  von 
den  drei  Polaren  (P((»))  gebil- 
deten Dreiecks  M^y  M^  und 
M^y  so  lässt  sich  nun  nach- 
weisen, dass  die  drei  Verbin- 
dungsgeraden M*M^y  M' M^ 
und  M** M^y  welche  wir  kurz 
mit  (L'\  (V')  und  (i'")  be- 
zeichnen, in  einem  und  dem- 
selben Punkte  Mq  sich  durch- 
schneiden. Nach  Gl.  (82)  in 
§  14  sind  nämlich  die  Glei- 
chuDgen  dieser  drei  Strahlen 


V  = 


D'  = 


pu 


>iii 


SUt"xi'     SUi'"  Xi' 

pm  pi 


Z'"= 


=  0 


sUi'xr   sUi"xr' 


ben  die  Ecken  eines  Dreiecks, 
welches  dem  Dreieck  von  den 
Seiten  (i(f))  conjugiert  ist 
und  auch  das  dem  letzteren 
entsprechende  Polardreieck 
heißt.  Nennt  man  (Fig.  78) 
die  Seiten  des  durch  die 
Punkte  M(q)  bestimmten  Drei- 
ecks (Zr^),  (ia)  und  (ig),  so 
lässt  sich  nun  nachweisen,  dass 
die  Schnittpunkte  der  Gera- 
den (iO  und  (ij,  (L**)  und 
(ZJ,  (i"0  und  (ig),  welche 
wir  kurz  mit  M^,  M^,  M^  be- 
zeichnen, in  einer  und  der- 
selben Geraden  (io)  liegen. 
Nach  GL  (81)  in  §  14  sind 
nämlich  die  Gleichungen  die- 
ser drei  Punkte 


M  = — 

M 
M  = — 

3  -  SS'  ur 


=0, 


und  hieraus  ergibt  sich  nach  WegschafFung  der  Brüche  wegen 

der  bekannten  Relation 

S  me)  a?<w  =  S  [/;•(*)  xM)     I     S  2JM  m^')  ==  S  2;(*)  ul(f) 

die  Identität 

i'  +  Z"-f  i'"  -  o,        I         M,+M,+M,  -  0, 
welche  nach  den  Gleichungen  (53)   und   (54)    in  §  11    aus- 
sagt, dass  die 


drei  Strahlen  {L%  (i")  und 
(Z'")  in  einem  und  demselben 
Punkte  Mo  sich  durchschnei- 
den, weshalb  die  in  Fig.  77 
verzeichneten  zwei  Dreiecke 
nach  §  50  auch    central  col- 


drei  Punkte  M^y  M^  und  M^ 
in  einer  und  derselben  Ge- 
raden {L^  zu  liegen  kommen, 
weshalb  die  in  Fig.  78  ge- 
gebenen zwei  Dreiecke  nach 
§  50   auch   central    coUinear 
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linear  sind.  Der  Punkt  Mo 
ist  wieder  das  Centram  der 
CoUineation. 

Satz.  Sind  M\...M^ 
vier  Punkte  einer  Punktreihe 
und  (P') . . . .  {P^)  deren  Po- 
laren bezüglich  eines  Kegel- 
schnittes U  =  0,  so  bilden 
die  letzteren  einen  Strahlen- 
büschel vom  Doppelverhält- 
nisse gleich  jenem  der  Punkt- 
reihe, 

Beweis.  Nachdem  die 
vier  Punkte  M{q)  in  einer 
und  derselben  Geraden  liegen, 
sind  ihre  trimetrischen  Coor- 
dinaten  nach  Gl.  (181)  in  §  30 


Xi'  =  yi 


.11 


Xi"  =  t/i 


iv 


Xi 

t  =  l, 

wenn  y.  und  »»  die  trimetri- 
schen Coordinaten  zweier 
Punkte  y  und  z  des  Trägers 
der  Punktreihe  darstellen. 
Setzt  man  jetzt  noch 
V  =  U,yi  +  U^y^+  U^y^, 
Tr=  U,z,-]^U,z,+  U,z,, 
so  lauten  nach  (875)  in  §  62 
die  Gleichungen  der  Polaren 
(P((>))  der  Punkte  ARrt  bezüg- 
lich des  Kegelschnittes  U=  o : 

P'    ^V—X*    W  =  o, 

P'  -  F—  r  w  =  0, 

P  "  =  V—  2"'  W  =  0, 


sind.  Die  Gerade  (Lp)  ist 
wieder  die  Achse  der  Colli- 
neation. 

Satz.  Sind(iO---(i^) 

vier  Strahlen  eines  Sirahlen- 

büschels    und    3f M^ 

deren  Pole  bezüglich  eines 
Kegelschnittes  21=  o,  so  bil- 
den die  letzteren  eine  Punkt- 
reihe  vom  Doppelverhältnisse 
gleich  jenem  des  Büschels. 

Beweis.  Nachdem  die 
vier  Strahlen  (Z(?))  in  einem 
und  demselben  Punkte  sich 
durchschneiden,  sind  ihre  tri- 
gonalen  Coordinaten  nach 
Gl.  (182)  in  §  30 

Ui    =  Vi  —  2'«?,, 

Ui*'  =  Vi  —  X'*Wi, 

ur  =  Vi—V**v)i, 

uP  =  Vi  —  yPwi^ 

2,  3, 

wenn  v,  und  Wi  die  trigonalen 
Coordinaten  zweier  durch  den 
Mittelpunkt  des  Büschels  ge- 
legten Strahlen  (t?),  (u?)  sind. 
Setzt  man  jetzt  noch 
F=  Il^v^^Il^v^^S^v^, 

so  lauten  nach  (376)  in  §  62 
die  Gleichungen  der  Pole  Jf[f ) 
der  Strahlen  (L(f))  bezüglich 
des  Kegelschnittes  2;  =  o: 

M  =V—X'  W  =  o, 
Jf '  =  V~  r  W  ==  Oy 
3f "  =  F-  ;i'"  TT  =  0, 
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weshalb  nach  dem  in  §  30  bereits  Gesagten  auch 


(i'  L"  i'"  iiv)  = 

sein  muss,  was  zu  beweisen  war. 

Aus  den  beiden    soeben   bewiesenen  Sätzen  folgt  nun 
eine  Reihe  anderer  Sätze^  u.  zw.: 


Die  Polaren  von  zwei 
harmonischen  Punktpaaren 
sind  zwei  harmonische  Strah- 
lenpaare. 

Die  Polaren  von  zwei 
involutorischen  Punktreihen 
bilden  zwei  involutorische 
Strahlenbiischel. 

Die  Polaren  einer  Punkt- 
reihe sind  ein  zu  dieser  Reihe 
projectivischer  Strahlen- 

btischel. 

Die  Polaren  von  zwei 
projectivischen  Punktreihen 
sind  zwei  projectivische  Strah- 
lenbüschel. 


Die  Pole  von  zwei  här- 
men ischen  Strahlenpaaren 
sind  zwei  harmonische  Punkt- 
paare. 

Die  Pole  von  zwei  in- 
volutorischen Strahlenbü- 
scheln bilden  zwei  involuto- 
rische Punktreihen. 

Die  Pole  eines  Strahlen- 
büschels sind  eine  zu  diesem 
Büschel  projectivische  Punkt- 
reihe. 

Die  Pole  von  zwei  pro- 
jectivischen Sti'ahlenbüscheln 
sind  zwei  projectivischePunkt- 
reihen. 


§  64.   Das  lioh  selbst  coigugierte  Dreieck  und  Gleichung  eines 
Kegelschnittes,  bezogen  auf  ein  solches  Dreieck. 

Es  sei  M^  irgend  ein  beliebig  gewählter  Punkt  in  der 
Ebene  des  Kegelschnittes  (U)  und  (P^)  die  Polare  von  M^, 

ferner  jäfg  ein  in  der  Geraden  (P^) 
ebenfalls  willkürlich  angenommener 
Punkt  und  (Pg)  dessen  Polare,  wo- 
bei (Pj)  und  (Pg)  selbstverständlich 
auf  den  Kegelschnitt  (J7)  sich  be- 
ziehen und  nach  §  63  die  Polare 
(Pg)  durch  den  Punkt  M^  gehen 
muss.  Nun  verbinde  man  (Fig.  79) 
die  Punkte  ilfj  und  M^  durch  eine 
Gerade  und  erhält  so  eine  dritte 
Fig.  79.  Polare,  nämlich  die  Polare  (P3)  des- 
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jenigen  Punktes  M^y  in  welchem  sich  die  (PJ  und  (Pg)  durch- 
schneiden^ weshalb  auch  M^j  M^  und  M^  die  Ecken  eines 
Dreiecks  (Dreiseits)  repräsentieren,  welches  die  specielle 
Eigenschaft  besitzt,  dass  nämlich  jede  Seite  desselben  die 
Polare  der  Gegenecke  und  umgekehrt  jede  Ecke  den  Pol  der 
Gegenseite  darstellt.  Ebenso  klar  ist  auch,  dass  zwei  Ecken 
ein  Paar  harmonischer  Pole  und  zwei  Seiten  ein  Paar  har- 
monischer Polaren  bezüglich  {U)  sind.  Dieses  durch  die  drei 
Punkte  M^y  M^  und  M^  bestimmte  Dreieck,  oder  durch  die 
drei  Strahlen  (P^),  (Pg)  und  (Pg)  gegebene  Dreiseit,  ist  daher 
sein  eigenes  Polardreieck  oder  sich  selbst  conjugiert,  und  ge- 
langt man  sonach  zur  Erkenntnis,  dass  in  einem  jeden  sich 
selbst  conjugierten  Dreieck  die  Seiten  die  Polaren  der  Gegen- 
ecken sind  und  umgekehrt;  ferner  je  zwei  Ecken  ein  Paar 
harmonischer  Pole  und  je  zwei  Seiten  ein  Paar  harmonischer 
Polaren  angeben.  Selbstverständlich  kann  man  bei  einem 
und  demselben  Kegelschnitte  unendlich  viele  Dreiecke  an- 
geben, welche  sich  selbst  conjugiert  sind,  und  sei  hier  gleich- 
zeitig erwähnt,  dass  die  drei  Ecken  eines  solchen  Dreiecks 
ein  Tripel  harmonischer  Pole  und  die  drei  Seiten  desselben 
ein  Tripel  harmonischer  Polaren  heißen. 

Zufolge  des  eben  Vorausgeschickten  sieht  man  wohl 
ein,  dass  bei  allen  sich  selbst  conjugierten  Dreiecken, 
welche  eine  gemeinsame  Ecke  M^  besitzen,  die  bei- 
den anderen  Ecken  Mc^  und  M^  in  einer  und  derselben 
Geraden  liegen,  der  Polaren  (PJ  von  M^j  und  gleichzeitig 
alle  in  der  letzteren  liegenden  Paare  harmonischen  Pole 
darstellen,  während  die  beiden  nicht  in  (P^)  hineinfallen- 
den Seiten  durch  M^  gehen  und  alle  durch  diesen  Punkt 
gehenden  Paare  harmonischer  Polaren  repräsentieren.  Eben- 
so haben  alle  sich  selbst  conjugierten  Dreiecke,  deren 
Seiten  in  eine  und  dieselbe  Gerade  (PJ  hineinfallen,  eine 
gemeinschaftliche  Ecke,  und  das  ist  der  Pol  M^  von  (PJ 
etc.  etc. 

In  dem  vorigen  Paragraphen  wurde  gezeigt,  dass  das 
Diagonaldreieck  eines  einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen 
Vierecks  oder  das  Diagonaldreiseit  eines  einer  solchen  Curve 
umgeschriebenen  Vierseits  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  jede 
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Seite    dieses    Dreiecks    (Dreiseits)    die    Polare   der    Gegen- 
ecke ist,  und  daher  gilt  der 


Satz :  Das  Diagonaldrei- 
eck eines  einem  Kegelschnitte 
eingeschriebenen  Vierecks  ist 
sich  selbst  conjugiert. 


Satz:  Das  Diagonaldrei- 
seit  eines  einem  Kegelschnitte 
umgeschriebenenen  Vierseits 
ist  sich  selbst  conjugiert. 


Bei  den  später  folgenden  Untersuchungen  erscheint  es 
oft  vortheilhaft,  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  auf  ein 
sich  selbst  conjugiertes  Dreieck  zu  beziehen,  und  deshalb 
wird  noch  zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  die  Gleichung 
eines  Kegelschnittes  bei  dieser  Wahl  des  Coordinatendreiecks 
vorgefahrt.  Es  lässt  sich  nun  ohneweiters  der  Nachweis  er- 
bringen, dass  in  dem  Fall,  wo  die  Ecken  M^,  M^,  M^  des 
Coordinatendreiecks  die  Pole  ihrer  Gegenseiten  (a?J,  (x^), 
(a?3)  bezüglich  eines  Kegelschnittes  (CT)  darstellen,  die  Glei- 
chung des  letzteren  die  Form  haben  muss 

(381)..       f^^%«^i'  + 


in  trimetrischen  Punkt- Coor- 
dinaten. 

Man  kann  sich  von  der  Wahrheit  dieser  Behauptung 
überzeugen,  wenn  man  die  Gleichung 


«3^3      =    Ö 

in     trigonalen    Ljnien-Coor- 
dinaten. 


der  Polaren  eines  Punktes  M' 
bezüglich  der  Curve  U  =  o 
bestimmt  und  aus  dieser  Glei- 
chung die  Polaren  der  Ecken 
Mi  des  Coordinatendreiecks 
herleitet.  Nachdem  nun  hier 
JJi  =  2aiXi  ist,  lautet  die 
Gleichung  der  Polaren  eines 
Punktes  M  von  den  Coor- 
dinaten  o?,' 

-^    =^  Ötj  X^    X^  -f-  0,2  ^2    *^2     i 
(Zq  Xq    X^    =    0. 

Nun  ist  aber,  sobald  M'  mit 
der  Ecke  Mi  des  Coordina- 
tendreiecks zusammenfällt, 
xt  =  Xi^  =  0,  wenn  k  und  l 


des  Pols  einer  Geraden  (i') 
bezüglich  der  Curve  2^  =  0 
bestimmt  und  aus  dieser  Glei- 
chung die  Pole  der  Seiten 
des  Coordinatendreiecks  her- 
leitet. Nachdem  nun  hier 
2Ji  =  2aiUi  ist,  lautet  die 
Gleichung  des  Pols  der  Ge- 
raden (Z')  von  den  Coordi- 
naten  w,' 
M" ■=.  «1  t^i'  t^i  +  «2 1^2'  ^2  H" 

Nun  ist  aber,  sobald  {D)  mit 
der  Seite  {x)  des  Coordina- 
tendreiecks zusammeniUlIt; 
Uk  =  ui  =  0,  wenn  k  und  l 
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zwei  von  i  verschiedene  Zah- 
len darstellen  und  beide  so- 
wie i  entnommen  sind  der 
Zahlenreihe  ],  2,  3,  und  re- 
präsentiert daher  aiXiXi  =  o, 
oder  xt  =i  0  die  Gleichung 
der  Polaren  von  iüi,  d.  h. 
die  Polare  der  Ecke  Mi  ist 
die  im  Coordinatendreieck 
gegenüberliegende  Seite  (a;,), 
wie  es  sein  muss,  wenn  das 
Coordinatendreieck  ein  sich 
selbst  conjugiertes  Dreieck 
bezüglich  des  Kegelschnittes 
fr  :=  0  darstellt. 

Aufgabe.  Es  ist  die 
Gleichung  eines  Kegelschnit- 
tes gegeben  in  der  Form  (381), 
man  bestimme  die  reciproke 
Gleichung. 


zwei  von  i  verschiedene  Zah- 
len darstellen  xmd  beide  so- 
wie i  entnommen  sind  der 
Zahlenreibe  1,  2,  3,  und  re- 
präsentiert daher  a,  tii  ui  =  o, 
oder  u,  ==  o  die  Gleichung 
des  Pols  der  Seite  (oji),  d.  h. 
der  Pol  der  Seite  [x^  ist 
die  im  Coordinatendreieck 
gegenüberliegende  Ecke  Mi, 
wie  es  sein  muss,  wenn  das 
Coordinatendreieck  ein  sich 
selbst  conjugiertes  Dreieck 
bezüglich  des  Kegelschnittes 
2!  =  0  sein  soll. 

Aufgabe.  Es  ist  die 
Gleichung  eines  Kegelschnit- 
tes gegeben  in  der  Form  (382), 
man  bestimme  die  reciproke 
Gleichung. 


Nachdem  in  dem  hier  vorliegenden  Fall 


a 


in 


«1  ;    ^272 


a 


2} 


a 


a 


172 


873 


a 


3  ? 


a 


273 


a 


171 


=:  «t,    a 


17 


^272 


=  a 


27 


a 


373 


=  a 


37 


a 


172 


a 


173 


a 


273 


O 


ist,  so  wird  die  Discriminante  des  Gleichungspolynoms 


A^ 


a 


17 


0,    0 


0,  a 


27    ^ 

0,  ag 


04  .  «2 .  ag 


E  = 


«1 


o,  0 


0,    «27    Ö 


0, 


0,    «8 


=  «1  .  Oj  .  «3 


■^373   ^^^  ^l  •^2> 
-^172    =   ^1>3    ^=-^273     ^^^    ^• 


und  daher  auch 

■^171   =  «2  «37    -^272    =  <^3  «17 

^373    =  «I  «27 
-^172    =    ^173    =    -^273   ==    ^' 


Die  gesuchte  reciproke  Gleichung  ist  folglich 


^1^      I      ^2^ 


öl 


+^+ 


w 


3 


a 


üt 


und  stimmt  der  Form  nach 
mit  Gl.  (382)  überein,  wie 
es  sein  muss. 


aj, 


2 


aj, 


M>a 


«, 


+  ^■^^  =  0 


a 


a. 


und  stimmt  der  Form  nach 
mit  Gl.  (381)  tiberein,  wie 
es  sein  muss. 
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§  65.    Besondere  Eormen  der  Oleichnng  einet  Kegel- 
schnittes. —  Sätie. 

Durch  passende  Wahl  des  Coordinatendreiecks,  ohne 
dass  dieses  gerade  ein  sich  selbst  conjugiertes  Dreieck  dar- 
stellt^ kann  die  Gleichang  eines  Kegelschnittes  bedeutend 
vereinfacht  werden,  gleichgiltig  ob  dieselbe  in  trimetrischen 
Punktcoordinaten  oder  in  trigonalen  Liniencoordinaten  ge- 
geben wird.  Wir  werden  uns  daher  in  diesem  Paragraphen 
mit  solchen  einfachen  Formen  der  Eegelschnittsgleichung 
beschäftigen  und  machen  zu  diesem  Zwecke  vorläufig  die 
specielle  Annahme,  dass 


die  Ecke  M^  des  Coordina- 
tendreiecks  ein  Punkt  der 
Curve  zweiter  Ordnung  sei. 
Nun  hat  der  Punkt  M^  die 
Coordiuaten  ajg  ==  ^a  =  Oj 
während  x^  von  null  ver- 
schieden ist;  es'muss  folglich 
die  Gleichung  (342)  befriedigt 


werden    für  — 

X 


X 


8 


X, 


=    0, 

was  a^^^  =  0  bedingt,  und 
deshalb  wird  die  Gleichung 
der  Curve  2.  Ordnung  bei 
dieser  Wahl  des  Coordinaten- 
dreiecks : 

2ai,3  ^1  ^8  +  2aa,3  ^a  ^s  + 


die  Seite  (x^)  des  Coordina- 
tendreiecks  eine  Tangente  der 
Curve  zweiter  Classe  sei. 
Nun  hat  die  Gerade  (a?i)  die 
Coordinaten  u^  =  u^  ^=^  o, 
während  u^  von  null  ver- 
schieden ist ;  es  muss  folglich 
die  Gleichung  (343)  befriedigt 


Uc 


u 


werden   flir  — ^  =  — ^  = 


w. 


u. 


was  ttj,!  =0  bedingt,  und 
deshalb  wird  die  Gleichung 
der  Curve  2.  Classe  bei  die- 
ser Wahl  des  Coordinaten- 
dreiecks : 

«2;2^2^+2ai,2«^lt^2  + 

2«l,8  ^1  ^3  +  2«2;3  ^2  3  + 

0. 


^3^^  ^3 


Diese  einfachen  Untersuchungen  bieten  uns  die  Möglich- 
keit, sofort  die  Gleichung  einer  Curve  2.  Ordnung  oder 
einer  Curve  2.  Classe  anzugeben,  wenn  das  Coordinaten- 
dreieck  eine  solche  Lage  hat,  dass  zwei  oder  drei  Ecken 
Curvenpunkte,  respective  zwei  oder  drei  Seiten  Tangenten 
der  Curve  sind,  und  zwar  lautet  die  Gleichung  einer  Curve 


2.  Ordnung,  wenn  die  Ecken 
M^  und  M^  des  Coordinaten- 
dreiecks  in  der  Curve  liegen 


2.  Classe,  wenn  die  Seiten  (ajj 
und  ((Ca)  des  Coordinatendrei- 
ecks  die  Curve  berühren 
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(383) 


2aa,3  «^2  «^8  +  «3>8  <*s^  =  ö  ; 
sind  dagegen  alle  drei  Seiten 
Tangenten  der  Curve,  so  ist 
auch  noch  a^^^  =  o  und  dem- 
nach ist 

2a„a  Wii*a+ 2ai,3  u^u^-^  ^g^ 

2aa,3«^a^8  =  o 
die  Gleichung  eines  Kegel- 
schnittes in  trigonalen  Linien- 
coordinaten,  wenn  die  Curve 
dem  Coordinatendreieck  ein- 
geschrieben ist. 

In  Anbetracht  der  später  folgenden  Aufgaben  und  Sätze 
ist  es  nothwendig,  auch  die  reciproken  Gleichungen  von 
(383)   und   (384)    zu   bestimmen.    Man   hat   nun,    weil   die 

Discriminante  des  in 


2  Ol ,3  «1  a?2  4-  2  ai,3  x^  x^  + 

sind  dagegen  alle  drei  Ecken 
Punkte  der  Curve,  so  ist  auch 
noch  (1^)9  =  0  und  dem- 
nach ist 

2ai,a  a?ia?a+2ai,8  aj^Xg-f- 
2a2,8«2^  =  o 
die  Gleichung  eines  Kegel- 
schnittes in  trimetrischen 
Punktcoordinaten,  wenn  die 
Curve  dem  Coordinatendrei- 
eck umgeschrieben  ist. 


(383)     vorkommenden    Glei- 
chungspolynoms wegen 


a 


in 


^2,2      — =      0^3,3      0 


gleich  ist 


A  = 


^i;2   ^i?3 


«1,2    O 


a 


2)Z 


An   =  —  « 


^'2)2 


A  — 

-^3;8  — 

A'iji  = 

Alz  = 


^l?3     ^2^8    ^ 
2 

2J3    7 
2 

1?3    > 
2 

172    7 


(384)     vorkommenden    Glei- 
chungspolynoms wegen 


a 


m 


«272      =      " 


gleich  ist 


je;  = 


378 


«172     «173 


«172     O 


a, 


273 


«173     «273     ^ 


273    7 


—  a 

—  a 


«173   «273  7 
«172  «273  > 


a, 


172  «173  7 


-^171  =  —  « 

^272  ^^^  «173    7 

-^373  "l72    7 

■^172  =^  «173  «273  7 

^173  =  « 

^273  =  «1 


172   «278  7 


72  «173  7 


und  daher  ist 


(385) 


«273     ^1 

1  «1,3  «2,3  1^1  ^2  "l 

«i;3     ^2 
^«1,2  «273  ^1  ^3 

2  «1,2  «1,3  1^2  «3  -f- 

«172^^3^    =    0 


« 


273 


2a?i2_ 


2  «173  «278  ^1  ^2      I 


«1 73     ^2 


2  «172  «27S  ^l  «^3 

-  «1,2  «1,8  a?2  ÄJg  -f- 


« 


172 


»3 


(386) 
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die  Gleichung  eines  Kegel- 
schnittes in  trigonalen  Linien- 
coordinaten,  wenn  die  Curve 
dem  Coordinatendreieck  um- 
geschrieben erscheint. 


die  Gleichung  eines  Kegel- 
schnittes in  trimetrischen 
Punktcoordinaten,  wenn  die 
Curve  dem  Coordinatendrei- 
eck eingeschrieben  erscheint. 


Eine  jede  der  eben  entwickelten  Gleichungen  kann 
noch  auf  eine  interessaiite  Form  gebracht  werden,  und  ich 
betrachte  zur  Ergründung  derselben  zunächst  die  Gleichung 

welche,  sobald  man  zu  beiden  Seiten  das  Prodact  4|j  §, 
hinzufügt,  übergeht  in  die  folgende 

aus  welcher  sich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Quadrat- 
wurzel auszieht,  ergibt  gi  +  §2  —  §3  =  —  2  V  g^  gg? 
oder  (Vgl  +Vga  )  =  gs»  Zieht  man  endlich  noch  einmal 
auf  faeidea  SeHes  der  €tl€SGhuDg  die  Quadratwurzel  aus,  so 

findet  man  Vg^  -f-^^l2~=  — ^gs    ^™d  hieraus  endlich 

(6) . . .      vir+  \%~+  VIT  =  0. 

Die  Gleichung  (a)  kann  somit  auf  die  Form  (&)  gebracht 
werden  und  aus  diesem  Grunde  ist  es  auch  gestattet,  die 
obigen  Gleichungen  (385)  und  (386)    zu  ersetzen  durch  die 

folgenden 


(387) 


(a2>8^l)   +(«i;8^2)     + 
(«1,2  U^y   =  0. 


(«2,3  i»l  )*+(«! ?3  0^2)* + 


(388) 


übergehend  auf  weitere  einfache  Formen  der  Gleichung 
der  Kegelschnitte,  mache  man  die  specielle  Annahme,  dass 
in  dem  Coordinatendreieck  die  Seite  (ajg)  die  Polare  der 
gegenüber  liegenden  Ecke  M^y  d.  h.  M^  der  Pol  von  {x^) 
bezüglich  des  betreffenden  Kegelschnittes  sei.  Nun  lautet 
aber  die  Gleichung 


der  Polaren  der  Ecke  M^  des 
Coordinatendreiecks  in  Bezug 
auf  die  durch  Gl.  (342)  ge- 
gegebenen Curve  2.  Ordnung 

^1«  ^1    I   ^2?3  ^a  ~r  ^3?s  ^3  ^^  ^y 


des  Pols  der  Seite  {x^)  des 
Coordinatendreiecks  in  Bezug 
auf  die  durch  Gl.  (343)  be- 
stimmten Curve  2.  Classe 

«i;3  ^1  +  «2>3  ^2  +  «3?3  ^3  =  0; 
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wie  man  aus  den  früher  entwickelten  GUeichungen  (375)  und 
(376)  findet,  wenn  man  nämlich  in  der  ersteren  x^'  =  ajj'  =  o, 
in  der  letzteren  aber  t^^'  =  «g'  =  o  setzt,  und  weil 


die  Polare  von  M^  mit  der 
Seite  (ajj)  des  Coordinaten- 
dreiecks  identisch  sein  soll,  so 
müssen  die  Coefficienten  «1,3 
und  a2,5  verschwinden,  wo- 
durch die  Gleichung  der  Curve 
2.0rdnung  die  Form  annimmt : 


(389) 


a 


m 


»i«  +  2a,„a,«,+ 


^2?2*2 


2 


-[-«3,3  a?8     


0. 


der  Pol  von  (x^)  mit  der  Ecke 
M^  des  Coordinatendreiecks 
identisch  sein  soll,  so  müssen 
die  Coefficienten  «^,3  und  Og^s 
verschwinden,  wodurch  die 
öleichung  der  Curve  2.  Classe 
die  Form  annimmt: 


«272^2     +«8?8^=  O- 


(390) 


Nimmt  man  noch  überdies  an,  dass  die  Seiten  (x^)  und  (x^) 
des  Coordinatendreiecks  die  Curve  in  den  Ecken  M^  und 
Ml  dieses  Dreiecks  berühren,  so  muss  Gl.  (389)  befriedigt 
werden  für  x^  =  x^  =  0  und  X2  =  x^  =  0,  was  a^,!  = 
a2,2  =  o  bedingt,  dagegen  müssen  in  Gl.  (390)  die  Coordi- 
naten  u^^  =  u^  =  o  und  u^  =  u^  =  o  der  Gleichung  ge- 
nügen, und  dies  erfordert,  dass  a^^^  und  a2,2  gleichzeitig 
verschwinden,  weshalb  dann  die  obigen  Gleichungen  die 
noch  einfacheren  Formen  annehmen  werden: 


(391)  . 


2ai,2  a?!  a?2  "r 
2  _ 


^3?3  *^5 


o, 


2«i,2t*1^2  + 


2 


.  .(392) 


und  es  ist  sonach  (391)  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes 
in  trimetrischen  Punktcoordinaten  und  (392)  in  trigonalen 
Liniencoordinaten,  wenn  das  Coordinatendreieck  M^^  M^  M^ 
in  Bezug  auf  die  Curve  eine  solche  Lage  besitzt,  dass  die  Seiten 
{Xy)  und  (ajg)  dieses  Dreiecks  den  Kegelschnitt  in  den  Punkten 
M^  und  M^  berühren,  somit  die  dritte  Seite  (ajg)  die  Polare 
der  gegenüber  liegenden  Ecke  darstellt.  Bestinunt  man 
übrigens  die  reciproke  Gleichung  von  (391),  so  muss  die- 
selbe in  der  Form  selbstverständlich  mit  (392)  tiberein- 
stimmen. Denn,  nachdem  die  Discriminante  des  Gleichungs- 
polynoms von  (391)  gleich 


«i;2    0 


«i>2   ö 
0         0 


a 


3 '8 
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iflft,  so  wird  A^y^  =»  — «1,2  «ajs  ^"^d  -43,3  =  — ^m^f  während 
alle  übrigen  CoefBcienten  Ai^t  verschwiDdeii;  weshalb  die 
reciproke  Gleichung  von  (391)  lautet 

2a8,8 1*1 1*2  +  «1,2  Wj^  =  0. 
Zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  mögen  noch  einige 
Anwendungen  der  eben  gewonnenen  Formen  fftr  die  Glei- 
chung eines  Kegelschnittes  folgen,  und  beweisen  wir  zu  diesem 
Zwecke  noch  mehrere  Sätze  über  Pol  und  Polare  der  Kegel- 
schnitte. 


Satz.  In  einem  Kegel- 
schnitte ist  das  Product  aus 
den  senkrechten  Abständen 
zweier  Tangenten  von  einem 
Curvenpunkte  direct  propor- 
tional dem  Quadrate  des  senk- 
rechten Abstandes  der  Be- 
rtihrungssehne  von  diesem 
Punkte. 


Fig.  80. 


Satz.  In  einem  Kegel- 
schnitte ist  das  Product  aus 
den  senkrechten  Abständen 
einer  Tangente  von  zwei  Cur- 
venpunkten  direct  proportio- 
niert dem  Quadrate  des  senk- 
rechten Abstandes  dieser  Tan- 
gente von  dem  Schnittpunkte 
der  in  diesen  Punkten  an  die 
Curve  gelegten  Tangenten. 

Diese  beiden  Sätze  können 
mittelst  der  zwei  letzten  Glei- 
chungen sogleich  bewiesen  werden. 
Nimmt  man  nämlich  an,  dass  in 
der  ersten  dieser  Gleichungen  die 
Coordinaten  x}  die  Nonnaldistan- 
zen ^1  M  (Fig.  80)  der  drei  Sei- 
ten (xi)  des  Coordinatendreiecks 
von  einem  Punkte  Jf  des  Kegel- 
schnittes bedeuten,  was  nach  dem 
in  Cap.  V  über  homogene  Coor- 


dinaten bereits  Vorgeführten  statt- 
haft erscheint,   und  ersetzt  in   dieser  Gleichung  den  Quo- 


tienten — 


a 


8?3 


a 


durch  den  Buchstaben  A,  so  folgt  unmittelbar 


ua 


und  hierauf  auch  der  erste  Satz.     Macht  man    nun  in  ana- 
loger Weise  die  Annahme,  dass  in  Gl.  (392)  die  Coordinaten 

HAmiBTi,  anal.  Geom.  der  Kegelsehnitte.  21 
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Ui  ebenfalls  die  Normaldistanzen  PtMi  der  Curventangente 
(T)  von  den  drei  Ecken  Mi  des  Coordinatendreiecks  reprä- 
sentieren  (Fig.  80)   und   ersetzt   in   dieser   Gleichung    den 

Quotienten  —  ^^^  durch  den  Buchstaben  fi ,  so  er- 
hält  man 


P,M,.P,M,  =  fi.P.M^^, 
und  damit  erscheint  auch  der  andere  Satz  erwiesen. 

Satz.  Legt  man  aus  einem  Punkte  M^^^  Tangenten 
an  sämmüiche  Kegelschnitte,  welche  die  Geraden  (a?i)  und 
(iCg)  in  den  gegebenen  Punkten  M2  und  M^  berühren,  so 
liegen  die  Berührungspunkte  dieser  Tangenten  in  einem 
durch  die  Punkte  M^,  M^y  M^  und  M^**^  gehenden  Kegel- 
schnitte, wenn  M^  den  Pol  der  Verbindungsgeraden  M^ 
M^  bezüglich  dieser  Kegelschnitte  darstellt. 

Beweis.  Betrachtet  man  die  Geraden  (aj^),  («2)  und 
3^  Ifjj  =  (ajg)  als  die  Seiten  des  Coordinatendreiecks  und 
versteht  unter  X  einen  veränderlichen  Parameter,  so  sind 
die  hier  vorliegenden  Kegelschnitte  insgesammt  ausgedrückt 
durch  die  Gleichung 

denkt  man  sich  dagegen  unter  k,  einen  constanten  Coeffi- 
cienten,  so  repräsentiert  obige  Gleichung  einen  bestimmten 
Kegelschnitt  (Z7),  welcher  (Xi)  in  M^  und  (x^)  in  M^  berührt. 
Aus  Jf^^)  kann  man  nun  zwei  Tangenten  an  (CT)  legen,  und 
es  sei  in  Fig.  80  die  mit  (T)  bezeichnete  Gerade  die  eine 
dieser  Tangenten  und  M'  ihr  Berührungspunkt  mit  der 
Curve.  Da  nun  hier  U^  =  «2,  C/2  =  ^1  ^^^  ^3  =  —  2Xx^ 
ist,  so  lautet  nach  Gl.  (354)  in  §  58  die  Gleichung  der 
Tangente  (T),  wenn  noch  Xi  die  Coordinaten  des  Berührungs- 
punktes M  sind, 

cca'  x^  -}-  jCj'  ajg  —  2  X  x^*  Xq  =  o. 

Nun  ist  aber  ilf(^)  ein  Punkt  von  (T)  und  daher  müssen 
seine  Coordinaten  a?/'')"  der  letzten  Gleichung  genügen,  d.  h, 
es  muss  sein 

Zu  dieser  Gleichung  gesellt  sich  aber  noch  jene 
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indem  der  Punkt  Jf  auf  dem  Kegelschnitte  liegt,  und  man 
hat  sonach  zwei  Gleichungen,  denen  die  Coordinaten  Xi  des 
Punktes  M*  unterworfen  sind.  Eliminiert,  man  daher,  schließ- 
lich den  Parameter  X  aus  diesen  Gleichungen  und  ersetzt 
unter  einem  die  Coordinaten  a?,'  durch  os*,  so  erhält  man  die 
Gleichung  des  fraglichen  geometrischen  Ortes,  und  dieselbe 
ist  sonach: 

a?!  ^^^  a?a  a?g  +  x^^^^  ^i^s  —  ^  ^^^^  *i  ^2  =  ^* 
Nachdem  nun  die  eben  gewonnene  Gleichung,  wie  ein  Blick 
auf  (383)  dieses  Paragraphen  zeigt,  einen  Kegelschnitt  re- 
präsentiert, der  dem  Dreieck  M^  M^  M^  umgeschrieben  ist, 
femer  besagte  Gleichung  auch  befriedigt  wird  flir  sc,-  =  a?,(**^, 
so    erscheint   die  Richtigkeit   vorliegenden  Satzes    erwiesen. 


Satz.  Sind  zwei  Drei- 
ecke (Dreiseite)  flir  einen  und 
denselben  Kegelschnitt  sich 
selbst  conjugiert,  so  existiert 
stets  ein  Kegelschnitt,  welcher 
diesen  beiden  Dreiecken  um- 
geschrieben ist. 


Satz.  Sind  zwei  Drei- 
ecke (Dreiseite)  für  einen  und 
denselben  Kegelschnitt  sich 
selbst  conjugiert,  so  existiert 
stets  ein  Kegelschnitt,  wel- 
cher diesen  beiden  Dreiecken 
eingeschrieben  ist. 


Beweis.  Die  Ecken  der  beiden  Dreiecke  seien  Jlfj, 
ilfa?  ^3  uiid  jjf',  Af',  M*\  deren  Seiten  {x^y  (a?a),  («s)  und 
{P'\  (P");  (P'")»  Von  diesen  Dreiecken  wähle  man  nun 
das  erste  zum  Coordinatendreieck  und  nenne  o^/f)  die  tri- 
metrischen  Coordinaten  der  Ecken  Mc),  uh)  die  trigonalen 
Coordinaten  der  Seiten  (P((>))  des  zweiten  Dreiecks,  bezogen 
auf  das  erste.  Die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  (?7),  für 
welchen  das  erste  Dreieck  sich  selbst  conjugiert  ist,  ist 
nun  nach  §  64  in 

trimetrischen  Punktcoordi-  in  trigonalen  Liniencoordi- 
naten :  naten : 

und  unsere  Aufgabe  muss  somit  zunächst  dahin  gerichtet 
sein,  die  Bedingung  aufzufinden,  welcher  die  Coordinaten 
aji((>),  respective  ul!^)^  unterworfen  sind,  damit  auch  das  zweite 
Dreieck  für  den  Kegelschnitt  (Z7)   sich  selbst  conjugiert  er- 

21* 
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scheint.  Zu  diesem  Zwecke  wird  bemerkt,  dass  hier  Mj  M" 
und  Jkf "  die  Pole  der  Verbindungsgeraden  M"  M**\  M*"  M 
und  M'  M**  sein  mttssen^  und  weil 


^8  "'S 


die  GHeichung  der  Polaren  des  Punktes  M{q),  respective  des 
Pols  der  Geraden  (P(c)),  beide  bezüglich  des  Kegelschnittes 
(CT),  repräsentiert,  so  müssen,  wenn  auch  M M'  M***  flir  den 
Kegelschnitt  (U)  ein  sich  selbst  conjugiertes  Dreieck  dar- 
stellt, die  Ooordinaten  Xiy  beziehungsweise  Ui\  gleichzeitig 
den   drei  Gf^leichungen  genügen,  u.  zw.: 

«1  ^1'"  K  +  «2  ^2'"  ^2'  + 

«1^1' ^1"  +  a2^2'«*2"  + 


s    3       3       •      o 

fltj  «^1     «^1   ~r"  ^2  "^2       2  "T" 
03  »3     aj8    =  0 

und  aus  diesen   folgt   durch   die  Elimination  von  a^  ag,  «3, 
respective  aj,  a^j,  «3, 


«s^s'^s"  =  ö, 


(a) 


M/f  M/^  ,     M/2         *^2  *  ** 


'1 


a?/"«' 


1  j     •*'2      •*" 


'3 
2  7    «^^S       •*'8 


Xi   a?!    ,    a;2   »2   ;    «^   «73 
=  0, 


ii 


u 


m 


o         8 

4t4 


^i'^i     ;  t^2    ^2'"?  ^'•"W 

^l"'t^l';    ^2'"^2',    ^8'"^8' 
W/t^l",    tA2't^2"?     ^s'^i'' 
=    0, 


(&) 


und  damit  erscheint  die  gesuchte  Bedingung  geftinden.     Es 

lässt  sich  aber  leicht  zeigen,  dass 


die  sechs  Punkte  if^,  M^y  M^ 
und  if' ,  M',  iüf'"  in  einem 
Kegelschnitte  (F)  liegen,  so- 
bald die  Bedingung  (a)  er- 
füllt ist. 


die  sechs  Geraden  (ajj,  {x^\ 
(ccj)  und  {P'\  (P'O,  (P"')  einen 
Kegelschnitt  ( TT )  berühren, 
sobald  die  Bedingung  (6)  er- 
füllt ist. 


Nach  dem  in  diesem  Paragraphen  bereits  Vorgeführten  ist 
nämlich  (283)  die  Gleichung  eines  dem  Dreieck  M^  M^  M^ 
umgeschriebenen  und  (384)  die  Gleichung  eines  diesem  Drei- 
eck eingeschriebenen  Kegelschnittes  (F),  respective  (TT). 
Diese  beiden  Gleichungen  können  aber,  wenn  man  sie  durch 
das   Product  2a3iaj2a?3,    respective    2^^1^21*3,    dividiert,    auf 

die  Form  gebracht  werden 


XI.  §  65.  Besondere  Formen  der  Gleichung. 


325 


a 


2^3 


a 


U3 


a 


ajc 


+  -^=0; 


X 


^2^8      j      ^1« 


U, 


-h^^  + 


a 


112 


a^ 


u 


==  0, 


8 


und  es  müssen  demnach;  sobald  das  zweite  Dreieck^'  M'*  M*', 
respectiv^  (P)  (P')  {P"\  dem  Kegelschnitte 


(F)  eingeschrieben  ist,  die 
Coordinaten  xM  der  drei 
Funkte  Mf)  noch  den  drei 
Gleichungen  gentigen: 


^278       I       ^178       i_ 


a 


i;2 


X, 


X 


2 


a? 


8 


a 


2;8 


a?, 


// 


I     ^i;8     j.   ^i;2 


a?. 


2 


X 


tt 


3 


^278       J       ^J?3 


0?, 


4// 


+  :rT;7  + 


a 


V3 


X 


2 


a? 


nt 


8 


(TF)  umschrieben  ist,  die  Co- 
ordinaten uM  der  drei  Strah- 
len  (P(f ))  noch  den  drei  Glei- 
chungen : 


^278       I       ^IW 


a 


Ut 


^  +  ^^  +  ^^^ 


^=    0 


tl2 


U 


8 


^2«       I      ^i;8 


a 


u, 


w 


^278     _|_    ^178       1 
7  "T"  _  /</  'T' 


U 


Hl 


U, 


«172 


aus   welchen   durch   die   Elimination    der  Coefficienten   a,;*, 

beziehungsweise  Oi^,  sich  ergibt: 


(c).. 


1 

1 

1 

X,' 

x^' 

»'s' 

1 

1 

1 

«'l" 

tt/g 

«'s" 

1 

1 

1 

aj, 


^i^ 


OJ« 


/</ 


«, 


44* 


8 


=  0, 


===  o,  . .  (d) 


welche  Bedingung  demnach  erfüllt  sein  muss,  sobald  die  beiden 
Dreiecke  M^  M^  M^  und  M  JkP'  Jf' "  einem  Kegelschnitte  ( V) 
eingeschrieben,  beziehungsweise  einem  Kegelschnitte  (TF) 
umgeschrieben  sein  sollen.  Nun  geht  aber  Gl.  (c)  sofort  in 
Gl.  (a),  respective  Gl,  (d)  in  (6)  über,  sobald  man  die  erste, 
zweite  und  dritte  Colonne  der  in  (c),  beziehungsweise  (d), 
vorkommenden  Determinante  der  Reihe  nach  mit  a?/  tCj"  Xi*% 
x^*  X2"  asg'",  ajg'  ajg"  aig"',  respective  w/ 1^^"  t*/",  a^g'  U2**  1*2"'? 
tig'tfcg"  t^j'",  multipliciert,  und  aus  diesem  Grunde  drtickt 
gleichzeitig  (a)  die  Bedingung  aus,  unter  welcher  die  sechs 
Punkte  M^,  M2,  M^  und  M%  M*y  M*'  auf  einem  und  dem- 
selben Kegelschnitte  (F)  liegen,  dagegen  (6)  jene,  unter 
welcher  die  sechs  Geraden  (ajj),  {x^)j  {x^)  und  (P'),  (P")? 
(P'")  einen  und  denselben  Kegelschnitt  (TF)  berühren,  wo- 
mit die  beiden  eben  aufgestellten  Sätze  erwiesen  sind.  Die 
Gleichungen  der  Kegelschnitte  (F)  und  {W)  sind  noch 
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ie)..V= 


1 


1 


«1 

»» 

»» 

1 

1 

X,' 

1 

«l' 

^s' 

1 

1 

1 

X, 


It 


X, 


u 


X 


It 


8 


O. 


w 


1     1 


«1 
1 

1 

«8 
1 

1 

1 

1 

u. 


u 


U, 


ji* 


u 


8 


41 


=  o.(/) 


In  analoger  Weise  kann  man    nun   auch    die   beiden 
Sätze  beweisen: 


Sind  zwei  Dreiecke 
einem  Kegelschnitte  einge- 
schrieben; so  existiert  auch 
stets  ein  Kegelschnitt,  fiir 
welchen  diese  beiden  Drei- 
ecke sich  selbst  conjugiert 
sind; 


Sind  zwei  Dreiecke 
(Dreiseite)  einem  Kegel- 
schnitte umgeschrieben^  so  exi- 
stiert auch  stets  ein  Kegel- 
schnitt,  flir  welchen  beide 
Dreiecke  sich  selbst  conju- 
giert erscheinen, 


und  aus  den  eben  vorgeführten  Sätzen  ergeben  sich  schließ- 
lich noch  die  beiden  Sätze: 


Erscheinen  zwei  Drei- 
ecke einem  Kegelschnitte  ein- 
geschrieben, so  sind  dieselben 
stets  einem  zweiten  Kegel- 
schnitte umgeschrieben. 


Erscheinen  zwei  Drei- 
seite einem  Kegelschnitte  um- 
geschrieben, so  sind  dieselben 
stets  einem  zweiten  Kegel- 
schnitte eingeschrieben. 


Capitel  XII. 
Mittelpunkt,  Asymptoten,  Durchmesser. 

§  66.  Mittelpunkt  und  Kttelpunktsgleichnng  der  Kegelsclinitte. 

Unter  dem  Mittelpunkte  oder  dem  Centrum  eines  Kegel- 
schnittes versteht  man  denjenigen  in  der  Ebene  des  letzteren 
liegenden  Punkt,  welcher  eine  jede  durch  ihn  gelegte  Sehne 
dieser  Curve  halbiert.  Es  sei  nun  Mo  der  Mittelpunkt  eines 
Kegelschnittes  {U)y  und  werde  noch  angenommen,  dass  die 
beiden  Sehnen  MM'^  und  M**W^  den  Punkt  Mo  enthalten, 
weshalb  nach  der  eben  gegebenen  Definition  des  Punktes 
Mo  auch  MMo  =  MoM'  und  M*'Mo  =  MoM'^,  oder 
{MM' Mo)  =  {M^'WMo)  =  —  1  sein  muss.  Sind  daher 
M*^  und  üf"«,  die  unendlich  fernen  Punkte  derjenigen  durch 
den  Punkt  Mo  gehenden  Strahlen  (i')  und  (L"),  auf 
welchen  die  beiden  Strecken  M'M*  und  M**M^^  zu  liegen 
kommen,  so  ist  auch  {MM'MoMJ  =  {M**M^^MoM'^) 
=  —  1  und  repräsentieren  aus  diesem  Grunde  nach  §  62  die 
Punkte  Moj  M^,  sowie  Mo,  Af«,  je  ein  Paar  harmonischer 
Pole  bezüglich  des  Kegelschnittes  (J7);  folglich  ist  auch  die 
Verbindungsgerade  der  beiden  unendlich  fernen  Punkte  M^ 
und  Jtf"oo,  d.  i.  die  unendlich  ferne  Gerade  (i«)  der  Ebene 
des  Kegelschnittes,  die  Polare  des  Punktes  Mo  sowie  um- 
gekehrt Mo  den  Pol  von  (i«)  darstellt.  Dadurch  gelangt 
man  zu  den  nachfolgenden  wichtigen  Sätzen,  und  zwar: 


Die  Polare  des  Mittel- 
punktes eines  Kegelschnittes 
in  Bezug  auf  letzteren  ist  die 
unendlich  ferne  Gerade  der 
Ebene  dieser  Curve. 


Der  Pol  der  unendlich 
fernen  Geraden  der  Ebene 
eines  Kegelschnittes  in  Bezug 
auf  letzteren  ist  das  Centrum 
dieser  Curve. 
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Diese  Sätze  setzen  uns  nun  gleichzeitig  in  den  Stande 
die  Coordinaten  Xoy  yo  des  Mittelpunktes  eines  durch  die 
G-leichung 

(340)  C^^a„iaj2+ 2ai,2ajy  +  a^y^y^  +  2  a^,^x -^r 

2aj,3y  4-03,8  =0 

gegebenen  Kegelschnittes  zu  berechnen.  Die  Grleichung  dieses 
Kegelschnittes  lautet  nämlich  in  den  einfachsten  homogenen 
Liniencoordinaten  (Siehe  §  59) 

A^yiU^  +  2A^y^uv  -j-  A^x%^^  +  2Aif^uw  -|-  2A^,^vu)  + 

und  daher  ist  auch  nach  (378)  in  §  62  die  Gleichung  des 
Pols  der  Geraden  (Lo)  von  den  einfachsten  homogenen 
Coordinaten  Uq,  Vo,  Wo'- 

woraus  sich  ergibt,  weil  flir  die  unendlich  ferne  Gerade  nach 
§  28  bekanntlich  Uo=^  Vo=^o  ist, 

(898).      .      .        Jfo=  ^i,8^  +  ^2>8^  +  As>8  =ö 

als  Gleichung  des  Mittelpunktes  Mo  des  durch  (340)  be- 
stimmten Kegelschnittes.  Die  fraglichen  Coordinaten  a?o, 
yo  des  Centrums  Mo  unseres  Kegelschnittes  sind  daher  in 
Anbetracht,  dass  die  Determinante  -4,  aus  welcher  die 
Coefficienten  Atyi  in  der  bekannten  Weise  hervorgehen, 
symmetrisch  ist: 

yo\3^)  .    .     Xo  —  j      —  "d     '       y^  —  A      ^'  A     ^ 

-^8?»  -^8^8  -^8?  8  -^78 

und  hieraus  folgt,  sobald  man  für  die  Symbole  -4,,*  die  dies- 
bezüglichen Werte  einführt, 

womit  das  Centrum  Mo  des  durch  Gl.  (340)  gegebenen 
Kegelschnittes  {TJ)  bestimmt  erscheint. 

Nun  transformiere  man  die  Gleichung  des  Kegelschnittes 
(CT)  auf  ein  Coordinatensystem,  dessen  Ursprung  mit  (jLöm 
Mittelpunkte  Mo  von  (CT)  zusammenfallt,  dessen  Achsen  (o?') 
und  (y')  aber  parallel  gerichtet  sind  zu  den  Achsen  (ai)  und 


XII.  §  66.  Mittelpunkt  und  Mittelpunktsgi^lohnnsr.  329 

(y)  desjenigen  rechtwinkeligen  Coordinatensystems,  auf  welches 
die  Gleichung  (340)  sich  bezieht.  Nachdem  die  Trans* 
fornuitionsfonnebDL  (Siehe  §  13)  in  dexjd  hier  vorliegenden 
Fall  lauten :  a?  =  a?«  -j-  ^'  und  y  :;=  y^  +  y ',  so  nimmt  die 
transformierte  Gleichung  von   (27)   ^unJUshst  die  Gestalt  an 

ai,i(a?' -fa?o)^+ 2 ai,8(«'+  «o)(y'+  yo)  +  Ö2?2(y  -^  Vo)^-^ 

2ai,8(«'  -H Xo)  +  2a2,s(y'  +  y«)  +  «s^s  =^  o, 
und    hieraus    folgt    nach   einigen    einfachen   abgebraischen 
Operationen 

Yirenn,  wie  in  §  58,  Gl.  366 

lo  =  2  («1  ^jfljo  +  «jjsyo  4-  «sys) 

gesetzt  wird  und 

1 

ist.  Selbstverständlich  hat  man  noch  in  den  Ausdrücken  töürgoy 
ho  und  io  die  oben  in  (394)  gegebenen  Werte  fUr  Xo  und  yo  zu 
substituieren^  wodurch  man  erhält:  g^  ^=^ho  ^*=^  o  und  Uo  = 

\  A  A  A 

9  *o  =  ai,8  -7^  +  «278  -r^  +  «3«  =  1—7  weshalb  die  Mittel- 

^  -^SJS  -^^S  -^378 

punktsgleich ung  des  Kegelschnittes  (77)  die  Form  annimmt: 

(896)  .    .     a,,,a^'  +  2a,,,aj'y'  -\-  «2,3^^+  ^  =  0, 

und  man  ersieht  sonach^  dass  bei  dieser  Transformation  die 
Coefficienten  der  drei  ersten  Glieder  nicht  geändert  werden, 
während  die  Glieder  mit  x*  und  y*  entfallen,  und  dass  femer 
die  Werte  der  Mittelpunktscoordinaten  Xo  und  yo  sich 
ergeben,  sobald  man  die  beiden  linearen  Gleichungen 

(397)  .    .    .    .     f 

Ä  _  ^^  ,  

von  welchen  eine  jede  eine  Gerade  darstellt,  nach  x  und 
y  auflöst. 

SpeeieUe  Fälle.  Ist  A  =  o  und  43,3  von  null  ver- 
schieden,  so  geht  die  eben  gefundene  Gleichung  (396) 
über  in 
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und  weil  diese  Gleiohung  immer  in  zwei  lineare  Factoren 
zerlegt  werden  kann^  ist  auch  das  geometrische  Äquivalent 
derselben  ein  G^radenpaar  vom  Mittelpunkte  Mo.  (Über- 
einstimmung mit  §  57.)  Dass  die  beiden  Elemente  des  Paars 
reell  und  gesondert^  reell  und  zusantmonfallend,  oder  end- 
lich imaginär  und  gesondert  sein  können^  ist  an  sich  klar. 
Femer  lehren  die  früh^*  gewonnenen  Gleichungen  (394), 
dass  immer  ein  Mittelpunkt  existiert;  sobald 


-^8»  —  ^i;i^tw       ** 


m 


2 


von  null  verschieden  ist.  In  dem  speciellen  Fall  jedoch, 
wo  A^y^  =  0  wird,  dagegen  die  Zähler  A^,^  =  A^^^  und 
-4.3,3  "==  -^w  nicht  verschwinden,  ist  nach  Gl.  (394)  offenbar 

=  0  und  —  =  0,   mithin   a?o  =  ^^   und   yo  =  ^    d.  h. 


Xo  yo 

hier  liegt  der  Mittelpunkt  in  unendlicher  Ferne  oder  es  hat 
die  Curve  keinen  Mittelpunkt.  Jetzt  verbleibt  nur  noch  der 
specielle  Fall  zu  untersuchen,  wo  -4^,3  = -42,3  =  -43,3  =  o 
wird  und  daher  die  Ausdrücke  für  Xo  und  yo  die  unbe- 
stimmte Form  Yf  annehmen.  Dies  tritt  aber  dann  ein,  wenn 
in  der  Matrix 


^in   ^in   *^i;3 


^u%  ^272   ^2^3 

die  £lemente  der  einen  Zeile  von  den  correspondierenden 
der  anderen  bloß  durch  einen  Factor  q  verschieden  sind, 
oder  das  Gleichungspolynom  a^y^x  -\-  a^^iy  +  «273  =  Q  •  (^in^  ~t~ 
a^y^y  ~\~  ^ijz)  wird,  d.  h.  die  durch  die  beiden  Gleichungen 
(597)  gegebenen  Geraden  zusammenfallen.  Dann  hat  man 
aber  unendlich  viele  Mittelpunkte  und  ihr  geometrischer  Ort 
ist  eine  Gerade  von  der  Gleichung 
(398)  ...  C=  a^y^x  +  a^y^y  -f  a^,^  =  o, 
während  das  geometrische  Äquivalent  von  U=o  selbst  ein 
Geradenpaar  ist,  dessen  Elemente  zur  Geraden  C=^o  parallel 
gerichtet  sind ;  und  es  ist  selbstverständlich,  dass  hier,  wegen 

^  =  «i78^u3  +  «2>3^2« +«3;3^8;s?  »uch  A  =  o  scinwird. 
Freilich  ist  hierbei  noch  möglich,  dass  die  beiden  Elemente 
des  Paars  zusammenfallen,    oder  die  Gleichung  U=o  eine 
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doppelt  zu  zählende  Gerade^  eine  Doppelgerade^  darstellt, 
in  welchem  Fall  das  Gleichasgspolynom  U  stets  auf  die 
Form  gebracht  werden  kann :  (ao?  -f-  6y  -f-  c)*.     Da  nun  hier 

«Hl  =  ö^S  «i>2  ==  a  .  6,  a2>2  =  ^*>  «US  =  ö  •  0,  aa,3  =  i  .  c 
und  a8,3  =  c*  ist,  so  wird  nicht  nur  A  =  -4^,3  =  4a,8  = 
J.3^g  =  0,  sondern  überdies  auch  A^,^  =  A^^^  =  0,  womit  die 
einzelnen  speciellen  Fälle  erschöpft  erscheinen. 

Die  Kegelschnitte  werden  sonach  unterschieden  in 
solche,  welche  einen  Mittelpunkt  besitzen  und  daher  centrale 
Kegelschnitte  heißen,  und  in  solche  ohne  Mittelpunkt.  Bei 
den  ersteren  ist  -43,8  =  a^y^  a^y^  —  a^y^^Yon  null  verschieden 
und  überdies,  sobald  eine  eigentliche  oder  irreduzible  Curve 
2.  Ordnung  (Ellipse  oder  Hyperbel)  vorliegt,  auch  die  Dis- 
criminante  A  von  U  nicht  gleich  null.  Soll  ^13^3  von  null 
verschieden  und  A  gleich  null  werden,  so  ist  der  centrale 
Kegelschnitt  degeneriert,  d.  h.  ein  Geradenpaar.  Bei  den 
Kegelschnitten    ohne    Mittelpunkt    (Parabel)     ist    dagegen 

-^8«  *=  ^;i^2>2  —  ^i?2*  =  öj  während  A  von  null  ver- 
schieden ist. 

§  67.    Ort  des  Scheitels  eines  dem  Kegelschnitte  17  ==  o 

umsohriebenen  Winkels  6. 

Nach  GL  (371)  in  §  60  lautet  die  Gleichung  des  aus 
dem  Punkte  M^  an  den  Kegelschnitt  U=  0  gelegten  Tan- 
gentenpaars (T)y  (T"): 

und  daher  ist,  zufolge  des  in  dem  vorigen  Paragraphen 
bereits  Vorgeführten,  die  Mittelpunktsgleichung  dieses 
Tangentenpaars,  d.  h.  die  Gleichung  des  letzteren,  bezogen 
auf  ein  anderes  Ooordinatensystem^  dessen  Ursprung  mit 
M^  zusammenfllllt  und  dessen  Achsen  (x*)  und  {y*)  die 
Richtungen  des  alten  Coordinatensystems  beibehalten: 

(a)    ..   {g,'-4.a,y,U,)x''-^2(g,\-ii.a,y,U,)xy  +  {\^- 

4«2>2  u^)y'^=o. 

Mittelst  dieser  Gleichung  ist  man  aber  auch  gleichzeitig  in 
der  Lage,  den  Winkel  6  zu  bestimmen,  welchen  die  aus 
My  an  den  Kegelschnitt  U^=o  gelegten  Tangenten  (T')  und 
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(T'O  ^^  einander  einschließen;  man  braucht  ja  zu  dieseia 
Zwecke  bloß  die  in  §  4ö  gegebene  Gleichung  (301)  zu  be- 
nützen und  daselbst  für  a,  b  und  c  die  aus  obiger  Gleichung 
(a)  zu  entnehmenden  Werte  zu  substituieren^  wodurch  man 
erhält^  sobald  man  noch  die  Gleichung  (301)  in  der  Form 
(a-^  cy  —  4  (&^  —  ac)  cotg^  rf  =  o  benützt  und  für  jr^  und  k^ 
die  in  §  58  gegebenen  Werte  einführt: 

(390)  [(a^jix^  +«1,2^1  4-  «1«)^+  («i«a?i  +  «2,9^1  +  »aw)^  — 

(äin  +  «i?2)C^i]* 

[(«in«!  +«172^1  +öi;3)*  — «inf^il  [(«i?2«i  +«272^1  +«2>s)*  — 

<»2;2^i]}cotgV=0, 

und  hieraus  folgt  der  zu  suchende  Winkel  d,  wenn  der 
Punkt  Jfj  durch  seine  Coordinaten  x^y  y^  gegeben  erscheint. 
Umgekehrt  kann  aber  die  soeben  gefundene  Gleichung 
auch  noch  dazu  benützt  werden,  um  den  geometrischen  Ort 
des  Scheitels  eines  dem  Kegelschnitte  U=  0  umgeschriebenen 
Winkels  <S  ausfindig  zu  machen,  indem  zur  Lösung  dieses 
Problems  bloß  erforderlich  ist,  in  (399)  die  Coordinaten  x^ 
y^  durch  die  veränderlichen  Punktcoordinaten  oj,  y  zu  er- 
setzen, wodurch  man  nach  zweckdienlicher  Umformung  des 
zweiten  Klammerausdruckes  erhält: 

(400)  [(ttj,,  X  +  ai,a  y  +  a^,^)^  +  (a,,3  x  +  a^^  y  +  a^«)^  — 

(«in  +  «a;«)  U? 
—  4  .  {K;i  {a^^  X  +  aa,a  y  +  a^j^Y  +  a^^  {a^^^x  -f  a^,«  y  + 

«ns)^  —  2  «1,2  («in«'  +  «1  wy  +  «1 ,»)  («1««  +  «2«y  +  Ö2>8)]  •  ^— 

(«in  «2«  —  «1,2  ^)f^}  cotgV  =  0, 
und  diese  Gleichung  bestimmt  den  fraglichen  geometrischen 
Ort  und  letzterer  ist  somit  eine  algebraische  Curve  4.  Ord- 
nung. Ist  nun  der  dem  Kegelschnitte  U  =^  0  umgeschriebene 
Winkel  ein  rechter,  so  wird  cotg  0=^0  und  nimmt  die  letzte 
Gleichung  die  einfachere  Gestalt  an 

(«in«  +  «nay  +  «i?8)^  +  («i?2«  +  «2>2y  +  «2,3)^  —  («in  + 

a2,2)Z7=o, 

und  hieraus  folgt,  sobald  wieder  A  die  Discriminante  des 
Gleichungspolynoms  U  bedeutet  und  Ai^k  in  der  schon  mehr- 
fach angegebenen  Beziehung  zu  A  steht, 
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(401)  Äs,,{x^  +  y^)  -^  2Ä,,,x  -  2  A,,,y  +  (Ä,,,  +  A,,,)  =  o. 

Die  hier  vorkommende  Größe  ^3,3  =  aj^^a^y^  —  a^,2^  ist  je- 
doch, wie  in  dem  vorangegangenen  Paragraphen  gezeigt 
wurde,  nur  dann  von  der  null  verschieden,  sobald  der  Kegel- 
schnitt U=  0  central  ist,  während  sie  bei  einem  Kegel- 
schnitte ohne  Centrum  bekanntlich  verschwindet.  Der 
geometrische  Ort  des  Scheitels  eines  einem  centralen  Kegel- 
schnitte (Ellipse  oder  Hyperbel)  umgeschriebenen  rechten 
Winkels  ist  somit  ein  Kreis,  bestimmt  durch  die  soeben  ge- 
fundene Gleichung  (40  P,  während  bei  einem  Kegelschnitte 
ohne  Mittelpunkt  (Parabel)  dieser  Ort  eine  Gerade  ist 
( Leitlinie  der  Parabel),  und  diese  Gerade  hat  die  Gleichung : 

(402)  .   .    2Ä,,,x  +  2A,,sy-{A,,,+A,,,)^o. 

1.  Beispiel.     Die   Gleichung   des   Kegelschnittes    sei 

?7=-^±  T2  —  1^=0.    Nachdem  in  diesem  speciellen  Fall 

11 
«1,1  =  —2,  a2,2  =  ±  -V2  ^^d   «8,3  =  —  1  ist,    während    die 

übrigen  drei  Coefficienten  a,,*  verschwinden,  so  nimmt  Gl. 
(401)  die  Form  an:  x^ -\- y^  —  (a^±6^)  =  o,  und  d.  i.  die 
Gleichung    eines   Kreises  vom  Halbmesser  r  =  Va^  dr  b\ 

2.  Beispiel.     Die  Gleichung   des  Kegelschnittes  wäre 

V^                                                    11 
ü  ^ X  =  0.    Hier  ist  «2,2  =  —   ^^^  ^173  = 0^? 

während  die  übrigen  Coefficienten  a/,*  wieder  gleich  null 
sind.     Durch  Einführung  dieser  Werte  von  o*,*  in  GL  (402) 

erhält  man  dann  ^ \-  —;'^:=:  0  oder  a?  ==  —  ^,   und   d.  i. 

2^    '     8  4' 

die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  im  Abstände  —  — - 
vom  Ursprünge  parallel  gerichtet  ist  zur  Achse  der  y. 

§  68.    Badien  der  centralen  Zegebtchnitte. 

Unter  einem  Radius  eines  centralen  Kegelschnittes  ver- 
steht man  die  Länge  derjenigen  Geraden,  welche  einen 
Punkt  M  dieser  Curve  mit  ihrem  Mittelpunkte  Mo  verbindet. 
Wir  bezeichnen  in  Hinkunft  die  Strecke  MoM  mit  r  und 
nennen  a  denjenigen  Winkel  (Siehe  Fig.  81),  unter  welchem 
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-iX'f 


Fig.  81. 


die  durch  die  Punkte  Mo  und 
Jlf  gegebene  Gerade  gegen,  die 
Achse  der  x  geneigt  erscheint. 
Durch  den  Winkel  a  ist  nun 
der  Radius  r  eindeutig  be- 
stimmt, und  hat  man  behufs 
Berechnung  von  r  aus  a  in  der 
Mittelpunktsgleichung  (396) 
der  Kegelschnitte  bloß  x*  ^=^r 
cos  a  und  y'  z=z  r  sin  a  zu 
setzen,  wodurch  man  erhält: 

A 


f403)  (ai,iCOs^a  +  2ai;2COsasina-|7a2,2sin2a)  .»•*+-j — 
oder 


=0, 


(404) 


^3  »3 


^1  n  cos^  a  4"  2  ttj  ,2  cos  a  sin  a  +  a^^^  ®i^^  ^ 


und  aus  dieser  Formel   ersieht   man  sofort,    dass  unter  der 

A 
Annahme -j — <  o    der    Radius  r   reell    oder    imaginär   er- 


^^rd 


scheint,  je  nachdem  der  Nenner  a^^^  cos^  a  -}-  2  a^ja  cos  «  sin  a  -|- 
«2,2  sin^  a  positiv  oder  negativ  ausfeilt.  Ist  dagegen 
dieser  Nenner  gleich  null,  d.  h.  ist  a  =  a^  oder  a  =  a^, 
wobei  «1  und  «g  Winkel  sind,  die  aus  Gleichung  a^y^i^'^a  + 
2flti;2*8^~t~  ^m  =^  hervorgehen,  wenn  man  dieselbe  nach 
tg  a  auflöst,  also 


(405) 


tg  «2 


foi 


?2 


V 


<hy2 


^in^2>2 


a 


2;2 


so  wird  —  =  0,  oder  r  =  oo,  d.  h.  die  durch  Mo  gehenden 

und  gegen  die  Achse  der  x  unter  den  Winkeln  a^  und  Og 
geneigten  Geraden  (J.J  und  (iila)  haben  mit  dem  Kegel- 
schnitte U^=^o  diejenigen  Punkte  Jf^,»  und  ibr2?0D  gemein, 
in  welchen  dieser  von  der  unendlich  förnen  Geraden  {L^)  der 
Ebene  vorliegender  Curve  geschnitten  wird.  Selbstverständ- 
lich gilt  dies  auch  noch  von  allen  jenen  Strahlen,  die  zu 
den   eben   angefahrten   Geraden  {A{)  und  {A^)  parallel   ge- 
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richtet  sind.  Nachdem  übrigens  (Ä^)  mit  dem  Kegelschnitte 
nur  den  Punkt  M^,^  gemein  hat,  jede  Gerade  aber  einen 
EegelschDitt  in  zwei  Punkten  durchschneidet,  so  muss  {A^) 
die  Curve  in  jJfi,«  berühren,  und  ganz  dasselbe  gilt  natür- 
lich auch  von  (A^)  und  M^,^ ;  es  stellen  sonach  (Ai)  und 
(A2)  gleichzeitig  die  zwei  Tangenten  dar,  welche  den  Kegel- 
schnitt in  seinen  beiden  unendlich  fernen  Punkten  berühren, 
oder  (A^)  und  {A2)  sind  die  beiden  Asymptoten  der  Curve. 
Es  ist  klar,  dass  ein  jeder  Kegelschnitt  zwei  Asymptoten 
haben  muss^  die  im  allgemeinen  reell  und  gesondert,  reell 
und  zusammenfallend,  oder  endlich  imaginär  und  gesondert 
sind,  je  nachdem  nämlich  das  in  Gl.  (405)  unter  dem  Wurzel- 
zeichen vorkommende  Binom:  «1,2^  —  ^in^2;2  =  —  -^3;8 
positiv,  null  oder  endlich  negativ  wird,  und  damit  gelangt 
man  zur  Erkenntnis,  dass  das  Asymptotenpaar  des  durch 
Gl.  (340)  gegebenen  Kegelschnittes  ?7=o  reell  und  ge- 
sondert, reell  und  zusammenfallend,  oder  gesondert  und  ima- 
ginär ist,  je  nachdem 


(4Ub)    ....      -^3«  —  <^m  ö^2;2        ^i?2    —  ^ 

> 
wird.  Nun  ist  aber  .^3,3  von  null  nur  dann  verschieden, 
(§  66),  sobald  der  Kegelschnitt  central  ist,  und  haben  somit 
die  centralen  Kegelschnitte  zwei  gesonderte  Asymptoten,  die 
gleichzeitig  imaginär  (bei  der  Ellipse)  oder  gleichzeitig  reell 
(bei  der  Hyperbel)  sind,  während  bei  den  Kegelschnitten 
ohne  Centrum  (bei  der  Parabel)  die  Größe  -43,3  ==  0  wird, 
also  beide  Asymptoten  wohl  reell  sind,  aber  zusammenfallen. 
Es  ist  an  sich  klar,  dass  diese  doppelt  zählende  Asymptote 
die  unendlich  ferne  Gerade  (i«)  d^r  Ebene  des  Kegel- 
schnittes sein  muss,  indem  ja  für  -43 ,3  =0  das  Centrum 
des  Kegelschnittes  in  unendlicher  Ferne  liegt,  und  dass  die 
beiden  unendlich  fernen  Punkte  des  Kegelschnittes  hier  zu- 
sammenfallen. 

§  69.     Vber  die  Asymptoten  der  Kegelschnitte. 

Die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  in  den  einfachsten 
homogenen  Punktcoordinaten  ist  nach  §  25  und  54 
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setzt  man  jetzt  noch  Li  ^=^  AiX  -\-  Biy  -f-  Oi  und  versteht 
tinter  X  einen  veränderlichen  Parameter^  so  ist  das  geome- 
trische Äquivalent  der  Gleichung 

(a) U—XL,L^^o 

der  Inbegriff  aller  derjenigen  Kegelschnitte,  welche  man 
durch  die  vier  Schnittpunkte  der  beiden  Q-eraden  L^  =  o 
und  L^  =  0  mit  dem  Kegelschnitte  Z7==o  legen  kann. 
Fallen  nun  diese  beiden  Geraden  zusammen,  wodurch  dann 
die  obige  Gleichung  übergeht  in 

(6) U—X.L^^=o, 

so  fallen  auch  von  den  Schnittpunkten  je  zwei  davon  zu- 
sammen, und  repräsentiert  demnach  GL  (b)  alle  jene  Kegel- 
schnitte, welche  den  Kegelschnitt  J7  =  o  in  jenen  Punkten 
zweipunktig  oder  nach  der  ersten  Ordnung  berühren,  wo 
dieser  von  der  Geraden    Lj^  =  o  geschnitten  wird,  weshalb 

U  —  ;i ,  «^  =  0, 

nachdem  z  =  o  (Siehe  §  28,  Gl.  169)  die  Gleichung  der 
unendlich  fernen  Geraden  in  den  einfachsten  homogenen 
Punktcoordinaten  darstellt,  der  Inbegriff  aller  Kegelschnitte 
ist,  welche  den  Kegelschnitt  U  =  o  in  seinen  beiden  un- 
endlich fernen  Punkten  nach  der  ersten  Ordnung  berühren. 
Die  letzte  Gleichung  kann  aber,  sobald  man  die  Differenz 
%?8  —  ^  durch  a8,3'  ersetzt,  auch  so  gegeben  werden: 
(c)    a^,! x^  +  2ai,sj xy  +  .  .  .  .  +  2a^j^yz  +  a'3,3 z^  =  0, 

und  sind  daher,  sobald  unter  a'3,8  ein  veränderlicher  Para- 
meter gedacht  wird,  in  der  letzten  Gleichung  aUe  Kegel- 
schnitte enthalten,  die  den  Kegelschnitt  U=o  in  seinen 
beiden  unendlich  fernen  Punkten  nach  der  ersten  Ordnung 
berühren.  Zu  diesen  Kegelschnitten  gehört  aber  auch  das 
Asjmptotenpaar  von  ?7  =  0,  indem  nach  der  im  vorher- 
gehenden Paragraphen  gegebenen  Erklärung  darunter  die 
beiden  Tangenten  zu  verstehen  sind,  welche  den  Kegel- 
schnitt ?7  =  0  in  jenen  Punkten  berühren,  wo  derselbe  von 
der  unendlich  fernen  Geraden  (L^)  geschnitten  wird.  Es 
stellt  somit  (c)  die  Gleichung  des  besagten  Asymptoten- 
paars dar,  sobald  man  darin  den  veränderlichen  Parameter 
a'3,8    durch   einen   solchen   constanten  Coefficienten   ersetzt, 
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(d) Ä'^ 


für  welchen  die  Discriminante  des  Gleichungspolynoms  von 
(c)  verschwindet,  ftir  welchen  also  die  Determinante 

^in    ^i>2   %;8 

^l?j|    ^>2    ^?S 

wird,  und  weil  aus  dieser  Gleichung  folgt,  sobald  wieder 
A  die  Discriminante  des  öleichungspolynoms  U  repräsentiert, 

^^8-^1«  +  «2;8^2W  +  ^;8'-^3;8   =  ^J  ^^er    03,3'  =  0^,3  -j^ 

—  ^>8  ^^y  %?8'  "^^  ^378  —  1 — ^  ^^  ^s*  schließlich 

(407) U—^z^=o 

die  Gleichung  des  Asymptotenpaars  des  Kegelschnittes 
J7=  Oj,!»*  +  2  Oifi^y  +....-}-  03,3  2^  =  o,  u.  zw.  in  den 
einfachsten  homogenen  Punktcoordinaten.  Selbstverständ- 
lich ist  diese  Gleichung  durch 

(408) cr--A  =  o 

-^8;3 
zu  ersetzen,  sobald  man  die  Cartesischen  Punktcoordinaten 

der  Untersuchung  zu  Grunde  legt.     Es  ist  daher  auch  klar, 

dass  alle  Kegelschnitte,    deren  Gleichungen   nur   durch  das 

letzte     Glied    sich     unterscheiden,     ein     gemeinschaftliches 

Asjmptotenpaar  besitzen  müssen. 

Nachdem  wir  nun  die  Gleichung  des  Asymptotenpaars 
eines  Kegelschnittes  U  =  o  bestimmt  haben,  beschäftigen 
wir  uns  noch  mit  der  Aufsuchung  der  Gleichung  ihrer  beiden 
Winkelhalbierungslinien,  sowie  mit  der  Bestimmung  der  Co- 
ordinaten  und  des  Neigungswinkels  dieser  Asymptoten  selbst. 
Die  Lösung  der  ersten  der  zuletzt  gestellten  Aufgaben  er- 
fordert aber  die  Transformation  der  Gl.  (408)  auf  ein  Coordi- 
natensystem,  dessen  Ursprung  mit  dem  Mittelpunkte  des 
Asymptotenpaars  oder,  was  dasselbe  ist,  mit  dem  Mittelpunkte 
des  Kegelschnittes  U=  0  identisch  ist,  während  dessen  Achsen 
(x')  und  (y')  die  Richtungen  der  früheren  Achsen  (x)  und  (y) 
beibehalten.  Diese  transformirte  Gleichung  kann  man  jedoch 
nach  den  in  den  Paragraphen  66  und  68  angestellten  Be- 
trachtungen ohneweiters  angeben,  und  es  lautet  dieselbe 

Hannbb,  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte.  22 


338  Xn.  §  69.  über  die  Asymptoten  der  Kegelschnitte. 

weshalb  nach  Gl  (302)  in  §  45  auch 

(409)     .      ai,aaj'^+(a2;2  — «in)a^y— öti,2y'^=o 
die    Mittelpunktsgleichung    der    beiden    Winkelhalbierungs- 
linien des  Asymptotenpaars  von  dem  Kegelschnitte ?7=  a^j^x^-^ 
2aiy^xy  +  ....  +  agyjj  =  o  ist. 

Die  homogenen  Coordinaten  u^j  v^y  w^  und  u^y  t?2,  w^y 
einfachster  Art,  der  beiden  Asymptoten  des  Kegelschnittes 
tr=o  können  nun  ebenfalls  mittelst  der  eben  gewonnenen 
Gleichung  (408)  und  den  früheren  Gleichungen  (348)  in 
§  57  gefunden  werden.  Nach  diesen  ist  nämlich;  wenn  A 
die  in  (d)  angegebene  Bedeutung  hat, 

,      u^iv^iw^^  ai,i  :  (ai,s,  —  V  — ^a^sO  •  («ns  +  V  —  ^2,3'), 

t*2  :  ^2  •  «^2  =  <hyi  '  (öi;2  +  V  —  A^y^') :  («1,3  —  V— ula,2'), 
wenn  die  hier  vorkommenden  Symbole  AUyh  definiert  sind 
durch  ul'a^a  =  «1,103,3'  —  (h^^s   und  Ä\y^  =  a^^yia^y^  —  «1,2*- 

Ä 
Anderseits  ist  aber  der  Coefficient   «3,3'  =  «33  —  -^ —  ,  und 

durch  Einführung  dieses  Wertes  von  «3,3'  in  den  eben  ge- 
gebenen Ausdruck  flir  -4.2, 3'  erhält  man  hierauf,  wenn 
gleichzeitig    auch    für    die    Discriminante  Ä  der   bekannte 

Wert  substituiert  wird,  A^y^'  =  (^izif^tzsJZLMLiis)'  ^^^  ^iese 

Werte  von  A^y^'  und  -4.3,3'  liefern  durch  Einführung  in  (e) 
flir  die  fraglichen  Coordinaten  der  beiden  Asymptoten  die 
Proportionen: 

.      u^:v^:w^  =  ai,i  :  («1,3  —  V a^y^^  —  01,102,3)  : 

(  I    ^in^2;3         ^iy2^i>8\ 

(I  V/  2  \    /  1)1     2?8  ~~~     172     1?8  \ 

^i?2~rVai,3  — 0^,102,2;:!  0^,3 ~.     —  :i, 

^  V    «1,3'— ainaa;«/ 

während  die  Gleichungen  der  beiden  Asymptoten  lauten: 

A  =  »171^   +    («i?2    —    ^^«172*  —  ai;ia2;2)    •   V  "h 

(411)  \  V  ai,2^—  Oi,i03,g/ 

(ai,2+Vai,2^--aina272)y+(ai;3-!^^^''^^r'^''--)^ 

^  V  ai,2  —01,102,2/ 


,  Wa  •  ^2  =  ^2  =  «in  • 
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und  diese  ermöglichen  es  nun  auch^  den  Neigungswinkel 
der  Asymptoten  (ilj  und  (^2)  ausfindig  zu  machen.  Zu 
diesem  Zwecke  benutze  man  die  bekannte  Gleichung 

^^    ^'     ^^~l  +  tg(«.,A).tg(a^,^ 
und  setze   in  derselben,   im   Sinne   der   eben   gewonnenen 

Gleichungen  (411),  tg  (oj,  -4  J  =  — 


«in 


«i>2  —  Vai,2*  —  ö^in  a 


in  "'2?2 


a 


tg(a?,  ^)  == ^^^  ,  wodurch  man  erhält 

«i>2  +  ^%;2^  —  «in  <^2>a 

(412)    .    .    .     tg  (^t,  ^a)  =  ^^^>^'  ~  ^in«a>a^ 

«in    1    «2?2 
und  hieraus  erkennt  man,    dass  dieser  Winkel  ein  rechter 
ist,  sobald  a^^^  -(-  «2,3  =  0,  odör  03,3  =  —  «1,1  ist  (gleich- 
seitige Hyperbel). 

1.  Beispiel.    Man  bestimme  die  Gleichung  des  Asymp- 

totenpaars  des  Kegelschnittes  U^—^dzjj  —  l  =  o.  Hier 

—     1  1 

ist   die  Discriminante  Ä  ==  -u  —sr-s,  daher  A,»  =  ±  -öt» 


.a       «.2 


und    folglich  -0  i  fä"  ^=  ^  ^^®  ^su  suchende   Gleichung  des 

a         0 

Asymptotenpaars.  Die  Gleichungen  der  beiden  Asymptoten  sind 
demnach  y==:i~  x  und  y  =  —  t  —  aj,    beziehungsweise    y  = 

—  X  und  y  = Xy  wenn  i  =  V  —  1  die  imaginäre  Einheit 

X  1/^ 

bedeutet.    Die  Asymptoten  der  Hyperbel  — j  —  ^  —  1  =  0 

X       ■    u 

erscheinen  demnach  reell,  jene  der  Ellipse  — 3  +  fr  —  1  =  0 

aber  imaginär,  und  für  beide  Cunren  sind  die  Asymptoten  ge- 
sondert. Für  den  Kreis  ist  a  =  6  =  r  und  daher  aj^  -f-  y ^ *=  ^^ 
die  Gleichung  des  Asymptotenpaars,  und  man  erkennt  daraus, 
dass  die  Elemente  des  letzteren  nach  den  beiden  imaginären 
Ejreispunkten  gehen.     (Siehe  §  40.) 

22* 
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2.  Beispiel.    Die  Gleichung  des  Asymptotenpaars  des 


Kegelschnittes  (Parabel)  U 


_y 


p 


—  aj  =  0  ist  zu  ermitteln. 


Nachdem  hier  A^^^  =  o  ist,  lautet  die  gesuchte  Gleichung 
A  .z^  =  Oy  oder  z^  =  o,  d.  h.  die  unendlich  ferne  Gerade 
der  Ebene  der  Parabel  ist  die  Asymptote  der  letzteren. 
Hierbei  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  doppelt  zu  zählen. 

§  70.    Duiclimesser  der  Kegelschnitte. 

Unter  einem  Durchmesser  eines  Kegelschnittes  ver- 
steht man  den  geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte  eines 
Systems  paralleler  Sehnen  dieser  Curve.  Der  Durchmesser 
und  die  von  ihm  halbierten  Sehnen  sind  einander  conjugiert. 
Es  lässt  sich  nun  aus  dieser  Definition  eines  Diameters  ohne- 
weiters  eine  andere  ableiten,  mittelst  welcher  man  auch  gleich- 
zeitig im  Stande  ist,  die  Gleichung  desselben  zu  bestimmen, 
sobald  der  Winkel  a  gegeben  erscheint,  unter  welchem  die 

conjugierten  Sehnen  gegen 
die  Achse  der  x  geneigt  sind. 
Bezeichnen  nämlich  in  Fig. 
82  MM'  und  ilf' "3f^^  zwei 
zu  einander  parallele  Sehnen 
des  Kegelschnittes  U  =  o 
und  ist  M„  der  unendlich 
ferne  Punkt  derjenigen 
Strahlen,  auf  welchen  die 
Strecken  MM'  und  M''M^^ 
zu  liegen  konmien,  so  ist, 
wenn  noch  M  und  N  die 


Fig.  82. 


Mittelpunkte  der  letzteren  bezeichnen,  nach  §  19  oflfenbar 
{MM'MM^)^{M*'M'''NM^)=—  1,  d.  h.  es  sindilf,  Jlf« 
und  Nj  -Mflo  Paare  harmonischer  Pole  bezüglich  des  Kegel- 
schnittes U=o.  Die  Mittelpunkte  M  und  N  der  Strecken 
MM'  und  M"M^  repräsentieren  somit  beigeordnete  har- 
monische Pole  zu  dem  Punkte  M^jUmSi  weil  dies  von  dem 
Mittelpunkte  einer  jeden  zur  Sehne  MM*  parallelen  Sehne 
des  Kegelschnittes  U  =  o  gilt,  .  so  erkennt  man  nach  der 
eben  gegebenen  Definition  eines  Durchmessers  und  dem  in 
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§  62  bereits  Gesagten^  dass  der  Durchmesser  (rf),  welcher 
den  Sehnen  MM^  M***}P^ . . .  conjugiert  erscheint,  identisch 
ist  mit  der  Polaren  ihres  unendlich  fernen  Punktes  M^  be- 
züglich TJ  =^0y  und  hieraus  folgt  der 

Satz:  Der  einem  System  paralleler  Sehnen  eines  Kegel- 
schnittes conjugierte  Durchmesser  oder  Diameter  ist  die  Polare 
des  unendlich  fernen  Punktes  dieser  Sehnen  bezüglich  des 
Kegelschnittes. 

£s  ist  daher  auch  klar,  dass  der  Durchmesser  (ß)  den 
Kegelschnitt  ?7  =  o  in  denjenigen  Punkten  durchschneidet, 
in  welchen  vorliegende  Curve  von  dem  zu  den  conju- 
gierten  Sehnen  parallelen  Tangentenpaar  berührt  wird,  und 
dass  jeder  Durchmesser  iaine  durch  den  Mittelpunkt  Mo 
des  Kegelschnittes  gehende  Grerade  darstellt.  Nimmt  man 
ferner  an,  dass  der  Winkel  a  der  Sehnen  alle  Werte 
durchläuft  von  o  bis  2;7r,  so  wird  auch  der  Winkel  «j, 
unter  welchem  der  Diameter  {6)  gegen  die  Achse  der  x 
geneigt  erscheint,  alle  Werte  annehmen  von  o  bis  2jr,  wesr 
halb  sämmtliche  Durchmesser  eines  Kegelschnittes  einen 
Strahlenbüschel  1.  Ordnung  repräsentieren,  dessen  Centrum 
mit  dem  Mittelpunkte  Mo  des  Kegelschnittes  identisch  ist, 
und  umgekehrt -eine  jede  durch  Mo  gelegte  Oerade  einen 
Diameter  dieser  Curve  darstellt.  Damit  ist  aber  auch  gleich- 
zeitig der  Beweis  erbracht,  dass  alle  Durchmesser  eines 
Kegelschnittes  ohne  Mittelpunkt  einerlei  Richtung  besitzen 
müssen. 

Übergehend  auf  die  Gleichung  eines  Durchmessers, 
bestimme  man  vorerst  die  Gleichung  der  Polaren  eines 
Punktes  jMj,  dessen  Polarcoordinaten  B,  und  a  seien,  d.  h. 
dessen  rechtwinkelige  Coordinaten  x^  und  y^  sich  ergeben 
aus:  x^^=R  cos  a  und  yj^=R  .  sin  a.  Nach  §  62  lautet  nun 
diese  Gleichung : 

g  cos  a  -}-  Ä  sin  «  +  ^  =ö. 

Lässt  man  jetzt  R  unendlich  groß  werden,  so  geht  obige 
Gleichung  über  in  die  einfachere 

(413)   .    .    .  d^^r  cosa -(- Äsina  =^  0, 

und  diese  bestimmt  die  Polare    von  dem  unendlich   fernen 
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Funkte  des  durch  den  Winkel  a  gegebenen  Parallel- 
strahlenbüschels  oder  demjenigen  Durchmesser  {(f)y  dessen 
conjugierte  Sehnen  mit  der  Achse  der  x  den  Winkel  a  bilden. 
Substituiert  man  endlich  für  die  Symbole  g  und  h  die  in 
§  58  gegebenen  Werte  und  fasst  die  Glieder  jnit  x  und  y 
zusammen^  so  nimmt  (413)  die  Form  an 

(«1,3  cos  a  -}-  «2,3  sin  «)  =  o 
und  hieraus  folgt,   sobald  man  die  letzte  Gleichung  nach  y 
aufl(^st, 

(415)  y=  —  ^^^^  "^  ^1^2  ^g^     ^  _  ^1^9  +  ^2?3  *g  <^ 

«1,3  +  «2,2  tg  «  '  «1,2  -f-  «2,2  tg  ß  ' 

Eine  jede  der  drei  letzten  Gleichungen  ist  demnach  die 
Gleichung  eines  Durchmessers  des  Kegelschnittes  U^  <*in^*"l~ 
2«i,2ajy  -f- .  .  .  .  +  «8w  =  ^;  wenn  noch  a  den  Richtungs- 
winkel der  diesem  Diameter  conjugierten  Sehnen  repräsen- 
tiert, und  weil  der  Coefficient  von  x  in  der  letzten  Glei- 
chung gleichzeitig  die  trigonometrische  Tangente  desjenigen 
Winkels  «i  angibt,  den  die  Achse  der  x  mit  dem  Diameter  (rf) 
bildet,  so  besteht  noch  gleichzeitig  die  Rel. 

(416)  ....       ig  c^  =  -  ^12}^^L.^m^. 

«1,2  +  «2,2  tg  a 

Die  Gleichung  (413)  wird  befriedigt,  sobald  man  dort  x  und 
y  di^rch  die  Mittelpunktscoordinaten  Xo  und  yo  ersetzt,  in- 
dem für  diese  nach  Gl.  (397)  in  §  66  die  mit  g  und  h  be- 
zeichneten Größen  gleichzeitig  verschwinden,  und  damit  ist 
auch  analytisch  der  Nachweis  erbracht,  dass  ein  jeder 
Durchmesser  des  Kegelschnittes  durch  dessen  Mittelpunkt 
geht.      Ferner   folgt    aus    (413),    dass    für    «  =  0,5^  =  0; 

für  « =  ö    ^bßr  h  =  0   die    Gleichung    des    Durchmessers 

repräsentiert.  Was  noch  insbesondere  die  Diameter  der 
nicht  centralen  Kegelschnitte  anbelangt,  so  muss  bei  den- 
selben nach  den  vorhergegangenen  Erklärungen  der  Winkel 
«1  für  alle  Werte  von  a  einen  und  denselben  Wert  be- 
sitzen.    Dies  trifft  nun  hier  zu;  denn  ersetzt  man  in  Glei- 

«     * 
chung  (416)  den   Coefficienten  «2,2    durch  den  Bruch     ^^^  1 

«1,1 
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was  nach  §  66  bei  den  Kegelschnitten  ohne  Mittelpunkt 
gestattet  ist,  so  wird  in  der  That 

(417)  ....       tga,  =  -^  =  -^, 

also  constant  und  unabhängig  von  dem  Richtungswinkel  a 
der  conjugierten  Sehnen.  Die  Gleichung  des  Durchmesser» 
selbst  ist  nun  hier: 

(418)  .    .    .     y^_gi^a;_^i^3+^2;8tga 

«2>2  «1?2   +  «2;2  *g  « 

Satz.  Verbindet  man  durch  eine  Gerade  den  Mittel- 
punkt M  der  Sehne  MM**  eines  Kegelschnittes  U=  o  mit 
ihrem  Pol  ifj  bezüglich  ü=o^  so  ist  der  Mittelpunkt  Mo 
von  U^o  ein  Punkt  der  Verbindungsgeraden  M^M. 

Beweis.  Um  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  zu  con- 
statieren,  bestimme  man  vorerst  den  geometrischen  Ort  der 
Pole  der  einzelnen  Elemente  eines  Parallelstrahlenbüschels 
bezüglich  des  Kegelschnittes  U  =  o.  Die  Gleichung  des 
Parallelstrahlenbüschels  sei  Ax  -{-  By  -(-  C  =  O;  wenn  A 
und  B  Constanten  bezeichnen,  bestimmend  die  Richtung 
der  einzelnen  Elemente  des  Büschels,  während  C  ein  ver- 
änderlicher Parameter  ist;  ferner  seien  noch  x^  und  y^  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  des  Pols  irgend  eines  Elementes 
des  Büschels.     Nachdem  nun  {a^y^^x  +  (^u^yi  +  <^ij^  ^  H~ 

{a^y^^i  +  «a^ayi  +«2;8)y  +  («i;8^i  +  ^^s^i  +  ^s^s)  =  ^  ^^^ 
Gleichung  der  Polaren  des  Punktes  M^  in  Bezug  auf  U  =  o 

repräsentiert,  müssen  die  beiden  Relationen  bestehen: 

wenn  noch  q  ein  Proportionalitätsfactor  ist,  und  aus  den- 
selben folgt  durch  die  Elimination  von  q 

B  .  («i,!«!  -f  a^y^Vi  +  «1«)  —  ^  •  («i;2^i  +  «2?2yi  +  0^2,3)  =  0 ; 
es  ist  demnach  der  geometrische  Ort  der  Pole  sämmtlicher 
Elemente  des  hier  vorliegenden  Parallelstrahlenbüschels  eine 
Gerade  von  der  Gleichung 

O^B  .  {a^n^  +  a^,^y  +  a^y^)—A  .  {a^n^  +  a^,^y'^a^,^)=Oy 
und  diese  enthält  den  Mittelpunkt,  indem  nach  §  66,  Gl. 
(397),  ein  jeder  der  in  obiger  Gleichung  vorkommenden 
Klammerausdrücke  gleich  null  wird,  sobald  man  dort  x  und 
y  ersetzt  durch  die  Coordinaten  Xoy  yo    des  Mittelpunktes 
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des  Kegelschnittes  U=  o.  Es  ist  klar,  dass  die  Grerade 
ö  =  o  auch  durch  die  Punkte  Jlf "  und  M^^  (Fig.  83) 
gehen  muss,  in  welchen  nämlich  der  Kegelschnitt  U=  o 
von  den  beiden  Elementen  (T'")  und  (T^^)  des  Parallel- 
strahlenbtlschels  berührt  wird,  denn  Jf' "  und  M^^  sind 
ja   die   Pole  von    (^"0  und  (T^^.     Die  Gerade  M^Mo    in 

Fig.  83  ist  somit  identisch  mit 
iT'^f  der  Geraden  Jlf "  M^^  oder  mit 
dem  conjugierten  Durchmesser 
aller  zur  Geraden  Ax-\-  By  =  o 
parallelen  Sehnen  des  Kegel- 
schnittes. Nun  ist  aber  M  M* 
eine  solche  Sehne  und  daher  ist 
auch  der  Mittelpunkt  M  von 
M!  M*  ein  Punkt  von  der  Ge- 
raden if "  M}^  oder  der  Geraden 

§  71.     Conjugierte  Dorchmesser  der  centralen  Kegelschnitte. 

Es  sei  (rfi)  ein  Durchmesser  des  Kegelschnittes  U=^o 
und  {S^)  dasjenige  System  paralleler  Sehnen,  welches  dem 
Durchmesser  (rf^)  conjugirt  ist;  ferner  a  der  Winkel,  den 
die  Achse  der  x  mit  den  einzelnen  Sehnen  des  Systems  (/S^) 
bildet,  und  endlich  a^  der  Richtungswinkel  (a?,  dj).  Dann 
besteht  zwischen  tgcc  und  tgo^  die  in  dem  vorigen  Para- 
graphen gefundene  Beziehung,  u.  zw. 

(416).    .    .    .        tga,  =  -^ii^^^^. 

Denkt  man  sich  nun  ein  zweites  System  {S^)  paralleler 
Sehnen  und  nimmt  dabei  noch  an,  dass  die  einzelnen  Ele- 
mente von  (aSj)  zu  dem  Durchmesser  {6^)  parallel  gerichtet 
erscheinen,  nennt  wieder  (rfg)  den  zu  {S^)  conjugierten  Diameter 
des  Kegelschnittes  und  (a?,  d^)  =  a^  den  Winkel,  welchen 
die  Achse  der  x  mit  {6^)  bildet,  so  besteht  nach  (416)  die 
analoge  Relation 


(a) tgaa  =  — 


«i;2tg«i  +«in 


und  weil,  sobald  man  Gl.  (416)  nach  tga  auflöst,  sich  ergibt 
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0^2,3  tg  Ol +ai;a' 
so  ist  «2  =  a  und  somit  der  zweite  Diirchmesfier  (^2)  parallel 
gerichtet  zu  den  Sehnen  des  Systems  {S^),     Aus  dieser  Be- 
trachtung ergibt  sich  demnach  der 

Satz:  Sind  (/SJ  und  (S^)  zwei  Systeme  paralleler 
Sehnen  eines  centralen  Kegelschnittes^  (di)  und  (dg)  ihre 
conjugierten  Durchmesser,  und  erscheinen  die  Sehnen  des 
Systems  (S^)  parallel  gerichtet  zu  (dg),  so  sind  umgekehrt 
die  Sehnen  des  Systems  (aSj)  parallel  zu  dem  anderen  Durch- 
messer (dj). 

Man  nennt  nun  zwei  solche  Durchmesser  eines  cen- 
tralen Kegelschnittes,  von  welchen  ein  jeder  diejenigen 
Sehnen  halbiert,  die  zu  dem  anderen  Durchmesser  parallel 
laufen,  ein  Paar  conjugierter  Diameter  dieses  Kegelschnittes, 
und  es  ist  an  sich  klar,  dass  jeder  centrale  Kegelschnitt 
unendlich  viele  Paare  solcher  Durchmesser  besitzt. 

Übergehend  auf  die  Gleichung  eines  Paars  conjugierter 
Durchmesser,  verlege  man  den  Ursprung  des  Coordinaten- 
systems  nach  dem  Mittelpunkte  Mo  des  Kegelschnittes,  in 
welchem   Fall   dann  die  Gleichung  des  letzteren  nach  §  66, 

GL  (396),  die  Gestalt  annimmt: 

A 
«in  05^+2  ai,2  xy  +  a2,2  y*+  -3—  =  o. 

Da  nun  jeder  Durchmesser  eines  centralen  Kegelschnittes 
eine  durch  den  Mittelpunkt  des  letzteren  gehende  Gerade 
ist,  so  lautet  die  Gleichung  eines  Durchmessers  (d^),  welcher 
den  Curvenpunkt  M^  (Fig.  84)  enthält, 

sobald  a?!,  y^  die  Coordinaten  dieses  Punktes  angeben.  Nun 
erscheinen  aber  die  Sehnen  des  zu  (d^)  conjugierten  Dia- 
meters (dg)  nach  dem  letzten  Satze  parallel  zu  (d^)  und 
daher  ist,  zufolge  Gl.  (413)  in  §  70,  wenn  noch  (aj,  dj)  =  «^ 
gesetzt  wird,  6^^  g  cos  a^-^-h  sin  «^  =  o  die  Gleichung  von 

(d2).    Nun   ist   aber   hier    speciell    cos«!  =     .        ^    z=- , 

^  ^1    "IT  Vi 

sin«!  =     ,      ^^    und  daher  kann  die  letzte  Gleichung 

V  a?i   +  yi 
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auch  ersetzt  werdwi  durch 

(420)  ...  rfj  =flraj^-f  Äyi  =  o. 

Die  in  der  letzten  Gleichung  in  Anwendung  kommenden 
Symbole  g  und  h  werden  aber  nach  §  58  hier  definiert 
durch  flr  =  2  {a^,^  x  +  a^,^  y),  ä  =  2  {a^y^  x  +  03,3  y\ 
und  daher  ist  auch  y  »1  +  Ä  yj  =  2  (a^i  x  -f-  ai,^  y)  Xi  + 
2  («1,3  X  +  a3,2  y)  y^  =  2  (aj,i  a?i  +  01,3  y^)  x  + 
2  (ai;a  «1  +  «2>2  yJ  y  =  S^i  a'  +  Äi  y;  weshalb  Gl.  (420)  über- 
geht in 

(421)  ...  ^%^gi^+\y  ^  o, 

und  hieraus  ersieht  man,  dass  die  im  Punkte  Jf^  an  den 
Kegelschnitt  gelegte  Tangente  (T^)  parallel  gerichtet  er- 
scheint zu  dem  Durchmesser  (^3),  indem  ja  die  Gleichung 
der  Tangente  (TJ  nach  §  58  ist:  T^=g^x-\'\y-\-i^^=o. 

In  gleicherweise  lässt  sich  aber 
auch  der  Nachweis  liefern,  dass 
(r/)  parallel  zu  (^3),  sowie  {T^) 
und  (73')  parallel  zu  (rfj  sein 
müssen,  und  daher  bilden  die  in 
den  vier  conjugierten  Punkten 
yZ t.  M^j  M^'y  M^  und  M^*  an  den 
Kegelschnitt  gelegten  Tangenten 
ein  dem  letzteren  umgeschriebenes 
Parallelogramm . 

Satz.  Ein  Paar  conjugierter  Diameter  eines  centralen 
Kegelschnittes  und  die  beiden  Asymptoten  des  letzteren  sind 
harmonisch. 

Beweis.  Nach  den  in  §  69  angestellten  Betrachtungen 
ist  die  Mittelpunktsgleichung  des  Asymptotenpaars  eines  durch 
Gl.  (340)  gegebenen  centralen  Kegelschnittes 

(a)  .  .  .       a^,!  aj*  +  2  ai,3  a?  y  +  «s;«  y *  =  « 

und  (y — aJ.tgccJCy  —  ajtgog)  =  0,  oder 

(6).    tgaj.tga,  .a?*  — (tgai  +  tga3)ajy  +  y*  =  o 

die  Gleichung  eines  Paars  conjugierter  Diameter  dieser 
Curve,  sobald  a^  und  «3  die  in  Fig.  84  angegebene  Bedeutung 

haben  und  der  Belation  genügen :  tgOj  =  —    -^  ^^  't""in  ^ 


Fig.  84. 
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welche  aucli  so  gegeben  werden  kann 

(C)      «2;2  tg«l  •  tgOg  +  <h}2  (%«i  +  tg«2)  +  «in   =  0. 

In  §  45  wurde  aber  gezeigt,  dass  die  durch  die  beiden  Q-lei- 

chungen  ax^-\-^hxy'\-cy^=s  o  und  a'a?^+26'a5y-f-c'y*^=o 

gegebenen  Strahlenpaare  harmonisch  sind,   sobald   die   hier 

vorkommenden  sechs  Coefficienten  der  Bedingung  gentigen 
a  c^  —  2  6  6'  +  a'  c  =  o,    und   weil    diesmal    a  =  ai,^^, 

K=  ^U27  c  =  aa?2  uiid  a'=  tga^  .tgtta,  h'=—-j(tga^+tga^), 

c'  =  1  ist,  so  können  die  beidem  Asymptoten  des  Kegel- 
Schnittes  und  die  conjugierten  Durchmesser  (di),  (dg)  nur 
dann  einen  harmonischen  Strahlenbüschel  bilden,  sobald 

(d).   ai,i  +  ai,2(tg«i+tg«2)  +  «2^2tg«xtg«a  =  <> 
ist.     Nun    stimmen   aber   die  Gleichungen  (c)  und  (d)  voU- 

konjimen  überein  und  folglich  erscheint  auch  diese  Be- 
dingung in  der  That  erfüllt,  daher  etc.  etc.  Von  selbst 
ergibt  sich  jetzt  noch  der  weitere 

Satz:  Sämmtliche  Paare  conjugierter  Diameter  eines 
centralen  Kegelschnittes  bilden  eine  quadratische  Strahlen- 
involution, und  die  beiden  tautologen  Strahlen  des  letzteren 
sind  die  Asymptoten  des  Kegelschnittes. 

§  72.    Das  Problem  der  Hauptachsen. 
Hauptachsen  der  centralen  Kegelschnitte.   Unter 

einem  Hauptdurchmesser  oder  einer  Hauptachse  eines  Kegel- 
schnittes versteht  man  einen  solchen  Durchmesser  dieser 
Curve,  welcher  seine  conjugierten  Sehnen  rechtwinkelig 
durchschneidet.  Die  Hauptdurchmesser  der  Kegelschnitte 
sind  somit  auch  Symmetrieachsen.  Behufs  Bestimmung 
der  Hauptachsen  überhaupt,  sei  a  in  Fig*  85  derjenige 
Winkel,  den  die  conjugierten  Sehnen  (S)  eines  Hauptdurch- 
messers {X)  mit  der  Achse  der  x  bilden,  und  d  =  NO 
die  Normaldistanz  der  Geraden  (X)  vom  Ursprünge  0  des- 
jenigen Coordinatensystems,  auf  welches  die  Gleichung  (340) 
des  Kegelschnittes  (U)    sich  bezieht.     Dann  wird  nach  Gl^ 

(24)  in  §  9  und  Gl.  (414)  in  §  70  sowohl 

(ai,i  cos  a  -f-  ai,2  sin «)«-{-  («4,3  cos  a  +  a2?2  ^'^  ^)  y  + 

(ai,3  cosa  +  a2,3  sin«)  =  0 
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Fig.  85. 
als  aucli 

\x  cos  (:7r  -{-  a)  -|-  y  sin  (jr  -|-  a)  +  d  =  o 

die  Gleichung  von  (X)  darstellen,  und  weil  die  beiden  obigen 
Gleichungen  ein  und  dasselbe  geometrische  Äquivalent  be- 
sitzen, so  können  deren  Gleichungspolynome  nur  durch  einen 
Factor  sich  unterscheiden,  d.  h.  es  existiert  immer  ein  Fac- 
tor Xy  mit  welchem  das  zweite  Gleichungspolynom  multipli- 
ciert,  in  das  erste  übergeht.  Nachdem  man  nun  die  zweite 
obiger  Gleichungen  auch  so  geben  kann 

(a)  .  .   .  X  cos a'\-y  Bina  —  d.  =  o, 

so  muss  nach  dem  bereits  Gesagten 

«1,1  cosa-j-ai,a  sin«  =  >l.cosa, 
(6)  .  .   .       ai,2  cosa  + aa,a  sina  =  Asina, 

ai,3  cos  a  +  «2;s  sin  a  =  —  Xd 
werden,  und  aus   der   dritten    dieser  drei  Relationen    folg^ 
zunächst 

(c)  d  =  —  ^?3  cos a  +  g2?3  sing 

Die    Gleichung   eines    Hauptdurchmessers   ist  folglich 
nach  (a),  (b)  und  (c): 

/  7N  I        •        I     Ol,*  cosa-|-a«,3  sina 

(d)  X  cos«  -[-  y  sma  ■\-  -~^ x^ "^  ^  ^ 

wenn  die  hierin  vorkommenden  Größen  a  und  X  bestimmt 
werden  aus  den  beiden  ersten  der  Gleichungen  (&)  oder  den 
hieraus  folgenden 

(ai,i  — ^)  +  öi?9tga  =  0 
«ua  +  (öt2;2  —  ^)  tg«  =  0. 


(6). 
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Nun  folgt  aber  aus  (e)  durch  die  Elimination  von  tga, 

und  diese  Gleichung  ist  in  X  vom  zweiten  Grade,  hat  also 
zwei  Wurzeln,  und  zwar: 

2     _  (^i  n  +  ^2^2)  +  V'C^in  —  <^2;a)^  +  ^  «i;a  ^ 

(422).  _/_! 

>^2  —  2  ' 

welche  beide  reell  sind,  weshalb  auch  die  centralen  Kegel- 
schnitte zwei  Hauptachsen  (jL^)  und  (^2)  besitzen.  Die 
Richtungswinkel  a^  und  Og  der  diesen  Diametem  conju- 
gierten  Sehnen  können  jetzt  aus  einer  der  beiden  Glei- 
chungen (e)  bestimmt  werden,  wenn  man  nämlich  selbe  nach 
tg  a  auflöst  und  hierauf  für  2.  die  obigen  Werte  substituiert, 
wodurch  man  erhält: 


x^^    _  <h72  —  ain  +  V(«i;i  —  cH;a)^  +  4ai,a^ 

(423).  ""''^ 

+0.^    _  ^a>a  —  ^in  —  n^n  —  ^^tg^a)^  +  4<»i;2^ 

und  weil  hieraus  folgt:  tgo^.  tgcCg  =  —  1;  so  erkennt  man 
den  wichtigen 

Satz:  Die  centralen  Kegelschnitte  haben  zwei  Haupt- 
achsen oder  Symmetrieachsen  und  dieselben  stehen  auf  ein- 
ander senkrecht. 

Die   Gleichungen    dieser    beiden   Hauptachsen    selbst 

sind  nun: 

.        •         I  a.  ,3  cos  «1-4- «2,3  sin  «1 
X  C0&  Oj^ -\- y  sm  ai-\-  -^^ -^ — — —  =  0, 

(424).  2 

,        .         ,  «1,0  cos  «2  + «2,3  sm  «2 

ajcostta  +  y  sma2+-^^^ ^ — ^^ ^  =0? 

^a 

und  die  hier  vorkommenden  Größen  o,-  und  Xt  fließen  aus 
den  vorher  gefundenen  Relationen  (422)  und  (423),  und  er- 
scheinen somit  die  Hauptdurchmesser  der  centralen  Kegel- 
schnitte bestimmt. 

Nicht  ohne  Interesse  ist  hier  noch  der  specielle  Fall 
aj,j  ==  a2,2  und  ai,a  =  0,  wo  die  Gleichung  (340)  des 
Kegelschnittes  die  Form  annimmt: 
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(425)    J7=ai,i(a?»  +  y«)  +  2ai,8aj  +  2aa,3y4-a3,s  =  o. 

Da  nämlich  hier  tga^  s=  tga^  =  —   wird,     so    existieren 

unendlich  viele  Symmetrieachsen  oder  ist  eine  jede  durch  den 
Mittelpunkt  dieses  Kegelschnittes  gelegte  Gerade  ein  Haupt- 
durchmesser. Ferner  nimmt  die  früher  in  §  68  gegebene 
Gleichung  (404)  in  diesem  speciellen  Fall  die  Gestalt  an : 

(426)...  r  =  \/-— 4-, 

d.  h.  r  ist  constant  und  unabhängig  von  dem  Winkel  a, 
welche  Eigenschaft  aber  bekanntlich  nur  dem  Kreise  zu- 
kommt, weshalb  man  zur  Erkenntnis  gelangt^  dass  die 
durch  Gleichung  (425)  gegebene  Curve  ein  Kreis  ist, 
dessen  Halbmesser  r  durch  Gleichung  (426)  bestimmt  er- 
scheint, während  seine  Mittelpunktscoordinaten  a  und  b  aus 
den  früher  gefundenen  Gleichungen  (395)  hervorgehen,  und 
zwar  findet  man,  wenn  man  darin  a2;2  =  %;i  ^^^ 
«1,2  =  0  setzt, 


(427)  .  .  ,     a  =  —^^^^,  b  = 

Es  ist  klar,  dass  der  durch  Gl.  (425)  bestimmte  Ej*eis  auch 
imaginär  sein  kann,  und  wird  noch  gleichzeitig  darauf  hin- 
gewiesen, dass  die  Gl.  (426)  zur  Berechnung  -des  Halb- 
messers r,  sobald  man  in  derselben  A  und  .^3,3   durch    die 

Coefficienten  a,,t  ausdrückt,  übergeht  in 

2   I  9 


«in 


Hauptaeligen  der  nicht  centralen  Kegelschnitte. 

Setzt  man  in  der  zweiten  der  Gleichungen  (422)  die 
Wurzelgröße  X^  =  o,  so  folgt  nach  einigen   algebraischen 

Operationen  ajL,2*  —  ^fi  ö2?2  =  ^;  ^^^  ^®i^  nach  §  66, 
sobald  die  drei  ersten  Coefficienten  der  Gl.  (340)  dieser 
Bedingung  genügen,  selbe  einen  Kegelschnitt  ohne  Centrum 
darstellt,  so  verschwindet  demnach  bei  den  nicht  centralen 
Kegelschnitten  die  eine  Wurzel  X^  ^^^  ^^'  (/);  während  die 
andere  X^  gleich  der  Summe  ai,i  +  <*a«  wird.  Was  femer 
die  zur  Berechnung  von  a^  und  a^  dienenden  Gleichungen 
(423)  anbelangt,  so  vereinfachen  auch  diese  sich  bedeutend^ 
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und  zwar  wird,  wenn  man  in  denselben  o^,,"  =  Oj,!  a^^ 
setzt,    tgai  =  ^   =    _'*"\       =  -^  ,      tg  o,  =  - 


a 


m 


^in  ^i?2 


a 


m 


a 


i;2 


a 


292 


«1,2  «*172  **'2;a 

schnitten  ohne  Centrum 

(429). . .        ^  =  «in  +  «2?2 


es  ist  somit  bei  den  Eegel- 


a 


(430)    tgai  =  ^^^  = 


a 


172 


ai 


«1 


tga8  = 


nj2 


a 


in 


a« 


a. 


''i;2         "'in  "'272  "'ija 

und  weil  ^3  =  0  ist,  so  liegt  nach  Gl.  (d)  die  zweite  Haupt- 
achse in  unendlicher  Feme.  Die  Kegelschnitte  ohne  Centrum 
besitzen  demnach  bloß  eine  Hauptachse  oder  Symmetrieachse. 

Gleichung  der  centralen  Kegelschnitte,  bezogen 
anf  die  Hauptachsen.    Die  Gleichung  des  Kegelschnittes 


(340).. 


2aa?3y  +  ^S78  =  Oy 


bezogen  auf  ein  anderes  rechtwinkeliges  Coordinatensjstem^ 
dessen  Anfangspunkt  mit  dem  Centrum  Mo  dieses  Kegel- 
schnittes zusammenfällt  und  dessen  Achsen  (x^)  und  (y^)  zu 
jenen  (x)  und  (y)  des  ursprünglichen  Coordinatensystems, 
auf  welches  (340)  sich  bezieht^  parallel  gerichtet  erscheinen, 
ist  nach  §  66: 

(396)..    a,„(r'^+2a„2aj'y  +  a,„y'^  +  -^  =0. 

Nun  kann   aber  die  Gleichung  des 
Kegelschnittes   noch   weiter  verein- 
.^  facht  werden,   sobald  man   sie  auf 
die  beiden  Hauptachsen  bezieht,  und 
■^  wir  wählen    deshalb    (Fig.   86)    die 
Hauptachsen  (^J  und  (X^)  des  Kegel- 
schnittes als  Achsen  (§)  und  (ff)  eines 
neuen  rechtwinkeligen  Coordinaten- 
sjstems.      Die  diesbes^glichen  hier 
Fig.  86.  ii^  Anwendung  kommenden  Trans- 

formationsgleichungen sind  daher  nach  §  13,  Gl.  (72): 

(g)..  x'  =  §oo&a^-^7]cosa^     y' =  gsinag+^sinOi, 
und  somit  wird  zunächst 
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«in  «'  +  «i>2  y'  =  («in  COS «2  4-  ai,a  sin  a,)  g  + 

(«1,1  cos  «1  +  a^y^  sin  Ol)  iy , 

«1,2  jb'  4-  a2,a  y'  =  (ai,a  cos a^  +  aa;a  sin  a^)  g  + 

(aa,2  costti  4-  aa,2  sinaj  ??, 

oder   nach    den   beiden    ersten    der  Gleichungen  (b)    dieses 

Paragraphen,  wenn  man  daselbst  einmal  a  =  a^  und  X  =^  X^, 

hierauf  a  ^=^  a^  nnd  X  =  X^  setzt, 

(h).      ^^'^  ^'+^1^2  y  =  ^2  cosaa  g  +  Jli  costti  ^, 
«1«  »'+  «273  y'  =  ^  sinoa .g  +  2i  sina^ . ij. 
Noch  besteht  aber  die  Beziehung: 

«in»'^+2ai,2a?'y'  +  aa,ay'2  ^  {a^n^*  +  (^mV')^'  + 

(«172 «'  +  «2«  y')  y^j 

und  aus   dieser   und   den  beiden  soeben  gefundenen   Q-lei- 
chungen     (A)     folgt     demnach,     weil    Og    =   a^    ■-\-  -^  iat^ 

«in»'*+2ai,a»'y'  +  «2>2y'*  =  ^2§^-f^^*- 
Die  Gleichung  des  Kegelschnittes  U  =  o,  bezogen  auf  seine 

beiden  Hauptachsen    als  Coordinatenachsen,  lautet    folglich: 

(431)...  x,t-\-hV*-h^  =  o, 

sobald  man  darin  für  die  Coefficienten  X^  und  X2  die  in 
(422)  gegebenen  Werte  substituiert. 

Scheitelgleichimg  der 
nicht    centralen    Kegel- 
schnitte. Wir  nehmen  nun 
an,  dass  der  durch  die  Glei- 
chung (340)  gegebene  Kegel- 
schnitt nicht  central  ist,  in 
(a:') welchem    Fall    bekanntlich 
nur   eine    Hauptachse    exi- 
(x)  stiert,  und  diese  wählen  wir 
zur  Achse   der  g,    dagegen 
^'^-  ^^-  die  im  Punkte  S  (Fig.  87), 

wo  die  letztere  die  Curve  durchschneidet,  auf  die  (g)  er- 
richtete Senkrechte  zur  Achse  der  rj.  Unsere  Aufgabe 
besteht  nun  darin,  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  U=^  o, 
bezogen  auf  das  Coordinatensystem  von  den  Achsen  (g) 
und    {rf),    d.    h.    die   Scheitelgleichung   vorliegender   Curve 
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ausfindig  zu  machen,  und  wird  hier  gleichzeitig  bemerkt, 
dass  man  jeden  Punkt,  in  welchem  der  Kegelschnitt  von 
den  Hauptachsen  geschnitten  wird,  einen  Scheitelpunkt 
der  Curve  nennt;  es  ist  daher  auch  klar,  dass  hier  nur  von 
einem  einzigen  Scheitelpunkte  die  Bede  sein  kann,  indem 
die  zweite  Hauptachse  (Ag)  im  Unendlichen  Kegt  und  der 
zweite  Schnittpunkt  des  Kegelschnittes  mit  der  anderen  Haupt- 
achse (^i)  der  unendlich  ferne  Punkt  dieser  Geraden  sein 
muss.  Um  aber  die  hier  gestellte  Aufgabe  zu  erleichtern, 
beziehe  man  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  zunächst  auf 
das  in  Figur  87  noch  angegebene  Coordinatensystem,  dessen 
Achsen  (a?')  und  (y')  zu  jenen  (g)  und  {rj)  parallel  laufen, 
dessen  Ursprung  aber  in  0  liegt.  Die  hier  in  Anwendung 
kommenden  Transformationsgleichungen  sind  nun  nach 
§  13,  Gl.  (76): 

X  =^  X*  costta  —  y*  sinccg,      y  =  aj'  sinag  -f"  y'  cosa^, 

oder   weil    bei    den    Kegelschnitten   ohne  Mittelpunkt    nach 

Gl.  (430)  einfach  tga^  =  — -?lii-  ist, 

und  damit  wird  nun,  wenn  man  noch  bedenkt,  dass  bei  den 
Kegelschnitten  ohne   Mittelpunkt  a^,^  a^,^  =  a^y^^  ist,    das 
Gleichungspolynom 
«in  a?^  +  2  ai,2  xy-^r  a^n  y*  +  2 ai,3  a?  +  2 ag«  y  +  a^n  = 
hn  y'*  +  2  6i  ,3  a;'  +  2  63,3  y*  +  63,3 , 
wenn  man  der  Kürze  wegen  setzt : 


^2?2    «in    I     «2?2?        ^i;3    — 


«i?2  «i?3       «in  «a;8 
^  «in      \    «i;a 


•L  «in  «1?8  "T"  «1)2  «2?3  X  

^2;3     y 2j- -2~       '  3;3     «3)3 * 

^  «in    ~r  «i?2 
Die  auf  das  zweite  Coordinatensystem  von  den  Achsen  {x*) 
und  (y')  bezogene  Gleichung  des  Kegelschnittes  lautet  somit 

W-      •  62;2y'^+26i,3iC'  +  262,3y  +  ft3,3    =    O. 

Jetzt  ist  es  aber  auch  leicht,  die  Scheitelgleichung  des  Kegel- 
schnittes selbst  zu  finden,  und  weil  die  hierzu  verwendeten 
Transformationsformeln  sind 

Hasveb,  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte.  qq 
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X*  =  «a  +  g,  y*  =  y^-j-Tj, 
wefm  Xoy  yo  die  noch  zu  bestimmenden  Coordinaten  des 
Scheitelpunktes  S,  bezogen  auf  das  Coordinatensjstem  von 
den  Achsen  (a?')  und  (y')  repräsentieren,  so  lautet  diese 
Gleichung^  nachdem  aus  nahe  liegenden  Grrtlnden  offenbar 
^272  ya*  + 2  61,3  «0  +  2  62,3  yo  +  ^sjs  =  0  seinmuss, 

&aw  ^*+  2(63,2  yo  +  62,3)  V  +  26^,3  g  =  o. 
Nun   ist   aber  die  Achse   der  g   eine  Symmetrieachse   der 
Curve  und  deshalb  müssen  einem  jeden  Werte  von  g  zwei 
Werte  von  fj  entsprechen,  die  einander  entgegengesetzt  gleich 
sind,  was  ig«  yo  +  63,3  =  0,  oder 

/l.\  4,    ^2?8    ^in  ^l?3     T     ^i;2  ^2?3 

W--     yo  —  —T  -       I 

02;2  (ai,i  +  a2?2)  Vai,i2+a2,a2 

bedingt.     Die  Scheitelgleichung  der   nicht  centralen  Kegel- 
schnitte ist  mithin: 

(432)...  »?*  =  ±i».g, 

wenn  noch  ±  j?  =  —  2  j~^  oder 

^272 

(433)..  ±i>  =  — 2 ^i^2fl^i>8  — ^in«2;3 

(«in  +  «272)  V «1,1*+ «172^ 
gesetzt  wird,    und  es  ist  in  den  beiden  letzten  Gleichungen 
das  positive  oder  negative  Vorzeichen  zu  wählen,  je   nach- 
dem  der   rechts    vom  Gleichheitszeichen   in  (433)   vorkom- 
mende Ausdruck  positiv  oder  negativ  erscheint. 

§  78.    Classification  der  Kegelschnitte. 

Die  in  §  66  angestellten  Betrachtungen  haben  gezeigt, 
dass  sämmtliche  Kegelschnitte  oder  Curven  2.  Ordnung  in 
zwei  Gruppen  zusammengefasst  werden  können,  u.  zw.  in 
Kegelschnitte  mit  einem  Mittelpunkte  und  in  solche,  welche 
kein  Centrum  besitzen.  Bei  den  ersteren  ist  bekanntlich 
A^y^  =  Ol,!  «2,2  —  «172*  ^^^  ^^^  verschieden,  bei  den  letz- 
teren aber  diese  Größe  gleich  null.  Wir  betrachten  nun 
zunächst  die  centralen  Kegelschnitte  und  machen  demgemäß 
die  Annahme,  dass  in  der  Gl.  (340)  die  Coefficienten  a«,*  der 
Bedingung  genügen 

-^373  ,c-r-  ^7 
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in  welchem  Fall  diese  Gleichung,  wenn  man  sie  auf  die 
beiden  Hauptachsen  des  betreffenden  Kegelschnittes  bezieht, 
zufolge  §  72,  Gri.  (431),  die  Form  annimmt: 

(a)  .  .  .       -1 1 ^ 1  ==  0, 


sobald  Xi  und  X2  d^®  ^^  ^®^  Gleichungen  (422)  gegebenen 
Werte  besitzen  und  A  wieder  die  Discriminante  des  Glei- 
chungspolynoms von  (340)  repräsentiert.  Es  wird  hier  aus- 
drücklich noch  einmal  bemerkt,  dass  die  Discriminante  Ä  nur 
dann  gleich  null  wird,  sobald  das  geometrische  Äquivalent 
der  Gleichung  (340),  nämlich  Z7  =  a^,!  a;*  +  2  «1,3  a?  y  -|- 
^2>2  y ^  4~  2  «1,3  a?  -|-  2  a2,3  y  +  a^,^  =  o ,  ein  Geradenpaar 
oder  eine  degenerierte  Curve  2.  Ordnung  ist,  während  bei 
den  eigentlichen  Curven  2.  Ordnung  die  Größe  A  stets  von 
null  verschieden  erscheint. 

Diejenigen  Punkte;  in  welchen  der  Kegelschnitt  von 
seinen  Hauptachsen  geschnitten  wird,  heißen  die  Scheitel- 
punkte oder  Scheitel  desselben,  und  weil  bei  den  centralen 
Kegelschnitten  keine  der  beiden  Hauptachsen  mit  der 
unendlich  fernen  Geraden  zusammenfällt,  so  haben  diese 
Kegelschnitte  vier  Scheitelpunkte  oder  zwei  Scheitelpaare, 
mit  deren  Auffindung  wir  uns  nun  zunächst  zu  beschäftigen 
haben.  Zu  diesem  Zwecke  setze  man  in  obiger  Gleichung 
(a),  im  Sinne  der  eben  gegebenen  Definition  der  Scheitel- 
punkte; rj  =  0  und  bestimme  g,  hierauf  setze  man  in  der- 
selben Gleichung  g  ==  0  und  berechne  rj,  wodurch  man  erhält : 


=  ±\/-' 


n  =  dbV 


es  ist  daher,  wenn  die  in  der  einen  Hauptachse  (|)  liegen- 
den Scheitelpunkte  der  Curve  mit  -4^  und  jlg,  die  in  der 
anderen  Hauptachse  (ij)  befindlichen  Scheitelpunkte  aber 
mit  Bi  und  B^  bezeichnet  werden. 


1  A      ^  *  V        1  A      ^ 

sobald  noch  0  das  Centrum  des  Kegelschnittes  angibt. 

23* 
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Ä  Ä 

Ist r— T — !>o  und r — 2 — >^7   so   sind  beide 

Scheitelpaare  reell  und  heißt  dann  der  centrale  Kegelschnitt 
eine  Ellipse.     Selbstverständlich   ist   es  jetzt  auch  gestattet 

A  A 

ZU  setzen,  wodurch  die  Gleichung  (a)  übergeht  in  die  folgende 

(434)...  £^^  +  |!_l  =  o, 

welche  gleichzeitig  die  Gleichung  der  Ellipse  in  der  Normal- 
form darstellt.  Die  hier  vorkommenden  Größen  a  und  h 
sind  nach  den  Gleichungen  (6)  und  (c)  dieses  Paragraphen 
definiert  durch  OA^  =  —  OA^  =  a  und  OB^  =  —  OB^  =  6, 
und  man  nennt  -4.2-^1  =  2  a  und  ^52-^1  =  26  die  beiden 
Achsen  der  Ellipse,  u.  zw.  sobald  angenommen  wird,  dass 
a>h  ist,  2a  die  große,  dagegen  26  die  kleine  Achse  vor- 
liegender Curve.     Löst  man  die  obige  Gleichung  nach  ^  auf, 

so  erhält  man  tj  =  ± — V^^ — ^^    ^^^    erkennt    hieraus, 

dass  Tj  nur  dann  reell  erscheint,  sobald  g  der  Bedingung 
genügt  —  a  ^  I  <  «,  während  für  alle  übrigen  Werte  von  g 
die  Ordinate  ri  imaginär  ausfällt ;  ebenso  zeigt  die  Auflösung 

derselben  Gleichung  nach  g,  nämlich  g  =  ±-t-\/ 6^  —  ^*  , 

dass  I  reell  erscheint,  sobald  —  6  ^  ^  <  6  ist.  Kaum  nöthig 
ist  die  Bemerkung,  dass  für  |  =  ±a,  rj  =  o  und  für 
fj  =  ^hy  1  =  0  wird.  Es  liegt  somit  kein  Punkt  der 
Ellipse  außerhalb  desjenigen  Rechteckes,  welches  gebildet 
wird  von  den  durch  die  vier  Punkte  A^,  A^  und  JB^,  jBg 
zu  den  beiden  Hauptachsen  (rf)  und  (§)  gezogenen  Parallelen. 
Hingegen  entsprechen  jedem  Werte  von  g,  welcher  nume- 
risch nicht  größer  ist  als  a,  zwei  reelle  und  einander  ent- 
gegengesetzt gleiche  Werte  von  ?/,  welche  numerisch  ab- 
nehmen, wenn  g  numerisch  zunimmt,  weshalb  die  vorliegende 
Curve  (Siehe  Fig.  88)  eine  geschlossene  ist.  Ihren  numerisch 
größten  Wert  erreicht  die  Ordinate  rj  für  §  =  Oy  ihren 
numerisch  kleinsten  aber  fUr  g  =  ±a. 
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Fig.  88. 

In  dem  speciellen  Fall,  wo  2^  ==  Jlg,  somit  auch  a  =  6 
wird,  geht  die  Gl.  (434)  über  in 

(434a).,.         JE'=  §»  +  jj8  — a^  =  0 
und   bestimmt  dann    einen  Kreis   vom  Halbmesser  a    und 
Centrum  0.     Der  Kreis  ist  sonach  ein  specieller  Fall  der 
Ellipse. 

Ä      .  ,  A 


Erscheint 


0  und 


0,  so  wird 


nur  das  in  der  Achse  der  g  liegende  Scheitelpaar  Ä^y  A^ 
reell,  dagegen  das  andere  in  {tj)  liegende  imaginär  und 
heißt  dann  der  centrale  Kegelschnitt  eine  Hyperbel.  Man 
setze  nun  im  Sinne  dieser  Annahme 

Ä  Ä 

^^^' ' •      ~XX~  ^  ""'^  TAT  =  ^'' 

wodurch  die  frühere  Gleichung  (a)  die  Gestalt  annimmt 


(435) . . . 


r2 


H^^'       '? 


2 


—  T2-  —  1   =  ö> 


a'        b 

und  erhält  so  die  Gleichung  der  Hyperbel   in   der  Normal- 
form.    Aus  dieser  Gleichung  findet  man  sofort,  sobald  man 

sie  nach  ry,  beziehungsweise!,  auflöst,  rj  =  db — \/§^  —  ct^, 

g  =  -f-  -j-\/b^  -hv^  ^nd  erkennt  hieraus,  dass  tj  bloß  für 

solche  Werte  von  g  reell  erscheint,    die  der  Bedingung  ge- 
nügen —  aP^  §>a,  während  g  für  jeden  reellen  Wert  von  7j 
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reell  Trird;  femer  ist  noch  insbesondere  fär  g  =  rt «, 
]}  ^  o.  Damit  ist  aber  auch  gleichzeitig  Wieder  a  definiert, 
u.  zw.  ist  0.4i  =  — OÄ^  ^  a,  oder  A^A^  ^  2  a,  sowie 
der  Beweis  erbracht,  dass  kein  Punkt  der  Hyperbel  zwischen 
den  beiden  Geraden  liegt,  die  durch  die  Scheitelpunkte  Ä^  und 
A^,  parallel  zur  Achse  der  ij,  gelegt  werden  kfinnen.  End- 
lich zeigt  die  erste  der  beiden  letzten  Q-leiehungen,  dass 
filr  g  reell  und  numerisch  größer  als  a,  die  Ordinate  tj 
mit  g  fortwährend  zunimmt  und  jedem  solchen  Werte  von  g 
zwei  reelle  Wert«  von  rj  angehören,  die  einander  entgegen- 
gesetzt gleich  erscheinen.  Die  durch  die  Grleichung  (435) 
gegebene  Curre  (Siehe  Fig.  89)  besteht  demnach  aus  zwei 
getrennten  Ästen,  die  symmetrisch  zu  beiden  Seiten  der 
Achse  der  t]  liegen  und  zu  beiden  Seiten  der  Achse  der  g 
ins  Unendliche  sich  erstrecken.  Die  durch  die  reellen 
Scheitelpunkte  Ä^  und  A^  begrenzte  Strecke  A^Ai  ^  2a 
heißt  die  reelle  Achse  der  Hyperbel,  während  man,  der 
Analogie  mit  der  Ellipse  zufolge,  die  Strecke  äfr  die  ima- 
ginäre Achse  vorliegender  Curve  nennt.  Ea  ist  klar,  dass 
die  GHeichung  (434)  in  jene  (4S5)  sofort  übergeht,  sobald 
man  in  der  ersteren  h  durch  6V — 1  ersetzt.  In  Figur  89 
ist  OSj  =  — OSj  ^  6  und  daher  repräsentieren  auch  die 
Diagonalen  (Äi)  und  (A^)  des  über  die  Achsen  2a  und  2b 
verzeichneten   Kechtecks    CDEF  nach    §   69    die    beiden 
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Asymptoten  der  Hyperbel.     Ist  k^  =  — ylj,  so  wird  a  =  b 

und  heißt  dann  die  Hyperbel  eine  gleichseitige. 

A  A 

Für r— 2 —  <  0  und —-. —  >  o  ist  das  in  der 

^2  -^3?3  ^1  -^3?3 

Achse  der  rj  liegende  Scheitelpaar  reell,   das    andere   in  (g) 

liegende  aber  imaginär.     Die   Curve   ist  selbstverständlich 

auch   hier  wieder  eine  Hyperbel,   deren  reelle  Achse  aber 

diesmal  auf  der  (ff)  liegt. 

.               A  A 

Wird   endlich r— ^ —  <  o  und t—~ä —  <  ^ ;    ^^ 

setze  man  diesmal 

A  A 

und  erhält  dann  aus  der  früheren  Gleichung 

(436)...  5  +  1^  +  1  =  ^- 

Es  ist  klar,  dass  die  eben  gefundene  Gleichung  flir  kein 
reelles  Wertesysten  von  g  und  rj  befriedigt  werden  kann, 
weshalb  auch  ihr  geometrisches  Äquivalent  keine  reelle 
Curve  sein  wird.  Man  nennt  deshalb  die  durch  die  letzte 
Gleichung  bestimmte  Curve  die  imaginäre  Ellipse,  und  ist 
also  (436)  die  Gleichung  der  imaginären  Ellipse  in  der 
Normalform.  Damit  erscheinen  nun  alle  eigentlichen  Curven 
2.  Ordnung,  welche  einen  Mittelpunkt  besitzen,  vorgeführt, 
und  beschäftigen  wir  uns  zum  Schlüsse  noch  mit  dem 
speciellen  Fall,  wo  -4  =  o,  aber  noch  immer  A^,^  von  null 
verschieden  ist.  Selbstverständlich  nimmt  dann  die  in  §  72  ge- 
fundene Gleichung  (431)  der  Centralkegelschnitte  die  Form  an 

welche    Gleichung    in     die    beiden     linearen    Gleichungen 

\  / — r 

7j  =  zt  Y 3^ 'S  zerfällt  und  somit  ein  Geradenpaar  dar- 

stellt,  welches  reell  oder  imaginär  erscheint,  je  nachdem  der 

X 
Bruch  -y-  negativ  oder  positiv  ist. 

Übergehend  auf  die  nicht  centralen  Kegelschnitte,  wird 
zunächst  bemerkt,  dass  bei  denselben 
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ist  und  die  Gleichung  derselben  nach   §  72  stets  auf  eine 
der  beiden  Formen  gebracht  werden  kann: 


(437) 


_  n 


2 


g       =       0. 


Diese  Gleichung  liefert,  wenn  das  obere  Zeichen  in  ^Kx^St 
tritt,  nur  dann  reelle  Werte  von  ^,  wenn  g  reell  und  positiv 
ist;  tritt  dagegen  das  untere  Zeichen  in  Kraft,  so  wird  rj 
bloß  für  negative  Werte  von  g  reell.  Femer  wird  für  |  =  o 
ebenfalls  tj  =  o  und  flir  g  =  c»,  beziehungsweise  g  =  —  oo, 
auch  Ti  unendlich  groß.  Dass  ferner  jedem  Werte  von  g 
zwei  Werte  von  tj  entsprechen,  die  einander  entgegengesetzt 

2 

gleich  erscheinen,  ist  flir  sich  klar.   Die  Curve  -' §  ^  o 

P 
hat  somit  die  in  Figur   90   angegebene  Gestalt  und   heißt 

Parabel,   während   (437)   die   Gleichung  der  Parabel  in  der 

Normalform  ist.     Ftir-^ — f-g  =  o  liegt  die  Parabel  auf  der 

anderen  Seite  der  {r/).  Der  Punkt  O, 
in  welchem  die  Curve  von  ihrem 
Hauptdurchmesser  (g)  geschnitten 
wird,  heißt  der  Scheitel,  der  Haupt- 
durchmesser die  Achse  und  die  Con- 
stante  p  der  Parameter  der  Parabel. 
Es  muss  noch  bemerkt  werden,  dass 
auch  p  eine  geometrische  Bedeutung 
hat,  auf  die  wir  in  einem  der  näch- 
sten    Paragraphen      zurückkommen 

_.     ^^  werden. 

Flg.  90. 

§  74«    Kriterium  zur  näheren  Bestimmung  der  durch  die 
Oleicbungen  (340),  respective  (341),  dargestellten  Curven. 

Die  in  dem  vorigen  Paragraphen  vorgefiihrten  Unter- 
suchungen ermöglichen  es  nun,  sofort  zu  entscheiden,  welche 
Curve    2.    Ordnung    durch    die    Gleichung    (340),    nämlich 

U  ^  aji,i  aj*  +  3  ajL,2  a?y  + +  ct^ys  =  o,  dargestellt  wird, 

wenn  die  darin  vorkommenden  Coefficienten  ai,i  bestimmte 
Werte  besitzen.  Man  berechne  nämlich  zuerst  die  Discrimi- 
nante  A    des   Gleichungspolynoms    und    die   Größe  -^.3,3  = 
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^i?i  %?2  —  ^i?2*  ^^^  sehe,  ob  J.  und  -4g,8  von  null  ver- 
schieden sind  oder  nicht.  Findet  nun  ersteres  statt,  so  ist  das 
geometrische  Äquivalent  vorliegender  Gleichung  eine  eigent- 
liche* Curve  2.  Ordnung  mit  einem  Mittelpunkte,  nämlich 
eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  und  hat  man  sonach  nur  mehr 
zu  entscheiden,  welche  von  den  letzteren  durch  die  Gleichung 
ü  =  0  dargestellt  wird.  Die  Betrachtungen  im  letzten 
Paragraphen  haben  aber  gezeigt,  dass  bei  der  Ellipse,  gleich- 
giltig  ob  diese  reell  oder  imaginär  erscheint,  die  Wurzeln  Xy^ 
und  X^  der  Gl.  (/)  in  §  72  einerlei  Vorzeichen  besitzen 
müssen,  während  bei  der  Hyperbel  das  Gegentheil  einzutreten 
hat.  Nun  haben  aber,  wie  die  Gleichung  (/)  erkennen 
lässt,  X^  und  ^  dasselbe  Vorzeichen,  sobald  a^,i  «2,2  — <^i%^  = 
-4g,3  positiv  ausfeilt,  während  umgekehrt  ^43,3  negativ  sein 
muss,  wenn  A,  und  ^2  entgegengesetzte  Vorzeichen  auf- 
weisen, und  deshalb  gelangt  man  zur  Erkenntnis,  dass  für 
die  Ellipse 

J.^^0         und  ^3,3  =  a^,!  aa,2  — ai>2^><^> 

dagegen  für  die  Hyperbel 

-4^0        und  -4.3,3  =  a^yi  a^^  —  ciiy%^<Z.o 

sein  müssen.  Ist  in  dem  ersten  Fall  noch  überdies  A^  =  ^, 
was  bekanntlich  —  Siehe  GL  (/)  in  §  72  —  a,,i  =  03,2 
und  «1,2  =  0  bedingt,  so  ist  die  durch  U  =  0  gegebene  Curve 
ein  Kreis,  während  in  dem  zweiten  Fall  für  2^  =  —  X^ 
oder  X^-}-  X2  =  Of  was  nach  Gl.  (/)  in  §  72  dann  zutrifft, 
wenn  (^m'^^nfi  =  o  ist,  die  Gleichung  U=^o  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  darstellt.  Damit  sind  aber  auch  alle  Curven 
in  Betracht  gezogen,  die  in  der  Gleichung  (340)  enthalten 
seinen  können,  sobald  Ä  und  ^3,3  gleichzeitig  von  null 
verschieden  erscheinen. 

Ist  -4  =  0,  -4^,3  aber  noch  immer  von  null  verschieden, 
so  ist  das  geometrische  Äquivalent  der  Gleichung  J7  =  o 
ein  Geradenpaar,  welches  reell  oder  imaginär  erscheint,  je 
nachdem  die  Wurzeln  X^^  und  X^  entgegengesetzte  Vorzeichen 
besitzen  oder  nicht,  d,  h.  nach  Gl.  (/)  in  §  72,  ^43,3  negativ 
oder  positiv  ausfällt.  Für  das  reelle  Geradenpaar  muss  somit 
A  =  0     und     -43,3  =  a^n  ^2)2  —  0^1,2^ <o. 
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für  das  imaginäre  Oeradenpaar  aber 

^  =  o    und     -ig,^  =  a,„  a2,2  —  «1,2* >^ 
werden. 

Wird  aber  die  Discriminante  A  nicht  gleich  null,  dafiir 
A^jz  =  O7  so  ist  die  durch  Gl.  U  =^  0  gegebene  Curve  eine 
Parabel;  man  hat  sonach  ftir  die  Parabel 

Ä^o    und   ^8,8  =  a^ ,i  a^^^  —  a^^a *  =  0. 

Zum  Schlüsse  müssen  wir  uns  noch  mit  jenen  Fällen 
beschäftigen,  wo  die  Gl.  U  =  a  zwei  zu  einander  parallele 
Geraden  oder  eine  Doppelgerade  darstellt.  Darüber  wurde 
aber  bereits  in  §  66  gesprochen  und  dort  gezeigt,  dass 
17  =  0  dann  zwei  parallele  Strahlen  repräsentiert,  wenn 

ist,  dagegen  ist   das   geometrische  Äquivalent  dieser   Glei- 
chung eine  Doppelgerade,  wenn  überdies  auch 

A^ji    =    -^2,2    =    0 

wird.  Dass  in  beiden  FäUen  die  Discriminante  A  =  o 
werden  muss,  ist  selbstverständlich  und  folgt  auch  noch  aus  der 
bekannten  Relation:  A  =  a^,^A^j^  -|-  «8,2-48,2  "f"  ^2>s-^>s- 
Man  ist  sonach  im  Stande  sofort  anzugeben,  welche 
Curve  2.  Ordnung  durch  die  Gleichung  (340)  dargestellt 
wird,  sobald  die  Coefficienten  oqc  dieser  Gleichung  be* 
stimmte  Werte  besitzen,  und  beschäftigen  wir  uns  jetzt  noch 
in  Reicher  Weise  mit  der  zweiten  Gleichung  (341),  nämlich 
mit  2  ^  «1,1. 1^*  -{-  2  ai,a  it  V  +  ....  +  «8,3  =  0.  In  dieser 
Gleichung  sind  bekanntlich  alle  Curven  2.  Classe  enthalten, 
und  weil  nach  §  59  alle  eigentlichen  Curven  2.  Classe 
gleichzeitig  Curven  2.  Ordnung  sind,  so  ist  das  geometrische 
Äquivalent  der  Gleichung  2^  =  o  ebenfalls  eine  Ellipse, 
Hyperbel  oder  Parabel,  sobald  noch  die  Discriminante  E 
des  Gleichungspolynoms  2  von  null  verschieden  erscheint; 
dagegen  repräsentiert  für  E  =si  0  die  Gleichung  U  =  0  ein 
Punktpaar  oder  eine  degenerierte  Curve  2.  Classe. 

Erscheint  nun  die  Discriminante  E  von  null  verschie- 
den, so  lautet  nach  §  59  die  reciproke  Gleichung  von  (341) 

E,,,x'-i-2E,,,xy  +  E,,,y'  +  2E,,,x+2E,,,y  + 
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und  weil  das  Binom 

(^93  ^2>S  —  «1^2  ^?3)*   ==    %?8  •  ^ 

wird;  so  ist  nach  den  vorangegangenen  Betrachtungen  für 
die  Mlipse 

08,3  .  ^  >  o, 
für  die  Hyperbel 

und  repräsentiert  in  dem  ersten  Fall  die  Gleichung  ^  =  o 
einen    Kreis  ^     wenn    J5j,i    =  E^^    und    -B^jj   =  o,     also 

^>a  ^8>3        ^2;s    ^^^  ^in  ^8>8        ^l«     ^^^  ^1?8  ^2;8        ^1>2  ^>8  ^^  ^ 

wird,  in  dein  zweiten  Fall  eine  gleichseitige  Hyperbel,  wenn 

-^in  +-^2;2  =  Oy    d.  h.  «272  «878  +  «iM  «3?8  "  «1^8  *"  «273  ^  =  ^ 

ist.  Für  die  Parabel  muss  aus  nahe  liegenden  Grründen  das 
Product  a^y^.E  =  0  sein,  und  nachdem  bei  den  eigentlichen 
Curven  2.  Classe  die  Discriminante  E  nicht  gleich  null  sein 
darf,  so  ist  somit  fär  die  Parabel 

«873  =  o- 
Verschwindet  jedoch  di^e  Discriminante  E,  so  ist  das 
geometrische  Äquivalent  der  Gleichung  2J  =  o  nach  §  57  ein 
Punktpaar,   dessen   Elemente   zusammenfallen,    wenn   noch 
überdies 

^in    =   -^272    =    -^878    =    O 

wird. 

Zusatz:  Es  erscheint  nicht  uninteressant  zu  unter- 
suchen, wann  die  Gleichung  (340),  nämlich  a^x^  -{-2  a^,^ 

xy  -{■- "t"  %»8  ==  ö,   eine    gleichseitige   Hyperbel   oder 

einen  Kreis  darstellt,  wenn  diesmal  diese  Gleichung  auf 
ein  schiefwinkeliges  Parallel-Coordinatensystenl  sich  bezieht. 

Diese  Frage  kann  mit  Zuhilfenahme  des  in  diesem 
Paragraphen  bereits  Gesagten  leicht  beantwortet  werden, 
sobald  man  obige  Gleichung  auf  ein  rechtwinkeliges  Coor- 
dinatensystem  transformiert.  Zu  diesem  Zwecke  seien  (x') 
und  (y*)  die  beiden  Achsen  eines  solchen  Coordinatensystems, 
dessen  Ursprung  noch  überdies  mit  dem  Ursprünge  des 
schiefwinkeligen  Coordinatensystems  zusammenfallen  soll, 
und  (a?',  x)  =  «,  (»',  y)  =_ß  die  Winkel,  welche  die  Achse 
(cc')  des  neuen  Coordinatensystems  mit  den  Achsen  (x)  und 
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(y)  des  alten  bildet.  Nach  §  13,  Fall  2,  bestehen  jetzt 
zwischen  a?,  y  und  x%  y*  die  Beziehungen : 

x'  sin  ß  —  y*  cos  ß  y*  cos  a  —  x*  sin  a 

^  ~        8in(/9  — a)       '  ^  "~        sin  (i9  —  a)       ' 

und  mittelst  diesen  findet  man  nach  einigen  sehr  leichten 
algebraischen  Operationen  a^,^^  -|-  2  ai,a  *y  +  <^2y2  V^  =^ 
^i;i'  ÄJ'*+  2 Oija'  a?' y'+  ag,^'  y'^  wenn  die  rechts  vom  Gleich- 
heitszeichen vorkommenden  Coefficienten  a,.*'  definiert  er- 
scheinen durch 

1 
^'i'  ^  ^wTä^  («insiii  ^/5  —  2ai,2  sina  sin^  +  a^^a  sin  *a), 

1 
^2«'  =    "' T"  (^IM  ^^^  */^ ^  ^1>2  COSa  cos/?  -f"  ^2>«  ^^^  ^^7 

sm  Go 

^^'^'  "^  ^i^(«i>a  sin  («+^)  —  2«in8in(2Ä  —  2«2;2  811^(2«)) 

und  g)  den  Coordinatenwinkel  (x,  y)  =^  ß  —  a  bezeichnet. 
Nun  muss  bei  dem  Kreise,  wie  soeben  gefunden  wurde, 
^in  =  ötaj2'  ^^^  ^1^2'  =  ^  werden,  und  aus  diesen  beiden 
Relationen  ergibt  sich,  wenn  man  noch  für  die  Coefficienten 
at^  die  oben  gegebenen  Werte  substituiert, 

«in  COS (2  ß)  -f  «2,2  cos  (2 a)  =  2  «^,2  cos  (a  +  /9) 
a^,!  sin(2/9) -{-aa,a  sin  (2  a)  =  2  «1,3  sin(a-{-/9) 
und  hieraus  wieder 

^vx   ^^^  «2;2 

als  Bedingung,  damit  das  geometrische  Äquivalent  der  Glei- 
chung (340)  ein  Kreis  ist.  Für  die  gleichseitige  Hyperbel 
hat  dagegen  «1,1'  + «s^a'  =  0  zu  sein,  und  aus  diesen  Glei- 
chungen findet  man  nach  erfolgter  l^ubstitution  der  eben 
gefundenen  Werte  von  a^y^    und  «2,2' 

«in  +  «2>2  —  2a^,2  cos  9)  =  0, 
womit  die  hier  gestellte  Aufgabe  gelöst  erscheint. 

Man  kann  übrigens  auch  leicht  die  Größe  A^^^'  = 
^in'^j72'  —  ^172'^  *^s  den  Coefficienten  ai^  berechnen  und 
dadurch  entscheiden,  wann  die  Gleichung  (340)  über- 
haupt eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  darstellt,  wenn 
dieser  Gleichung  ein  schiefwinkeliges  Coordinatensystem . 
zu  Grunde  liegt.     Durch  eine   einfache   Rechnungsoperation 
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erhält  man   nämlich^  sobald   man   ftor    ai,/,  ^2,2,  und  «^,3' 
die  früheren  Werte  benützt, 

/».  /Tf         _     .1.—.    /»         .    * 


^1>1  ^2?2  ^ 


i;2 


sin  V 


und  ist  somit  das  geometrische  Äquivalent  der  61.  (340)  eine 
Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel,  je  nachdem  das  Binom 
^in  ^292  — ^i>2*  positiv,  negativ  oder  gleich  null  wird. 


■d'^      M- 


Fig.  91. 

Im  Anschlüsse  mag  noch  der  nachfolgende  Satz  be- 
wiesen werden,  u.  zw.:  Jede  durch  drei  Punkte  -Jf^,  M^ 
und  Jkfj  gelegte  gleichseitige  Hyperbel  geht  durch  den  Höhen- 
punkt des  durch  diese  drei  Punkte  gegebenen  Dreiecks  und 
der  Mittelpunkt  dieser  Hyperbel  befindet  sich  auf  einem 
Kreise,  welcher  die  drei  Seiten  obigen  Dreiecks  halbiert. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  wähle  man  das  Coordi- 
natensystem,  welches  jetzt  wieder  ein  rechtwinkeliges  sein 
soll,  der  Art,  dass  sein  Ursprung  0  (Fig.  91)  lüit  der  einen 
Ecke  M^  zusammenfällt  und  die  Achse  der  x  durch  die 
Ecke  M2  des  Dreiecks  M^M^M^  geht.  Nachdem  nun  bei 
der  gleichseitigen  Hyperbel  die  Coefficienten  von  x^  und  y^ 
einander  entgegengesetzt  gleich  erscheinen,  sind  alle  durch 
den  Ursprung  0  oder  die  Ecke  M^  gehenden  Kegelschnitte 
dieser  Art  enthalten  in  der  Gleichung 

«^  — y*  +  2ai,2«y4-2ai,saj-|-2a2,3y  =  0. 

Nun  muss  aber  die  Curve  noch  die  Punkte  M^  und  M^  ent- 
halten, weshalb  die  in  obiger  Gleichung  vorkommenden  Co- 
efficienten a/,ifc  den  beiden  Bedingungen  genügen  müssen: 

a?2^+2ai,3aJa  =  0, 
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und  aus  diesen  drei  Gleichungen  ergibt  sich  durch  die  Eli- 
mination der  Coefficienten  a^y^  und  a2;3 

x^  —  y^  +  2  ai,a  a?  y  —  i»2.«  + 

Die  letzte  Gleichung,  in  tv  elcher  at,»  ein  veränderlicher 
Parameter  ist,  bestimmt  alle  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche 
durch  die  drei  Punkte  ikfi,  M^  und  M^  gelegt  werden  können. 

Sie  wird  befriedigt  für  x  =  Xj^  und  y  =  — ^.aj^^jUnd 

Vi 

weil  diese  Coordinaten werte  dem  Höhenpunkte  H  des  Drei- 
ecks M^  M^  M^  angehören,  so  erscheint  constatiert,  dass  alle 
durch  die  Punkte  M^,  M^  und  M^  gelegten  gleichseitigen 
Hyperbeln  durch  den  Höhenpunkt  H  des  Dreiecks  M^M^M^ 
gehen,  womit  der  erste  Theil  des  vorliegenden  Satzes  erwiesen 
erscheint.  Übergehend  auf  den  zweiten  Theil  dieses  Satzes, 
bestimme  man  vorerst  die  Coordination  des  Mittelpunktes 
der  durch  die  Gleichung  (a)  dargestellten  Curve  2.  Ordnung. 
Nach  §  66,  Gl.  (397)  ergeben  sich  nun  die  fraglichen  Co- 
ordinaten aus: 


^  +  «U2  y  — 


a?a 


und  aus  diesen  folgt  durch  die  Elimination  des  veränder- 
lichen Parameters  a^^^^x 

2V^^      y,  +  yj^+    2    -" 

als  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  der  Mittelpunkte  aller 
dem  Dreieck  M^  M^  M^  umgeschriebenen  gleichseitigen  Hy- 
perbeln.   Diese  Gleichung  bestimmt  aber  einen  Kreis   und 

■Z7  X 

wird   befriedigt   für    x  =  -~    und    y  =  Oy     x  =    ,}-    und 

y  =  ^  .  X  =  ^  "T  ^  und  y  =  ^,  weshalb  dieser  Kreis 
^  2  '  2  ^  2  ' 
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die  drei  Seiten  des  Dreiecks  M^  M^  M^  halbiert.  Maa 
nennt  noch  obigen  Kreis  den  Feuerbach'schen  Kxeig  des 
Dreiecks  M^M^M^. 

§  75.    Brennpunkte  der  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel. 

Zurückkehrend  zu  der  früher  gegebenen  Figur  88, 
seien  daselbst  F^  und  F^  zwei  in  der  großen  Achse  der 
Ellipse  angenommene  feste  Punkte^  welche  in  Bezug  auf 
den  Mittelpunkt  0  dieser  Curve  symmetrisch  liegen  und 
von  0  um  OF^  =^  e  und  OjPj  =^  — e  abstehen^  wenn 
noch  e  der  Relation  unterliegt: 

(a)  .  .  .  e  =  Va«  — 6^. 

Die  Entfernungen  r^  =i  F^M  und  r,  =  F^M  irgend  eines 
Punktes  M  der  Ellipse  von  den  beiden  festen  Punkten  F^ 
und  F^  resultieren  nun  aus  den  Gleichungen  r^^  =  ^^^+ 
(e  —  g)^  und  ^2*  =  ^^  4"  (^"hS)^  wenn  g,  rj  die  Coordinaten 
des    Curvenpunktes   M  repräsentieren^    oder   weil   bei   der 

Ellipse  9^2  __  __  ^^2  —  g2^  jg^^  J^^g . 

r^'=  ^I  (a»  -  1»)  +  (e  -  g)^ 

r,«  =  -^  (a*  - 1*)  +  (e  +  §)*, 
und   hieraus    ergibt   sich,    wenn   man   noch   im  Sinne    der 
Gleichung  (a)    b^  =  a^  —  e^  und   überdies   ^  :=  —  setzt, 

wobei  e  eine  Zahl  bedeutet,  die  zwischen  o  und  1  liegt, 

(5)  .   .   .      7-1=  a  — £.|,  r-a  =  a  +  fi.| 

und  sonach 

(c)   .    .    .  7*1  -|-  rg  =  2  a. 

Es  hat  demnach  die  Ellipse  die  Eigenschaft,  dass  die 
Summe  der  Entfernungen  irgend  eines  ihrer  Punkte  von 
zwei  festen  Punkten  constant  und  gleich  ist  der  großen 
Achse  2  a  dieser  Curve.  Man  nennt  nun  die  beiden 
festen  Punkte  F^^  und  Fc^  die  Brennpunkte  und  ihre 
Entfernung    e    vom    Mittelpunkte    0    die    lineare    Excen- 

tricität    der    Ellipse,    während    der    Quotient    e  =  —   die 
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numerische  Excentricität  der  letzteren  heißt.  Ferner  werden 
noch  P^M  und  F^M  die  Leitstrahlen  oder  Brennstrahlen 
des  Punktes  M  genannt.  Es  ist  klar^  dass  bei  dem  Kreise 
F^  und  F^  mit  O  zusammenfallen^  mithin  e  =  o  und  £  =  o 
werden. 

Eine  ganz  analoge  Betrachtung  lässt  sich  nun  auch 
bei  der  Hyperbel  anstellen^  sobald  man  daselbst  in  der 
reellen  Achse  (Fig.  89)  zwei  feste  Punkte  F^  und  F^  an- 
nimmt;  welche  ebenfalls  symmetrisch  bezüglich  des  Mittel- 
punktes O  der  Curve  liegen^  und  von  0  um  0F^=  — 
OF^  =^  c  entfernt  sind,   wobei  jedoch  e   diesmal   folgt   aus 

(d)  .    .    .  e  =  Va^  +  ft«. 

Die  Entfernungen  r^  ^=^  F^M  und  r^  =^  F^M  des  Curven- 

punktes  M  von  den  beiden  festen  Punkten  F^  und  F^  erhält 

man  daher  in  dem  vorliegenden  Fall,  weil  bei  der  Hyperbel 

ja 

w^  =  —^  (g*  —  a^)  ist,  aus  den  beiden  Gleichungen 
a" 

Cv 

und   aus    diesen    folgt,   wenn   man   im   Sinne    der  GL   {d) 

b^  =  e^  —  a*  und  dann  wieder  e  =  — -  setzt,    wobei  dies- 

a 

mal  €  eine  Zahl  repräsentiert,  die  größer  als  die  Einheit  ist, 

(e)  ,     r^  =  f.g  —  a  r^  =:  a  -{-  eg, 
mithin 

(/)....  rg  —  r^  =  2a. 

Die  Hyperbel  hat  folglich  die  Eigenschaft,  dass  die  Differenz 
der  Entfernungen  irgend  eines  Punktes  von  zwei  festen 
Punkten  constant  und  gleich  ihrer  reellen  Achse  2  a  ist. 
Auch  hier  nennt  man  wieder  F^  und  F^    die   Brennpunkte, 

e  =  OF.  =  —  OF^  die  lineare  und  €  =  —  die  numerische 
*  a 

Excentricität  der  Hyperbel,  sowie  F^^  Jlfund  jPg  M  die  beiden 

Leitstrahlen    oder    Brennstrahlen    des    Punktes    M.    Es  ist 

sonach  bei  der  Ellipse  £  <  -|-  1,  bei  der  Hyperbel  £>+  ^ 
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und  bei  dem  Kreise  s  =  o.    Wir  gelangen  folglich  zu  den 
beiden  nachfolgenden  Sätzen,  u.  zw.: 


Die  Summe  der  Leit- 
strahlen eines  jeden  Punktes 
der  Ellipse  ist  constant  und 
gleich  der  großen  Achse  2  a; 


Die  Differenz  der  Leit- 
strahlen eines  jeden  Punktes 
der  Hyperbel  ist  constant  und 
gleich  der  reellen  Achse  2  a, 


und  diese  Sätze  bieten  zugleich  die  Möglichkeit,  die  Ellipse 
oder  Hyperbel  zu  construieren,  wenn  die  beiden  Halb- 
achsen a  und  b  oder  die  Halbachse  a  und  die  lineare 
Excentricität  e  gegeben  erscheinen. 

Um  endlich  auch  die  Parabel  in  Betracht  zu  ziehen, 
sei  F  (Figur  90)  ein  in  der  Achse  dieser  Curve  liegen- 
der  und   vom   Scheitel   0    um   die  Strecke  OF  =  -^  ab- 

4 

stehender  fester  Punkt  und  (D)  eine  feste  Gerade,    welche 

im  Abstände  0A=^  —  ~-  parallel  gerichtet  ist  zur  Achse 

der  Tj  oder  senkrecht  steht  auf  der  Achse  der  Parabel. 
Nennt  man  noch  d  =  QM  und  r  =  FM  die  Entfernungen 
des  Curvenpunktes  M  von  der  Geraden  (D)  und  dem 
Punkte  Fy  so  ist,  wenn  §,  rj  die  Coordinaten  von  M  be- 
deuten, wegen  ri^  =  p  § 

und  somit 

(Ä) d  =  r, 

d.  h.  der  Punkt  M  steht  von  (D)  und  F  gleich  weit  ab. 
Man  nennt  nun  den  festen  Punkt  F  wieder  den  Brennpunkt, 
die  feste  Gerade  (D)  aber  die  Leitlinie  oder  Directrix  der 
Parabel  und  erhält  sonach  den 

Satz:  Bei  der  Parabel  sind  die  Entfernungen  irgend 
eines  Punktes  von  dem  Brennpunkte  und  der  Leitlinie 
einander  gleich, 

und  mittelst  dieses  einfachen  Satzes  ist  man  wieder  im  Stande, 
die  Curve  zu  construieren,  sobald  der  Brennpunkt  F  und 
die  Directrix  (D)  gegeben  sind.     Gleichzeitig  ist  auch    die 

Hahsbx,  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte.  24 
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geometrische  Bedeutung  von  der  in  Grl.  (437)  vorkommenden 
Größe  p,  die  man  bekanntlich  den  Parameter  der  Parabel 
nennt,  gegeben,  und  es  ist  der  vierfache  Abstand  des  Brenn- 
punktes F  vom  Scheitel  0"  der  Parabel  gleich  p.    Setzt  man 

überdies  noch  in  der  Gleichung  if  =  p^  der  Parabel  §  =  x ' 

so  folgt  ^*  =  "^  uiid  hieraus  2?/  =  jp,  weshalb  auch  p  die 

im  Brennpunkte  dieser  Curve  errichtete  Doppelordinate 
vorstellt. 

Es  ist  übrigens  auch  leicht,  die  lineare  Excentricität 
eines  durch  die  Gleichung  (340)  gegebenen  centralen  Kegel- 
schnittes zu  ermitteln.  Substituiert  man  nämlich  in  den 
Gleichungen  e^  =  a^  —  h^  und  6*  =  a*  -|-  h^  für  a^  und  h^ 
die  in  §  73  gefundenen  Werte,  so  erhält  man  in  beiden 
Fällen : 

^8  ,r-  ^a         ^i        ^ 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (/)  in  §  72 

^  —  ^1  ==  —  V(ai,i  -  «2>2)^  +  4«i?2*  «iid  ^  ^  =  Aq, 3, 
daher  wird  schließlich  die  lineare  Excentricität 


(438)       e  =  )^  — ^/(^i  —  «2;2)'  +  4^l>a^ 

-^8;  8 

§  76.    Scheitelgleichimg  und  FocalgleiolLTing  der  Kegelschnitte. 

Satze. 

Scheitelgleichimg.  Verlegt  man  bei  der  Ellipse  den 
Ursprung  des  Coordinatensystems  in  den  Scheitel  A^  (Fig.  88) 
und  nennt  (§')  und  (^')  die  Achsen  des  neuen  Coordinaten- 
systems, so  nimmt  die  Gleichung  dieser  Curve,  da  zwischen 
den  Coordinaten  g,  rj  und  g',  tj*  die  Beziehungen  bestehen : 
g  =  I'  —  a  und  7j  =  Tj',  zufolge  (434)  in  §  73,  die  Gestalt  an 


+  iF-l=0, 


und  hieraus  folgt,  wenn  man  obige  Gleichung  nach  ^'*  auflöst, 

"2 


(a)   .    .    .  ^'«  =  ^.g-_^.g... 
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2  6^ 
Der  Bruch hat   aber    eine   einfache    geometrische    Be- 
deutung  und    repräsentiert    die   in  einem  Brennpunkte  der 
Ellipse  errichtete  Doppelordinate  p.    Denn  setzt  man  in  der 

zur  Berechnung  von  rj  aus  g  dienenden  Gleichung  ^= — ]/a^—^^y 

im  Sinne  dieser  Behauptung,  §  =  «?  so  ergibt  sich  unter  Be- 
rücksichtigung der  bereits  bekannten  Beziehung  5^  =s  a^  —  e^ 


in  der  That  -^  =  — ,  oder  p  = 


2b 


2 


2  a '  ^  a 

Eine  analoge  Form  lässt  sich  aber  auch  für  die 
Gleichung  der  Hyperbel  angeben,  wenn  man  nämlich  den 
Ursprung  des  Coordinatensystems  nach  A^  (Fig.  89)  ver- 
legt. Nachdem  diesmal  die  Transformationsformeln  sind: 
g  i=  a  +  S'  ^^^  V  =  ^'?  so  ist  nach  (435)  in  §  73  die  auf 
das  neue  Coordinatensystem  von  den  Achsen  (g')  und  (^') 
bezogene  Gleichung  der  Hyperbel 

(r  +  a)'         V''  _  1   _  . 

2  J2  ^    ^f 


a 

und  daraus  ftndet  man 

252.^^    .     52 

2 


(6)  .    .    .    .  rj'»  =  ±:^:§'  ^  "^'^ 


a  a' 

2&* 


Der  Bruch hat  dieselbe  Bedeutung  wie  bei  der  Ellipse 

und   ist   die  in  einem  Brennpunkte  der  Hyperbel  errichtete 
Doppelordinate  p^  wie  man  sogleich  findet,  sobald  man  in  der 

b 


Gleichung  ij  =  — ^g^ — a^  einfach  g  =  e  setzt  und  gleich- 

zeitig  berücksichtigt,  dass  b^  =  e^  —  a^  ist.  Die  Scheitel- 
gleichung der  Kegelschnitte  ist  somit: 

(439)  ....  V"=l>i'  +  ii", 

und  repräsentiert  in  allen  drei  Fällen  p  die  in  einem  Brenn- 
punkte des  betreffenden  Kegelschnittes  errichtete  Doppel- 
ordinate, während  q  ein  Coefficient  ist,  der  negativ,  positiv, 
oder  auch  gleich  null  ist,  je  nachdem  obige  Gleichung  eine 
Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  darstellt.  Die  Größe  p,  auf 
welche  wir  bereits  früher  bei  der  Parabel  gestoßen  sind,  heißt 
der  Parameter  (oder  auch  Liniarparameter)  des  Kegelschnittes. 

24* 
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Focalgleiehung.  Es  ist  bei  den  Eegelscbnitten  ge- 
bräuchlich, diejenigen  Polarcoordinaten  einzufiihren,  welche 
von  einem  Brennpunkte  und  der  einen  Hauptachse  aus  gezählt 
werden.  Sind  nun  bei  der  Ellipse  in  Figur  88  F^M  =  r 
und  (p  =  (g,  -Fj  M)  die  Polarcoordinaten  des  Curvenpunktes  Af, 
so  ist  nach  Gl.  (6)  in  §  75 

r  =  ri  =  a  —  £  .  g, 
und  weil,  wie  man  sofort  aus  der  Figur  entnimmt,  §=e+r  cos^) 
ist,  so  wird  nach  obiger  Gleichung  r  =  a  —  e(e-|-r  cos go), 

oder  r  (1  -4-  ^  cos  gp)  =  a  —  —  =  —  =^    ~  und  somit 

a  a  ^ 


(440)   ....        r 


V 


2(1+^  cos  9)) 

die  Focalgleichung  der  Ellipse.  Diese  Gleichung  gilt  aber 
auch  für  die  Hyperbel,  sobald  r  und  q>  die  in  Figur  89  ge- 
gebenen Bedeutungen  haben,  also  r=^F^M  und  9) = (F^  0,  F^  M) 
ist.  Denn  eliminiert  man  abermals  aus  den  beiden  Gleichungen 
7»  =  r^  =  £  .  g  —  a  (Siehe  Gl.  (e)  in  §  75)  und  g  =  e  —  r  cos  q) 
die  Größe  g,  berücksichtigt  ferner  die  Relationen  b^  =  e^  —  a^ 

und    ^  =  — ,  so  ergibt  sich  die  obige  Gleichung  (440). 

/U  Ob 

Die  letzte  Gleichung  repräsentiert  aber  auch  gleich- 
zeitig die  Focalgleichung  der  Parabel,  sobald  man  daselbst 
e  =  \  setzt  und  r,  9)  die  in  Figur  90  angegebenen  Polar- 
coordinaten des  Punktes  M  darstellen.  Wie  in  dem  vor- 
angegangenen Paragraphen  bewiesen  wurde,  ist  nämlich  bei 
der  Parabel  FM  =  QM,  oder  r  =  d\  anderseits  zeigt  aber 

die  Figur,  dass  d  =  ^ r  cos  gp  ist,    und  daher  besteht 

zwischen     r    und    q>    die     Beziehung     r   =   ^ r  cos  9p, 

welche  zur  Gleichung  (440)  führt,  wenn  man  in  der- 
selben £  =  1  annimmt.  Die  Gleichung  (440)  ist  somit  die 
Focalgleichung  der  Kegelschnitte,  und  es  sind  hierin  r,  (p  die 
bereits  definierten  Polarcoordinaten  irgend  eines  Curven- 
punktes, während  p  den  linearen  Parameter  und  b  die 
numerische  Excentricität  des  Kegelschnittes  angibt.     Hierbei 

sei  noch  bemerkt,  dass  £  =  -j-    1     erscheint,    je    nachdem 
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nämlich  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel 
ist.  Mittelst  der  eben  gewonnenen  Föcalgleichung  der  Kegel- 
schnitte lassen  sich  nun  sofort  einige  interessante  Sätze  über 
die  Focalsehnen  dieser  Curven  herleiten. 

Satz.  Das  Rechteck  aus  den  Segmenten  einer  durch 
einen  Brennpunkt  eines  Kegelschnittes  gehenden  Sehne,  oder 
einer  Focalsehne,  steht  zu  der  ganzen  Sehne  in  einem  con- 
stanten  Verhältnisse. 

Beweis.  Es  sei  M^  M^  die  durch  den  Brennpunkt  F^ 
des  durch  Grleichung  (440)  bestimmten  Kegelschnittes  gelegte 
Sehne  und  seien  daher  F^  M^  und  F^  M^  die  beiden  Segmente, 
in  welche  obige  Sehne  durch  den  Brennpunkt  F^  zerfällt. 
Alsdann  bestehen  nach  Gl.  (440)  die  beiden  Relationen 

F  M   =  ^ F  M   —  ^ 

^     '         2(1  +  5  cos  (pY        -    '  -^^^  —  2  (1  —  f'cos  <py 

und  weil  hier  F^^  M^  und  F^  M^  als  positive  Strecken  anzu- 
sehen sind,  so  ist  M^  M^  ==  F^  Mj^  +  F^  M^  und  wird  folglich 
die  Focalsehne 

M  M   =^  -P 

*  1  —  e^  co%^(p 

Aus  den  drei  letzten  Gleichungen  ergibt  sich  daher 

F^M^.F^M^  _   p 
M^M^         ~  4  ' 
womit  der  oben  ausgesprochene  Satz  bewiesen  ist. 

8at2.  Die  Summe  der  Reciproken  von  zwei  auf  ein- 
ander senkrechten  Focalsehnen  ist  constant. 

Beweis.  Sind  M^  M^  und  N^  N^  zwei  solche  Focal- 
sehnen, so  ist  M.  jJfg  =  ^ ^ — ^  und -AT",  N<.  =-i ^  .    »    , 

'  ^     ^       1  —  e^cos^g)  ^  1  —  f^sm^^)' 

mithin  die  Summe 

11  2  —   6^ 


und   unabhängig   "^on   dem  Winkel  %    womit    auch    dieser 
Satz  bewiesen  erscheint. 

Aufgabe*  Es  ist  zu  bestimmen  der  geometrische  Ort 
eines  Punktes  My  dessen  Abstände  von  einer  festen  Geraden  (Z>) 
und  einem  festen  Punkte  F  in  dem  constanten  Verhältnisse 
stehen,  wie  1  :  f. 
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Lösung.  Man  fälle  aus  F  in  Fig.  90  eine  Senkrechte 
auf  (I>),  welche  letztere  im  Punkte  A  trifft,  und  wähle  hier- 
auf F  zum  Pol,  dagegen  die  Gerade  FA  zur  Polarachse 
eines  Polarcoordinatensystems,  weshalb  die  Polarcoordinaten 
irgend  eines  Punktes  M  der  fraglichen  Curve  sind:  r^s=^FM 
und  9)  =  {FAj  FM).  Ferner  'repräsentiere  O  denjenigen 
Punkt,  wo  die  Curve  die  Polarachse  durchschneidet, 
und  seien  AO  =^  d^  und  OF  =  f  die  Abstände  desselben 
von  der  Greraden  (D)  und  dem  Punkte  F.  Zufolge  der  hier 
gestellten  Aufgabe  bestehen  nun  die  beiden  Proportionen 
d  :  r  =  1  :  e   und  d^  :f  =sz  1  :  £,  aus  welchen  sich   ergibt 

r  f 

(c)  .    .    .  d  = —y  d.=—: 

ferner  entnimmt  man  aus  der  Figur  die  Relation 

(d)  .    .    .    .      d  ==:  d^  -{-  f  —  r  ,  cos  9), 

und  aus  den  drei  letzten  Gleichungen  folgt  durch  die  Elimi- 
nation von  d  und  d^,  wenn  man  noch  die  dadurch  zum  Vor- 
scheine kommende  Gleichung  nach  r  auflöst, 

(e) r  =  ^ ' — ^, 

1  -f-  s  cos  (p 

aus  welcher  man  erkennt,  dass  die  Gerade  AF  eine 
Symmetrieachse  der  Curve  ist.  Nun  bezeichne  man  wieder 
die  im  Punkte  F  errichtete  Doppelordinate    der   fraglichen 

Curve  mit  p^  setze  also  r  =  ^  für  g)  =  -^,  und  substituiere 

dann     dieses    Wertesystem    von   r    und   (p    in    die    letzte 

Gleichung,  wodurch  man  erhält  -^  =  f  (1  -|-  s)^  oder 

^•^^ ^  ^  2(1  +  ^)' 

während  die  Gleichung  (e)  die  Form  annimmt: 


(9) 


P 


'    '    '  2(l  +  fcos9))' 

und  d.  i.  die  Focalgleichung  eines  Kegelschnittes  von  dem 
linearen  Parameter  p  und  der  numerischen  Ex:centricität  s. 
Der  geometrische  Ort  des  Punktes  M  ist  folglich  ein  Kegel- 
schnitt, und  erscheint  damit  gleichzeitig  der  Satz  erwiesen, 
dass    bei    den   Kegelschnitten    die    Abstände    irgend    eines 
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Curvenpunktes  von  einer  festen  Geraden,  der  Directrix 
oder  Leitlinie,  und  einem  festen  Punkte,  dem  Brennpunkte, 
in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen,  welches  gleich  ist 
1  :  £,  wenn  s  die  numerische  Excentricität  des  betreffenden 
Kegelschnittes  repräsentiert.  Nachdem  nun  die  Ellipse  und 
Hyperbel  je  zwei  Brennpunkte  besitzen,  müssen  diese  Curven 
auch  zwei  Leitlinien  (DJ  und  (D^)  haben,  welche  symmetrisch 
zu  beiden  Seiten  ihres  Mittelpunktes  sich  befinden,  während 
die  Parabel  aus  nahe  liegenden  Gründen  nur  eine  solche 
Leitlinie  hat. 

Übergehend  auf  die  Bestimmung  dieser  Leitlinien,  er- 
mittle man  zunächst  die  Größe  ä^  aus  p  und  e.  Man  erhält 
nun,  wenn  man  in  der  zweiten  der  Gleichungen  (c)  flir  / 
den  in  Gleichung  (/)  gegebenen  Wert  substituiert, 

(h)  .    .    .    .  ^1=2.  a   (1  +  sY 

wodurch  die  Entfernung  der  Leitlinie  (D)  vom  Scheitel  0 
des  Kegelschnittes  bestimmt  erscheint.  Bei  der  Parabel  ist 
nun  e  =  1,  daher  wird  nach  den  Gleichungen  (/)  und  (h) 
bei  dieser  Curve 

d    -  f-   P- 

in  Übereinstimmung  mit  dem  in  §  75  bereits  Vorgeführten. 

2  b^ 
Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel   ist   dagegen  p  =  —   und 

,    mithin    wird    zufolge    Gl.  (h)   der   Abstand  einer 


a 

Leitlinie  der  Ellipse  oder  Hyperbel  von  dem  auf  derselben 
Seite  des  Centrums  der  Curve  liegenden  Scheitel  gleich 

und  jetzt  ist  man  auch  im  Stande,  die  Entfernung  einer 
Leitlinie  vom  Centrum  der  Curve  zu  ermitteln,  und  man 
findet  für  die  Ellipse  (Siehe  (Fig.  88) 

e  (a  -f-  ej  e 

und  für  die  Hyperbel  (Siehe  Fig.  89)  ebenfalls 
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(m).    .    OD^=^-OD^  =a -^, — r^  =  — . 

Nach   §   62   lautet   die  Gleichung   der   Polaren   eines 
Punktes  Jf^  von  den  Coordinaten  oj^y^i  bezüglich  des  Kegel- 

Schnittes  — ^  ±  tf  —  1  =  o  bekanntlich :-^dtz^4-^  l=o, 

und  aus  dieser  folgte  sobald  man  «j  ==  ±  e  und  y^  =  o: 

setzt;  X  =  dtz  — ;    dagegen    ist  die  GHeichung  der  Polaren 


e 


des  Punktes  M^  bezüglich  des  Kegelschnittes  — x  =  o 

Jr 

—  (a?  -f-  Ä?i)  ==  o,  und  hieraus  ergibt  sich,  wenn  man 
diesmal  cci  =  ^  und  y^  =  o  setzt,  o?  =  —  ^.     Nun  be- 

stimmt  aber  a?  =  ±  —  die  Leitlinie  der  Ellipse  oder  Hyperbel, 

0?  =  —  ~-  die  Leitlinie  der  Parabel,  daher  der 

Satz :  Die  Polare  eines  Brennpunktes  ist  die  zugehörige 
Leitlinie  und  der  Pol  einer  Leitlinie  der  zugehörige  Brenn- 
punkt. 

§  77.    Ähnliche  Kegelschnitte. 

Die  in  Figur  91  verzeichneten  beiden  rechtwinkeligen 
Dreiecke  O  Pj  ilfj    und    0' P^*  M^'   sind    einander   ähnlich, 

O*  P  *        P  '  M ' 

sobald  die  Proportion  stattfindet :   ^  ^  =  -^Ttir-y    d*    t., 

da  ja  OP^  =  a?!,  P^  M^  =  y^  und  0* P^'  =  x^%P^* M^'  =  y^' 
die  Coordinaten  der  Punkte  M^  und  M^*  repräsentieren,  sobald 

(a)   .    .  aji'  =  pa?i,  y/  =  Qy^ 

wird,  wenn  noch  q  irgend  eine  Constante  darstellt,  die  im 
allgemeinen  jeden  beliebigen  Wert  annehmen  kann.  Er- 
scheinen hierbei  noch  die  Achsen  der  beiden  rechtwinkeligen 
Coordinatensysteme  {x)  und  {x')y  sowie  {y)  und  (y');  zuein- 
ander parallel,  so  haben  die  vorliegenden  Dreiecke  überdies 
eine  ähnliche  Lage,  sind  also  dann  ähnlich  und  ähnlich 
liegend  (§  51).     Sind  ferner  M^y  M^,  M^ M»  die  Ecken 
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eines  einfachen  n-Ecks  und  üf/,  jäf^',  Jfg'. . . . ilf»'  diejenigen 
eines  zweiten  n-Ecks^  welches  dem  ersteren  ähnlich  ist,  so 
müssen  zwischen  den  Coordinaten  Xi,  yt  und  Xi\  j/i  zweier 
entsprechender  Ecken  Mi  und  Mi  dieser  Figuren  ebenfalls 
die  Beziehungen  bestehen: 

(6)   .    .         Xi'  =  QXi,  yi*  =  Qyi', 

denn  dann  ist,  wenn  MiM^  und  Mi  M^  zwei  einander  ent- 
sprechende Seiten  besagter  n-Ecke  repräsentieren,  Mi  Mt  = 

\{xu  —  XiY  +  {yk-yi)\  Mi^M,*  =  ^{^k*-Xi*)^+{yu-yi*Y 
oder,  wegen  Gl.  (6),  Mi*Mic*=Q\l{Xk—Xi)^'\'{yt  —  y^^j^\mA. 
folglich  wieder 

Mj'Mk'  _ 

MiMk  ~  ^' 
wie  es  die  Ähnlichkeit  erfordert.  Außerdem  ist  noch,  sobald 
vorausgesetzt  wird,  dass  die  beiden  in  Fig.  91  verzeichneten 
Coordinatensysteme  dieselben  Achsenrichtungen  besitzen  und 
(piy  (pi  die  Winkel  versinulichen,  welche  {x)  mit  M(Mt,  be- 
ziehungsweise (cc')  mit  Mi  Mky  bilden, 

tg   Wi  =  ^ ^,  tg   Wi    =  ^— ^, 

^  ^          Xk  —  xl                 ^   ^*          Xk*  —  xi' 
und  weil  nach  (&)   offenbar  ^^^ — —^  =  ^ ^  sein  muss, 

Xk         '  X%  Xk  Xi 

SO  ist  q>i  =  9),  und  besitzen  dann  wieder  beide  Figuren 
auch  eine  ähnliche  Lage.  Nachdem  nun  jede  stetige  Curve 
angesehen  werden  kann  als  ein  Vieleck  mit  unendlich  vielen 
und  unendlich  kleinen  Seiten,  so  gelangt  mail  zur  Er- 
kenntnis, dass  zwei  Gifeichungen  zwischen  x  und  y,  be- 
ziehungsweise a?'  und  2/',  dann  zwei  ähnliche  Curven  angeben, 
sobald  zwischen  den  Coordinaten  a?,  y  und  x%  y*  zweier 
entsprechender  Punkte  ebenfalls  die  Beziehungen  in  Kraft 
treten : 

(c)   .    .    .  a?'  =>a?,  y  r^  Qy, 

und  dass  diese  Curven  überdies  ähnlich  liegend  sind,  sobald 
die  beiden  Coordinatenachsen  dieselben  Achsenrichtungen 
aufweisen. 

Satz  von  Euler.  Ist  /  (a?,  y)  eine  homogene  Function 
wten  Grades  von  x  und  y,  ferner  C  ein  willkürlicher 
Parameter,  der  wenigstens  innerhalb  gewisser  Grenzen  jeden 
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beliebigen  Wert  annehmen  kann,    so    ist    das  geometrische 
Äquivalent  der  Gleichung 

(d) fix,y)  =  C 

eine  Familie  ähnlicher  und  ähnlich  liegender  Curven. 

Beweis.     Bei  der  Beweisführung  vorliegenden  Satzes 
gehe  man  von  den  beiden  Gleichungen  aus 

•  (e)   .    .    .     /  (a?,  y)  =  a,  /  {x%  y')  =  b, 

in  welchen  a?,  y  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  M 
der  durch  die  erste  dieser  Gleichungen  gegebenen  Curve  (C), 
dagegen  a?',  y'  die  Coordinaten  desjenigen  Punktes  M  der 
durch  die  zweite  Gleichung  bestimmten  Curve  (C)  repräsen- 
tieren, welcher  dem  Punkte  M  entspricht,  und  a,  sowie  6, 
Constanten  bezeichnen.  Dabei  beziehen  sich  x,  y  auf  ein 
rechtwinkeliges  Coordinatensystem  mit  den  Achsen  (x)  und 
{y)y  x*y  y*  aber  auf  ein  solches  mit  den  Achsen  ix*)  und  (y')- 
Sind  nun  beide  Curven  ähnlich,  so  müssen  zwischen  den 
Coordinaten  von  M  und  M*  Mie  oben  aufgestellten  Be- 
ziehungen (c)  stattfinden  und  daher  muss,  zufolge  der  vor- 
ausgesetzten Homogenität  der  E^unction  /,  auch 

werden,  und  hieraus  folgt,  unter  gleichzeitiger  Berücksichtigung 
der  beiden  Gleichungen  (e),  b  =  a  .  q^,  oder 


a 

Die  letzte  »Gleichung  lehrt  nun,  dass  für  jeden  Wert  von  a 
und  6  der  Factor  q  bestimmbar  ist  und  sonach  die  Glei- 
chungen (e)  zwei  ähnliche  Curven  darstellen.  Lässt  man 
jetzt  noch  (x)  mit  («')  und  (y)  mit  (y*)  zusammenfallen,  so 
ist  der  in  (d)  vorausgesetzte  Fall  da.  Kaum  nothwendig 
ist  noch  die  Bemerkung,  dass  q  imaginär  ausfällt,  sobald  n 
gerade  ist  und  die  beiden  Constanten  a  und  h  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  besitzen. 

Nach   diesem  Satze  stellen   demnach   die  beiden  Glei- 
chungen 

zwei  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Ellipsen  oder  Hyperbeln 
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dar,    sobald    a*  =  Qa    und    h*  =  gh,  oder  -^   =   -j-  ist. 

Selbstverständlich  ist  hier  x*  =  —  x  und  t/'  =  -^—  V.     Auch 

ist  nach  dem  Euler' sehen  Satze  sofort,  klar,  dass  zwei 
Parabeln    stets    ähnlich    sein    müssen.      Die     Gleichungen 

— p  =^  0  und  ^-T p*  ^=  0  stellen  somit  zwei  ähnliche 

X        ^  X*        ^ 

V*  P* 

Curven  dar,  und  ist  hierin,  wegen  q  =  -=^,  y^s^-^—y  und 

«*/        '  .    wu. 

Aufgabe.  Es  soll  untersucht  werden,  wann  die  beiden 
centralen  Kegelschnitte 

(441)  ^=^i^i^*+^^i'2i»y+«2>2y*+2ai,3a;-f2aa,8y+a3,3=o, 

J7'=ai,i'a?34-2ai,2'ajy+a2,2'y2^2ai,8'aj+2a2,3'y+a8,8'=o 
ähnlich  sind. 

Lösung.  Nach  §  72,  Gl.  (431),  sind  die  Gleichungen 
dieser  beiden  Kegelschnitte,  bezogen  auf  ihre  beiden  Haupt- 
achsen als  Coordinatenachsen 

-0.3,  8  -^8;  8 

wenn  noch  1^  und  X^  die  in  den  Gleichungen  (422)  ange- 
gebenen Größen  darstellen,  dagegen  ^'  und  X^*  aus  (422) 
erhalten  werden,  wenn  man  daselbst  Oi^i  durch  a^,*'  er- 
setzt. Sollen  nun  beide  Kegelschnitte  ähnlich  sein,  so 
müssen,  zufolge  des  eben  bewiesenen  Satzes  von  Euler,  die 
Beziehungen  stattfinden:  h^*  =  qX^  und  X^*  =  pA,,  woraus 
wieder  folgt 

{9) y-  =  K- 

Aus  den  Gleichungen  (422)  folgt  aber,  wenn  man  die  erste 
durch  die  zweite  dividiert  und  hierauf  den  zum  Vorscheine 
kommenden  Quotienten  entsprechend  umformt, 

^1    __   1   -U  (^in  "i"  ^2?  2)  I 

,y.  ^2  2  (g^,  1  a2?  2  —  ^i>  2  ) 

^l/aj,!  «2,2  <*i;2      r     ^l>1^2>2  ^1?2 
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und  aus  den  Gleichungen  {g)  und  (ä) 


(442) 


^U\   ^29  2  %;2  ^IM     ^2;  2  ^1  >  2 


als  Bedingung^  welcher  die  Coefficienten  a^,*  und  a,-,*'  unter- 
worfen sind,  sobald  U  =  o  und  U*  =  o  zwei  ähnliche 
Centralkegelschnitte  darstellen. 

§  78.    Satz  von  Newton.  —  Folgerungen. 

Satz  von  Newton.  Legt  man  aus  einem  Punkte  M^ 
in  der  Ebene  des  Kegelschnittes  (ZT)  zwei  Strahlen  (i')  und 
(Z."),    welche  obige  Curve    in    den  Punkten  M^^  M^*   und 

M^",  3fj"  durchschneiden,  so  ist  der  Quotient  ^^^\/  miut^** 

für  jede  Lage  von  Mq  constant,  wenn  die  Richtungen 
dieser  Strahlen  unverändert  bleiben. 

Beweis.  Es  sei  wieder  (340)  die  Gleichung  des  Kegel- 
schnittes {U)y  bezogen  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinaten- 
system  vom  Ursprünge  0  und  den  Achsen  (a?)  und  (y), 
demnach,  zufolge  §  66 

«i>iaj'^  +  2ai,aa5'y  +  (^^y^y'^  +  go^*  +  Ky'  +  t/o  =  o 

die  Gleichung  derselben  Curve,  jedoch  bezogen  auf  ein 
anderes  Coordinatensystem,  dessen  Ursprung  Mq  im  alten 
System  dieCoordinaten  x^,  y^  besitzt,  dessen  Achsen  (a?')  und  {y') 
aber  zu  den  früheren  (a?)  und  (y)  parallel  gerichtet  sind.  Irgend 
ein  durch  M^  gelegter  und  gegen  die  Achse  {x)  unter  dem 
Winkel  ^  geneigter  Strahl  (L)  wird  nun  den  Kegelschnitt 
{U)  in  den  Punkten  M^  und  M^  durchschneiden,  und  die 
Abstände  MqM^  und  M^M^  des  Punktes  Mq  von  M^  und 
M^  ergeben  sich  als  die  Wurzeln  der  in  r  quadratischen 
Gleichung 

(a)   .    .    .    .  Pr^  +  Qr  +  ?7o  =  o, 

sobald  die  hier  vorkommenden  Symbole  P  und  Q  definiert 
erscheinen  durch 

,,.  P=  a^,i  cos  ^gp  4"  2  a^j^  cosgp  sin 9)  +  a2;2  sin  ^9), 

Q  =  Qq  cos  9p  +  Äq  sin  % 

imd  daher  ist  auch  nach  der  Lehre  von  den  Gleichungen 
das  Product: 
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Fig.  92. 

(c)   .    .    .    .  MqMj^  -MqM^  =  -^. 

Nun  denke  man  sich  durch  Mq  (Siehe  Fig.  92)  zwei 
Strahlen  (L')  und  (Z")  gelegt^  welche  den  Kegelschnitt  in 
den  Punkten  M^%  M^*  und  Jf^",  Jf^"  durchschneiden  und 
mit  der  Achse  der  x  die  Winkel  9)'  und  9)"  bilden.  Selbst- 
verständlich  bestehen   jetzt   nach  (c)  die  beiden  Relationen 

sobald  P'  und  P"  die  Werte  darstellen,  welche  Pflir  (p  =  q>% 
beziehungsweise  (p  =  9)",  annimmt,  und  aus  diesen  ergibt 
sich  durch  einfache  Division  die  Gleichung 

-  pn 


W 


aus    welcher   man    in  Anbetracht   des  ümstandes,  dass  der 

P' 
Bruch  p;;  unabhängig  erscheint  von  den  Coordinaten  Xqj  y^ 

des  Punktes  Mo,  erkennt  die  Richtigkeit  des  oben  ausge- 
sprochenen Satzes.  Sind  daher  {&)  und  {S'*)  zwei  durch 
einen  anderen  Punkt  Nq  gelegte  und  zu  {L')  und  (Z") 
parallele  Strahlen, -AT^',  .ÄTa'  und  N^*%N^*'  ihre  Schnittpunkte 
mit  dem  Kegelschnitte,  so  besteht  nach  dem  eben  bewiesenen 
Satze  die  Gleichung 

Mq  Jii"  .  Mo  ifa"        ^0  ^1"  •  -^^0  ^2'' ' 
Mittelst    des  Satzes    von  Newton   lassen  sich  nun  eine 
Reihe  anderer  Sätze  über  Kegelschnitte  sehr  leicht  herleiten, 


(443) 
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und   wir   beschäftigen    uns    daher   in    dem  Folgenden    mit 
einigen  Anwendungen  dieses  Satzes. 

Satz.  Sind  Ti  und  T^  die  Berührungspunkte  der 
beiden  Tangenten,  die  man  aus  einem  Punkte  Nq  an  einen 
centralen  Kegelschnitt  legen  kann,  M^' M^'  und  M^** M^** 
die  zu  diesen  Tangenten  parallelen  Diameter  der  Curve, 
so  ist 

Dieser  Satz  geht  aus  GL  (443)  hervor,  wenn  man 
daselbst  JVo  A^i'  =  N^N^'  =  N^  T,,  NoN^''=NoN^''=NoT^ 

^M^''M^''  setzt. 

Satz.  Die  Summe  der  Quadrate  der  Reciproken  von 
zwei  aufeinander  senkrechten  Badien  eines  centralen  Kegel- 
schnittes ist  constant. 

Beweis.  Aus  der  früheren  Relation(<Z)  folgt,  wenn  M^^ '  M^ 
und  Jtfi"Jlif2"  zwei  aufeinander  senkrechte  Sehnen  des  Kegel- 
schnittes bedeuten,  die  im  Punkte  Mq   sich  durchschneiden, 

1  ,1  _    P'  -i-  B' 

T  + 


und  weil  in  dem  hier  vorliegenden  Fall  9)"  =  -^  -f-  9'  ist, 
so  wird  P'  -[-  P"  =  «1, 1  +  ^2;  2  ^^^  daher 

f j ^ ___    ^in   "T"  ^2?2  ___  fi 

M^M^\  Mo  M^'  "^  M^  M^'^ .  Mo  Jkfj"  U,,  ' 

also  unabhängig  von  den  Neigungswinkeln  der  Sehnen  M^*  M,^* 
und  M^*'  M^'*  gegen  die  Achse  der  x.  Setzt  man  nun  wieder 
einen  centralen  Kegelschnitt  voraus  mit  dem  Mittelpunkte  Mq, 
so  i8tilfo^2'  =  —  MoM^'ymdiMoM^''  =  —  üoi^i",  wes- 
halb obige  Gleichung  die  Form  annimmt: 


womit  der  hier  ausgesprochen^  Satz  bewiesen  erscheint.     Es 
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Fig.  93. 

1  1 

ist  klar;  dass  bei  der  Ellipse  die  Constante  C  =  — j-  +  j-^^ 

1  1        .        . 

bei  der  Hyperbel  aber  C  =  — g-  —  -p-  sein  wird. 

Satz.  Ist  jBj  B^  ein  Diameter  eines  centralen  Kegel- 
schnittes und  MN  eine  zu  demselben  conjugierte  Sehne 
dieser  Curve,  welche  den  Diameter  im  Punkte  P  triflFt  (Fig.  93), 

so  ist  der  Quotient  -^-^ — ö^-  constant  für  alle  zu  diesem 

Diameter  conjugierten  Sehnen. 

Dieser  Satz  geht  ebenfalls  aus  G-leichung  (443)  hervor, 
wenn  man  daselbst  MqM^*  =  —  M^  M^'  =  0  A^  und 
M^ M,''  =  —  Mq Ufa"  =  OB,,  ferner  iVo N^'  =  —  N^ N^'  -= 
PJkf  und  iVoiVi"  =  PB^,  NqN^''  ^  PB^  setzt,  wodurch 
man  in  der  That  die  unseren  Satz  aussprechende  Beziehung 
erhält 

PM^        _  _  (OAV  _  p 
PB,.PB,  \0BJ    -^• 

Nimmt  man  noch  au,  dass  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse  sei 
und  bezeichnet  die  beiden  conjugierten  Halbdiameter  OA^ 
und  OJ?!  mit  a^  und  6i,  setzt  überdies  PM=^  und  OP  =  ri, 

so  folgt  aus  der  eben  gewonnenen  Relation  7^ ^tt — ; — t=^t^> 

und  hieraus 

als  Gleichung  der  Ellipse,  bezogen  auf  ein  Paar  conjugierter 
Diameter  als  CoordinatenachTsen. 
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Satz.  Ißt  (rf)  ein  Durchmesser  einer  Parabel  und  M^  M^ 

eine  zu  {&)    conjugierte    Sehne    dieser    Curve,    welche    den 

Durchmesser  in  P  trifft,  so  ist,  wenn  noch  der  Schnittpunkt 

von  (d)  mit  der  Parabel  mit  A  bezeichnet  wird,  der  Quotieot 

PM  ^ 

p    constant  flir  alle  zu  (d)  conjugierten  Sehnen. 

Bei  der  Begründung  dieses  Satzes  hat  man  von  der 
hier  schon  mehrfach  in  Anwendung  gekommenen  ßel.  (443) 
abermals  Gebrauch  zu  machen,  und  unter  der  Annahme, 
dass  M^  den  unendlich  fernen  Punkt  von  (rf)  und  N^  N2 
eine  zu  -ifj  M^  parallele  Sehne  repräsentiert,  welche  diesen 
Durchmesser  in  Q  durchschneidet,   in   Gl.  (443)    MqMi*=^ 

—  Mo  ifa'  =  PM,,  MoM^'^  =  PA,  M,  M^"  =  PM^,  N^  N^'  = 

—  N^N^'^QN^,  No  A^i"  =  Q-4  und  N^  N^''  =  Q  M^  zu 
setzen,  wodurch  man,  weil  ja  PM„  =  QM^  ist,  erhält 

PM^_  QN^^ 

PA   ~    QA' 

PM  ^ 
mithin  hat  auch  der  Quotient        ^  für  alle  zu  dem  Diameter 

conjugierten  Sehnen  der  Parabel  denselben  Wert. 

Satz.  Sind  Ml  M^  und  N^  N^  zwei  zu  einander  parallele 
Sehnen  einer  Hyperbel,  welche  die  eine  Asymtote  (4^)  dieses 
Kegelschnittes  in  den  Punkten  P  und  Q  durchschneiden, 
so  ist 

PMi  .PM,  =  QN,  .QN^. 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  Gl.  (443) ;  denn  letztere  geht  für 
M^M,'  =  PMi,  MoM,'  =  PM,,  MoM,''  =  MoM,''=PM^, 
wo  M^  den  unendlich  fernen  Punkt  von  (A^)  bezeichnet, 
und  NoNi^^QNi,NoN,^=Q.N„NoNi''==NoN,^'  =  QM^ 
über  in  die  obige  Gleichung,  sobald  man  noch  berücksichtigt, 
dass  PMa,  =  QMo,  ist. 

Satz.  Ist  M^  M,  Mq  M^  ein  einem  centralen  Kegel- 
schnitte umgeschriebenes  Viereck  und  repräsentieren  r^,  r,,  r^ 
und  r^  die  zu  den  Seiten  MiM,,  M,M^,  M^M^  und  M^M^ 
parallelen  Radien  dieser  Curve,  so  besteht  die  Relation: 

M^M,         M,M,  _  M,M,         M^M, 

n  r^  ^2  »"i 
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Beweis.   Die  den  Newton'schen  Lehrsatz  aussprechende 
Gleichung  (443)  führt,  sobald  man  darin  lfoifi'  =  itfolf2'  = 

( M  MV     (r  \^ 
NoN^''-=—NoN^''=r^  setzt,  zur  Beziehung  ^-^^^^j  =  ^-^j , 

und   hieraus   folgt,    weil  ja   die  im  obigen  Lehrsatze  ange- 
führten Strecken  MaMß^    sowie    die  Radien  r,-,    als   positiv 

MM  r 

anzusehen  sind,  „^^^^  =  —  — .     Es   ist   klar,   dass    drei 

analoge  ßelationen  sich  ergeben 
werden,  sobald  man  von  den  drei 
übrigen  Ecken  des  in  Fig.  94 
verzeichneten  Vierecks  ausgeht, 
und  mau  erhält  alsdann: 


M,^MZ. 


\Mm 


M^M 


Fig.  94. 


M^M"'~  ~~ 

und  hieraus 


rj'    M^M'^ 


M^M, 


Ifi  M  -[-  M'M^ 


M^M'^ 


+ 


M^M^    _  M^M'"  -\-  M"'M^  _  _ 


M^M" 


+ 


8 


M^M* 


M^  Jf ^^ 


3  '2  '4 

Addiert  man  nun  die  beiden  letzten  Gleichungen  und  nimmt 
gleichzeitig  darauf  Bedacht,  dass  Jbf"  M^  =  —  M^M*  und 
M^^M^  =  — M^  M^  ist,  so  folgt  in  der  That  die  im  letzten 
Satze  ausgesprochene  Relation. 


§  79. .  Satse  von  Carnot 
Satz  von  Camot  Bringt 

man  die  drei  Seiten  eines 
Dreiecks  von  den  Ecken  Ji^, 
M^  und  ifg  zum  Schnitte  mit 
einem  Kegelschnitte,  wodurch 
sich  die  Schnittpunktpaare 
M,  Jf ' ;  If ",  M'""  und  M^, 
jj/f/v  ergeben, 

UakkeRi  anal.  Qcom.  der  Kegelschnitte. 


und  Ceva.  —  Folgerui^en. 

Satz  von  Ceva.    Zieht 

man  aus  den  drei  Ecken  eines 
Dreiseits  von  den  Seiten  (a?i), 
(»2  )und(a?3  )Tangenten  an  einen 
Kegelschnitt,  wodurch  man 
die  Tangentenpaare  {T%  (T") ; 
(T"'),  (T^n  und  (TO,  (T'^'y 
erhält, 

25 
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Fig.  95. 


so  ist  das  Product 


{M^  M^  M)  (ifa  ifefg  IT") 
(444)  {M^  ifi  if ")  (Ifg  M^M^"^ 

Beweis.  Wählt  man  das 
Dreieck  M^  M^  M^  (Fig.  95) 
zum  Coordinatendreieck  und 
versteht  diesmal  unter  den 
trimetrischen  Coordinaten  Xi 
eines  Punktes  die  Normal- 
distanzen der  Seiten  {xi)  dieses 
Dreiecks  von  dem  Punkte, 
so  sind  die  trimetrischen 
Coordinaten  des  in  der  Ge- 
raden Jfa  jJfj  liegenden  Punk- 
tes M: 

=  MM^  .  sin  Mt 


X 


Xc 


'8 


8; 


0^  =  Afg  Jlf .  sin  Mg, 


(a?2  xj  T')      (a?2  ajg  T") 

{X,  X,  r"0    {x^  X,  r^n  (445) 

{x^x^T^){x,x^T'^r=.l. 

Beweis.  Wählt  man 
(Fig.  96)  das  Dreiseit  {x^) 
(aj^)  (ajg)  zum  Coordinaten- 
dreieck und  versteht  diesmal 
unter  den  trigonalen  Coor- 
dinaten Ui  eines  Strahls  die 
Normaidistanzen  des  letzteren 
von  den  drei  Ecken  Mi  dieses 
DreiseitS;  so  sind  die  trigo- 
nalen Coordinaten  einer  durch 
den  Punkt  ilfjL  gehenden  Ge- 
raden (L): 

u^'s=^o,  U2=MyM^.%m{x^jL)y 
1*3  =  —  M^M^  sin  («3,  L) 


wenn  in  beiden  Figuren  die  ausdrückliche  Annahme  ge- 
macht wird,  dassJtfgJfj,  M^M^undiM^M^  positive  Strecken 
darstellen.  Dividiert  man  nun  die  dritte  durch  die  zweite 
Gleichung  und  bedenkt,  dass  M^M^=  —  MM^  ist,  so  folgt 
unter  gleichzeitiger  Anwendung  der  in  §  15  gewählten  Be. 
Zeichnung  für  das  Abstandsverhältnis  eines  Punktes  oder 
eines  Strahls: 
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und  hat  mau  hierin  unter  a?2  ^iid  ^^g;  höziehungsweise  t^^  und  Wg, 
die  dem  Punkte  M  oder  Strahl  (i)  angehörigen  Werte  sich 
zu  denken,  während  die  Winkel  M^y  Mc^^  und  M^  die  in 
Figur  95  angegebene  Bedeutung  haben. 

übergehend  auf  den  eigentlichen  Beweis  unseres  Satzes, 
sei  nun 


^2)  2  *^2 


«2; 2  ^2 


2  «2,  3  1*2  i^3    +    «3,  3  Wg»    ==    o 


die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in 


trimetrischen       Punktcoordi- 
nateu; 

und  weil  ftlr  die 


trigonalen  Liniencoordinaten, 


in  der  (oß^)  liegenden  Punkte 
M'  und  M"  des  Kegelschnittes 
selbstverständlich  aj^  =  o  sein 
muss,  haben  die  Coordinaten 
x^  und  «3  obiger  Punkte 
der   Gleichung   zu  genügen: 


aus  M^  an  den  Kegelschnitt 
gelegten  Tangenten  (T')  und 
(T")  offenbar  t^^  =  o  sein 
muss,  haben  die  Coordinaten 
Ug,    und   u^    dieser    Strahlen 


'2 


"3 


der  Gleichung  zu  genügen: 
«2;2^2  ^+2aa;8^2«^8+«3;3«^8  ^=<>? 


oder  jener 
und  aus  derselben  folgt  nach  der  Lehre  von  den  Gleichungen 


JR 


8 


a?s 


// 


a 


27  3 


•Cfl 


X. 


// 


a 


87  3 


sobald  Xi  und  (»«"  die  Coor- 
dinaten der  Schnittpunkte  M' 
und  M^  bedeuten,  und  es  ist 
folglich  nach  Gleichung  (a) 
(M^  M^  M)    (ikCj  M^  M')    = 

a^j  2  /  s^Q  ^3 
«3,  3  \  sin  Ifa 


)• 


t^. 


tA, 


/« 


8      „ 


^?2 


t^, 


a 


1*3 


// 


a 


8?  8 


sobald  Ui  und  t^/'  die  Coor- 
dinaten der  Tangenten  (T') 
und  (T"')  bedeuten,  und  es 
ist  somit  nach  Gleichung  (6) 
ix^x^T)  (x,x,Tn  = 

«2,  a/^i  -^2  "^^ 


a 


89  8 


\  -Ms  ^ 


26' 
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Es  ist  klar^  dass  in  derselben  Weise  die  beiden  nachfolgenden 
Gleichungen  sich  ausfindig  machen  lassen^  u.  zw.: 

^8?  3  /  sin  M^  y 
«1,1   \  sin  M^  I  ' 


«1,1  /  sin  Jfa  y 
«2, 2  \  siii  ^1  / 


0^  /  Ufa  Jtfg  y 

ai,i    Vitfi  Jbfa  /' 
(a?i  a?a  rO  (x^  x,  T^')  =- 


Ol,!  fM^  Ml 

an,n     Viff.     M^ 


und  durch  Multiplication  dieser  drei  Gleichungen  findet  man 

die  den  Satz  von 


Camot   aussprechende    Glei- 
chung (444). 


Ceva     aussprechende     Glei- 
chung (445). 


Fig.  97. 


Der  Satz  von  Camot  ergibt 
sich  übrigens  auch  leicht  aus  dem 
im  vorigen  Paragraphen  gegebenen 
Satze  von  Newton.  Nach  diesem 
Satze  bestehen  nämlich,  wenn  die 
durch  den  Punkt  0  parallel  zu  den 
drei  Seiten  M^  -Mj,  üfg  M^  und  M^  M, 
des  Dreiecks  M^  M^  M^  gelegten 
Sehnen  des  Kegelschnittes  bezie- 
hungsweise mit  m^m^^y  ra^m,^  und  vn^m^^  bezeichnet  werden 
(Fig.  97),  die  drei  Relationen: 

M^M^_^M^M^_ 

•         Orn^  .Om^*  '  ifs  M  .  M^  3f"    ~     Örnj  .  Om^*  ' 

und  aus  diesen  resultiert  durch  Multiplication  die  Gleichung : 
M^W"    M^M'"'     MM'     MaM'     MM"'     MM"^ 


Om^  .  Owig' 


Om^  .  Om^*  ' 


M^M  .M^M' 

M,M^ .  M^M""' 


Ü3  ilf'"  .  M^  M^'^ 


Ofn^  .  Om,^ 


'■2- 


■'S 


■^3" 


M^M""  •  M^W'  '  MM'  '  -Sf»^'  *  M^M'^  '  M^M'"' 
in  Übereinstimmung  mit  Gl.  (444), 


=  1 


Berühren  die  drei  Seiten 
des  in  Fig.  95  verzeichneten 
Dreiecks  den  Kegelschnitt, 
so  fallen  die  Punkte  M  und 


Sind  die  drei  Ecken  des 
in  Fig.  96  gegebenen  Drei- 
seits  Punkte  des  Kegelschnit- 
tes,  so  fallen   die  Tangenten 


XII.  §  79.  Satze  von  Garnot  und  Ceva.  —  Folgerungen.       389 


IMT-^^} 


M%  if "  und  M^'\  ibf^  und 
M^^  paarweise  zusammen, 
weshalb  unter  Hinweis  auf 
Fig.  98  die  Gleichung  (444) 
die  Gestalt  annimmt: 


t\i 


{M^  M^  MY       (ifg  M^  M**) 

Der  Fall  {M^M^M)  {M^M,  M') 
{M^M^M'')  =  \  ist  aber  hier 
ausgeschlossen;  indem  sonst 
nach  §  21  die  drei  Punkte 
M'y  M*  und  if "  einer  und 
derselben  Geraden  angehören 
würden,  was  doch  nicht  sein 
kann,  weil  ja  ein  Kegelschnitt 
von  einer  Geraden  nur  in 
zwei  Punkten  geschnitten 
wird,  daher  muss 

(Ufa     ifg     M)  (üfg     M^     M') 

(if^ifa  Jf'")  =  —  1 

werden,  und  hieraus  erkennt 
man  nach  §  21,  dass  die  drei 
Verbindungsgeraden  M^  M, 
M^M**  und   M^M**  in  einem 


Fig.  99. 


(TO  und  (T'O,  (r'")und(r^O, 
(T^)  und(r^^  paarweise  zu- 
sammen, weshalb  unter  Hin- 
weis auf  Fig.  99  die  Glei- 
chung (445)  die  Gestalt  an- 
nimmt : 

(ajg  a?3  i  }      .    [x^  x^  1    ) 
{x,x^T'y=l. 

Der  Fall  (x^x^T)  {x^x^T**) 
(x^x^T'**)  =  1  ist  aber  hier 
ausgeschlossen,  indem  sonst 
nach  §  21  die  drei  Tangenten 
(T'),  (T'O  und  (r"')  in  einem 
und  demselben  Punkte  sich 
durchschneiden  würden,  was 
doch  unmöglich  ist,  weil  man 
aus  einem  Punkte  bloß  zwei 
Tangenten  an  einen  Kegel- 
schnitt legen  kann,  daher 
muss 

{x,x,T')  (x,x,T")  {x,x,r") 

werden,  und  hieraus  folgt 
nach  §  21,  dass  die  Tangen- 
ten (TO,  (T")  und  (T"")  die 
gegenüber    liegenden    Seiten 


390       XII.  §  79.  Satze  von  Camot  und  Ceva.  —  Folgerungen. 


und  demselben  Punkte  Jif  sich     (x^),  (x^)  und  (ojg)  des  Drei- 
durchschneiden, seits  in  drei  Punkten  if' ,  Jlf ' 

und  Jif'"  einer  und  derselben 
Geraden  (L)  durchneiden. 

Auf  Grund  dieser  Betrachtungen  gilt  demnach  der 


Satz:  Ist  ein  Kegel- 
schnitt einem  Dreieck  einge- 
schrieben^ so  durchschneiden 
sich  die  Verbindungsgeraden 
der  Berührungspunkte  mit 
den  gegenüber  liegenden 
Ecken  in  einem  und  dem- 
selben Punkte. 


Satz:  Ist  ein  Kegel- 
schnitt einem  Dreieck  umge- 
schrieben, so  durchschneiden 
die  in  den  Ecken  des  Drei- 
ecks an  den  Kegelschnitt  ge- 
legten Tangenten  die  gegen- 
über liegenden  Seiten  in  drei 
Punkten  einer  und  derselben 
Geraden. 


Capitel  Xni. 
Projeetivisehe  Eigenschaften  der  Kegelschnitte. 

§  80.    Erzengnifl  projectivisoher  Strahlenbüsoliel  und 

Panktreihen. 

Nach  §  33,  Cap«  VI,  sind  bekanntlich  zwei  projeetivisehe 
Strahlenbüschel  |  Punktreihen 

bestimmt  durch  die  Gleichungen 


(«)   L^^-^fiL^^=o, 


M^  —XM^  =0,    , 


wenn  X  und  (i  zwei  veränderliche  Parameter  bedeuten,  unter- 
worfen der  Bedingung 

(c)   •    .    .    •       aX(i-\'hX'\-cii'\'  d=^Oj 

in  welcher  die  Coefficienten  a,  6,  c  und  d  vier  Constanten 
repräsentieren.  So  oft  man  nun  in  (a),  beziehungsweise  in 
(6),  für  X  und  fi  ein  Wertesystem  einführt,  welches  der 
Relation  (c)  genügt,  erhält  man  die  Gleichungen  eines 
Paars  entsprechender  Strahlen  (L)  und  (Z')  oder  eines  Paars 
entsprechender  Punkte  M  und  If ,  und  es  ist  klar,  dass  für 
den  Schnittpunkt  von  {L)  mit  (Z')  die  beiden  Gleichungen 
(a),  sowie  für  die  Verbindungsgerade  MM  jene  (6),  gleich- 
zeitig bestehen  müssen,  wobei  man  selbstverständlich  für  X 
und  n  ein  aus  (c)  resultierendes  Wertesystem  sich  zu  denken 
hat.  Der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechen- 
der Strahlen  der  durch  (a)  und  (c)  gegebenen  projectivischen 
Strahlenbüschel,  sowie  der  geometrische  Ort  der  Verbindungs- 
geraden entsprechender  Punkte  der  durch  {Jb)  und  (c)  be- 
stimmten projectivischen  Punktreihen,  wird  sonach  erhalten, 
wenn  man  aus  den  Gleichungen  (a)  und  (c),  respective  (6) 
und  (c),  die  beiden  veränderlichen  Parameter  X  und  (i 
eliminiert,  wodurch  man  nach  einigen  einfachen  algebraischen 
Operationen  erhält: 
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(446) 


cLi'L^  +  dL^  Li  =  0, 


c  M^'M^  +  d  MiMi'= 0, 


(447) 


und  weil  die  hier  vorkommenden  Symbole  i»  nnd  i/  lineare 
und  homogene  Functionen  von  x^,  x^  und  a?3,  dagegen 
Mi  und  Mi  lineare  und  homogene  Functionen  von  w^,  u^ 
und  u^  darstellen,  so  ist  nach  §  54  offenbar  (446)  die  Grlei- 
chung  einer  Curve  2,  Ordnung  (U)  und  (447)  jene  einer 
Curve  2.  Classe  {S)  und  gilt  sonach  der 


[li)    (i) 


Fig.  100. 


Satz :  Das  Erzeugnis  von 
zwei  projectivischen  Strahlen- 
büscheln, welche  nicht  con- 
local  sind,  jedoch  in  einer  und 
derselben  Ebene  liegen,  ist 
eine  Curve  2.  Ordnung. 

Die  Mittelpunkte  0  und 
O'  (Fig.  100)  beider  Büschel 
sind  gleichzeitig  Punkte  der 
Curve  (Z7);  denn  obige  Glei- 
chung wird  ja  befriedigt  für 
'L^  ==  L^  =  0  oder  Lj'  = 
ia'  =  ö.  Ferner  entspricht 
dem  Strahl  0  0'  oder  (Q)  des 
ersten  Büschels  im  zweiten 
Büschel  die  Tangente  (Q'); 
gelegt  im  Punkte  0'  an   die 


Fig.  101. 

Satz :  Das  Erzeugnis  von 
zwei  projectivischen  Punkt- 
reihen, welche  nicht  conlocal 
sind,  jedoch  in  einer  und  der- 
selben Ebene  liegen,  ist  eine 
Curve  2.  Classe. 

Die  Träger  (T)  und  {T*) 
beider  Punktreihen  (Fig.  101) 
sind  gleichzeitig  Tangenten 
der  Curve  {2)\  denn  obige 
Gleichung  wird  befriedigt  flir 
Jif^  =  Mg  =^  0  oder  M^'  = 
JHf^'  =  0.  Femer  entspricht 
dem  Punkte  Q  der  ersten 
Reihe  in  der  «weiten  der 
Punkt  Q',  wo  nämlich  der 
Träger  (T')  von    der   Curve 
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F«.  102. 
Ourve(I7),  and  «benso  bild«Q 
der  Strahl  O'O  oder  (i*)  des 
zweiten  BUschele  und  die 
Tangente  (P),  gelegt  in  0  an 
die  Curve  ((7),  ein  Paar  ent- 
sprechender Strahlen,  wobei 
noch  selbstreratändlich  (P) 
dem  ersten  BUachel  angehört. 
Man  b^i^aucht,  um  dies  einzu- 
Beben,  bloß  anzunehmen,  daes 
der  Punkt  M  dem  Punkte  0 
oder  0'  immer  mehr  und  mehr 
sieb  nähert.  Es  ist  daher 
nach  dem  in  §  37  bereits 
Vorgeflihrten  auch  klar,  dass 
der  Punkt  J,  in  welchem 
die  in  0  und  0'  an  die 
Ciirve  {JJ)  gelegten  Tan- 
genten (P)  und  (Q')  sich  durch- 
Bcbneiden,  gleichzeitig  den 
Directionsmittelpunltt  der  bei- 
den projecti vischen  Strablen- 
büscfiel  darstellt. 

Ist  umgekehrt  iJJ)  in  Fig. 
102  eine  Curve  zweiter  Ord- 
nung und  sind  0,  0'  zwei  in 
ihr  angenommene festePunkte, 


Fig.  103. 
{S)  berührt  wird,  und  bilden 
ebenso  Punkt  P"  der  zweiton 
Reihe  und  Punkt  P,  wo 
(T)  von  {S)  berührt  wird, 
ein  Paar  entsprechender 
Punkte,  Dies  wird  sogleich 
klar,  sobald  man  annimmt, 
dass  die  Gerade  MM'  oder 
(L)  in  Fig.  101  der  Tangente 
{T)  oder  (T")  immer  mehr 
und  mehr  sich  nähert.  Zu- 
folge des  in  §  37  bereits  ß«- 
wonnenen  folgt  demnach,  dass 
die  Verbindungsgerade  PQ' 
oder  {J)  derjenigen  Punkte, 
in  welchen  die  Curve  {S)  die 
Träger  (2")  und  (T')  beider 
Reihen  berührt,  die  Directions- 
achse  der  beiden  projecti- 
yiscben  Funktreihen  reprä- 
sentiert. 


Ist  umgekehrt  {2)  in 
Fig.  103  eine  Curve  zweiter 
Classe  und  sind  [Tj,  (3") 
zwei  feste  Tangenten   dieser 
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SO  erscheinen  die  beiden 
Strahlenbüschel,  welche  man 
dadurch  erhält,  dass  0  und 
O'  durch  Strahlen  {%)  und 
(i')  mit  den  einzelnen  Cur- 
venpunkten  i,  i  =  1,  2,  3, 
4.  .  .  .,  verbunden  werden, 
projectivisch  und  wird  somit 
auch  {aß  yd)  =  {a'  ß"  f  ö') 
werden,  wenn  (a)^  (/?),  (7)  und 
(rf)  vier  beliebige  Strahlen 
des  einen  Büschels  und  («'), 
(ß*),  (/')  und  (dO  die  den- 
selben im  zweiten  Büschel 
entsprechenden  Strahlen  dar- 
stellen. Daher  folgt  auch, 
dass  eine  und  dieselbe  Curve 
2.  Ordnung  auf  unendlich 
viele  Arten  als  das  Erzeugnis 
von  zwei  projectivischen 
Strahlenbüscheln  angesehen 
werden  kann;  man  braucht 
ja  bloß  0  und  0'  durch  andere 
Curvenpunkte  zu  ersetzen. 

Sind  die  beiden  Strahlen- 
büschel perspectivisch, 

also  gegeben  durch  die  Gleichungen: 
Li — X,Lc^=OyLi — ^:L^*==io    I  -äfj — X,M^=^o^Mi — [i,M^*=^o 

und 
6A  -f-  c//  =  0, 
so  erscheint    der   geometrische  Ort   der  Schnittpunkte   ent- 
sprechender Strahlen  —  oder  der  Verbindungsgeraden  ent- 
sprechender Punkte  —  beziehungsweise  bestimmt  durch  die 

Gleichung: 

welche  wieder   in   die   beiden    linearen  Gleichungen  zerfallt 


Curve,  so  erscheinen  die  bei- 
den Punktreihen,  welche  man 
dadurch  erhält,  dass  (T)  und 
(jT')  mit  den  einzelnen  Tan- 
genten (i),  i  =  1,2,3,4. . . ., 
von  {2)  zum  Schnitte  gebracht 
werden,  projectivisch  und  wird 
somit  auch  {aßY<f)  =  {a*ß'Y&) 
werden,  wenn  a,  /9,  7,  6  viei* 
beliebige  Punkte  der  ersten 
und  a',  ß'j  y',  6*  die  denselben 
in  der  zweiten  Reihe  ent- 
sprechenden Punkte  dar- 
stellen. Daraus  ersieht  man, 
dass  eine  und  dieselbe  Curve 
2.  Classe  auf  unendlich  viele 
Arten  als  das  Erzeugnis  von 
zwei  projectivischen  Punkt- 
reihen angesehen  werden 
kann;  man  braucht  Ja  bloß 
(T)  und  (T')  durch  andere 
Tangente  der  Curve  zu  er- 
setzen. 

Sind   die  beiden  Punkt- 
reihen perspectivisch. 


von    welchen     erstere     den 


von    welchen     erstere     den 
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Funkt  Ml ;  letztere  einen  in 
der  Verbindungsgeraden  M^ 
Jtfg'  liegenden  Punkt  angibt^ 
welcher  nach  §  36  das  per- 
spectivigche  Centrum  beider 
Punktreihen  ist,  daher  der 

Satz:  Das  Erzeugnis  von 
zwei  perspectivischen  Punkt- 
reihen ist  ein  Punktpaar. 


Strahl  {Li)y  letztere  aber  eine 
durch  den  Schnittpunkt  von 
(ij)mit  (Z«jjO  gehende  Gerade 
repräsentiert,  welche  nach 
§  36  gleichzeitig  die  per- 
spectivische  Achse  beider 
Büschel  ist,  daher  der 

Satz :  Das  Erzeugnis  von 
zwei  perspectivischen  Strah- 
lenbiischeln  ist  ein  Geraden- 
paar. 

An%ab6.  Wann  ist  die  durch  die  beiden  projectivischen 
Strahlenbtischel  erster  Ordnung 

erzeugte  Curve  2.  Ordnung  eine  Ellipse  und  wann  eine 
Hyperbel  oder  Parabel? 

Lösung.  Die  Gleichung  dieser  Curve  wird  nach  dem 
eben  Gesagten  erhalten,  wenn  man  aus  den  obigen  drei 
Gleichungen  die  veränderlichen  Parameter  X  und  //  eliminiert, 
und  lautet  deshalb:  • 

{hA,A^'  +  c^i'  .  A^)x^  +  [hiA^B^^  +  A' B{)  + 

c{A,'B,  +  A,B,*)]xy  +  (6jB,5,'  +  cB,'B,)y^  + 

(e)[6  {A,C,'   -f  A,^C,)   +  c  {A,' C,   +  A,C,')\x  + 

[6(B,(7,'  +  C,B,')  +  c(5/C,  +  C/5,)]y  +  {hC,C,^  + 

cC/Ca)  =  o; 

es  ist  demnach  das  in  §  74  vorkommende  Binom 

«i/a    —    «in  «2?2    =    h^iA^B^*    —    A^' B^Y    + 

(f).    .     c\Ai'B^  —  A^Bi'Y  -f  2hc{A^B^'  +  A* Bi) 
{A,'B,^A,B,*)-Uc{A,A^^B,^B^-^A,*A,B,B^*), 

wie  man  nach  einer  kleinen  Umformung  findet,  weshalb  zu- 
folge des  in  §  74  bereits  Erörterten  die  erzeugte  Curve  eine 
Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist,  je  nachdem  der  rechts 
vom  Gleichheitszeichen  in  (f)  stehende  Ausdruck  negativ, 
positiv  oder  gleich  null  wird;  womit  die  hier  gestellte  Auf- 
gabe gelöst  erscheint. 
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Es  kann  übrigens  gleichzeitig  noch  die  Frage  beant- 
wortet werden,  wann  diese  Cutve  ein  Kreis  ist.  Dann 
muss  nämlich,  -Wie  man  in  §  74  ebenfalls  gesehen  hat, 
a^,i  =  «2,2  und  «1,2  =  0  werden,  und  hieraus  folgt  nach 
Einführung  der  diesbezüglichen  Werte  von  a^j^,  «2,2  und 
«1,3  aus  öleichung  (e): 

hA^A^'  +  cA,'A^  =  hB,R,'  +  cB^'B^, 
h{A,B,'  +  A^'B,)  +  c[A,'B,  +  A,B,^)  =-  0, . 

oder  in  Determinantenform : 


( 

b . 

A    B, 

B^'    A^' 

+  c. 

A'  B,' 
B^     A^ 

zz 

h 

A 
A 

,  -  ^1 
',       B^' 

+  c. 

A,',  -  B 
A,        B 

t 
1 

2 

als  Bedingung,  damit  das  Erzeugnis  der  beiden  projectivischen 
Strahlenbüscheln  ein  Kreis  ist. 

In  derselben  Weise  hat  man  nun  zu  verfahren,  wenn 
an  Stelle  der  beiden  projectivischen  Strahlenbüschel  zwei 
projectivische  Punktreihen  treten,  weshalb  diese  Aufgabe 
hier  übergangen  werden  und  nur  noch  der  Beweis  erbracht 
werden  soll  für  den 

Satz :  Das  Erzeugnis  von  zwei  ähnlichen  Punktreihen 
ist  eine  Parabel. 

Beweis.  In  §  39  wurde  gezeigt,  dass  die  Gleichungen 
von  zwei  ähnlichen  Punktreihen  lauten: 

{a^u  -\-  hiV  +  1)  —  -^  .  (a^u  -{-  b^v  +  1)  ==  0, 
(a/w+  61'^+  1)  —  ^  •  (öta't*+  &a'^+  1)  =  0, 

wenn  wieder  X  einen  veränderlichen  Parameter  bezeichnet. 

Nach  erfolgter  Elimination  von  X  aus  diesen  zwei  Gleichungen 

erhält  man  nun: 


(A). 


if) 


a 


in 


w^  +  2  «1,3  wt;  +  «2,2  v^+2  «1,3 1^  +  2  «2,8 1;  =  o, 


wenn  noch 

==x  ai«2'  —  «i'«2,     2 «1,2  =  «163'  —  «i'&a  +  «2'^!  —  ^h% 
=^hih'  —  bi%,    2«i,3==«i  —  «1'  — «2  +  «a',    203,3  = 


« 


in 


« 


2>2 


h   —  \'   -  *2    +  W 


gesetzt  wird,  und  es  ist  daher,  weil  hier  «3,3  ==  0  wird,  nach 
dem  in  §  74  diesbezüglich  Gesagten,  die  erzeugte  Curve  in 
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der  That  eine  Parabel,  wenii  noch  die  aus  den  sechs  Coef!G- 
cienten  «,-,»  der  öleichnng  (i)  —  a,,g  =  o  mitgezählt  — 
gebildete  3^  elementige,  aymmetrische  Determinante  .£!  nicht 

verschwindet. 

§  81.    Folgerungen  ans  dem  Paiagraplien  80. 
Mittelst  der  in  dem  nnmittelhar  vorang^aDgenec  Para- 
graphen bewiesenen  Satze  lassen  sich  nun  eine  ganze  Reibe 
anderer   interessanter   Sätze    herleiten,    von   welchen   einige 
hier  vorgeführt  werden  mägen. 

Satz:  Das  Dopppelverhaltnis  der  vier  Punkte  M';  W 
M"  und  M'^,  in  welchen  eine  Tangente  (T)  eines  Kegel- 
schnittes von  vier  anderen  Tangenten  (J"),  (3"'),  (T"')  und 
(T'^  geschnitten  wird,  ist  immer  gleich  dem  Doppelver- 
baltnisse  derjenigen  vier  Strahlen  (Z.j),  (ij),  {£gj  und  {i,), 
welche  die  Berührungspunkte  dieser  vier  Tangenten  mit 
irgend  einem  Curvenpunkte  verbinden. 

Beweis.  Die  Punkte,  in 
welchen  die  Tangenten  {T),  (T") 
und  (T")  den  Kegelschnitt  be- 
rühren, wählen  wir  zu  den  Ecken 
3f,,  Äfj  und  3fj  des  Coordinaten- 
dreiecks  (Fig.  104)  und  nennen 
noch  tf  und  z  die  Berührungs- 
punkte der  zwei  übrigen  Tangen- 
ten (T'")  und  (2'"')  mit  der  Curve. 
Dann  sind,  wenn  yt  und  Z(,  i  = 
1,2,3,  die  trimetriscben  Coordi- 
naten  der  Punkte  y  und  z  be- 
zeichnen, 
£'  =  ajg  =  0,  L"  =  Kj  =  0,  L'"  = 

^  —  ^  =  0,  X"'— — ^  =  0 

Fig.  104.  ^*       ^*  '^        "^ 

die  Gfleichungen  der  vier  Strahlen 
(LW),  welche  5f,  mit  den  Funkten  M^,  M,,  y  und  z  ver- 
binden, weshalb  nach  §  30  das  Doppelverhältnis 

(a)    .    . 
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sein  muss.  Anderseits  lautet  die  Gleichung  eines  dem  Drei- 
eck M^M^M^  umgeschriebenen  Kegelschnittes  (U) 

und  es  ist  daher,  wenn  JT^,  CT",  und  C/g  die  in  §  54  gegebenen 
Bedeutungen  haben, 

^l=«172<»2+«i;3«'3?   ^2=«l«a?i+«2?3«^8;  ^3=«i;3^1  +  Ö2»3«^2; 

die  Gleichungen  der  fünf  Tangenten  {T) (T^^  und  (T) 

sind  sonach  (Siehe  §  58): 

T   =    ay^y^X^    +    «1,3  «^3    =    Oy         T*    ~    «1,2«^!     +    «2?3^3    =    ^? 

1       z=z  Q'dqX^   -f-  a2;3  ^2    =    ö 

2""  =  K,2  2/2  +  «i?3y3)a?i  +  («1,2^1  +  (^2nyz)^%  + 

(ö^i?3  yi  +  «2;3  y2)«'3  —  0; 

r^^    ^     («i;2  2^2      +     «1,3  2J3)  i»l      +     («i;2  ^1      +     «273  ^^s)  «2      + 

(«U3  «^1  +  «273  2^2)  a^s  =  ö; 
und  folglich  auch  jene  der  Schnittpunkte  M . . .  .M^^ 

M    ^  «i;2^2?3^1      I      ^1?2^1?3^2  ^i;2    ^3   ^^  ^7 

M"  =  «1,302,3«^!   —  «1,3^^2   +  «1?2«1,3^3    =  Ö, 

M'"  =  y^M'  —  y^  Jf '  =  0,       itf ^'^  =  «2  M'  —  Z3  Jtf '  =  o. 

Das  Doppelverhältnis  dieser  vier  Punkte  ist  daher  nach 
dem  in  §  30  bereits  Gesagten  ebenfalls 

(6)    .    .  {M^'M^'W")  =  ^  :  ^, 

2^2         ^2 

und  aus  den  beiden  Gleichungen  (a)  und  (5)  folgt  somit 

Aus  den  im  vorigen  Paragraphen  vorgeführten  projec- 
tivischen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  resultiert  aber  noch 
die  Gleichheit 

und  aus  diesem  Grunde  wird  schließlich 

womit  der  oben  ausgesprochene  Satz  bewiesen  erscheint. 

Satz.  Sind  M^,  M^  und  M^  drei  Punkte  einer  Hyperbel 
oder  Parabel  und  JkCj',  M^'  diejenigen  Punkte,  in  welchen 
die  durch  den  Punkt  M^  parallel  zu  einer  Asymptote  der 
Hyperbel  —  oder  zur  Achse  der  Parabel  —  gezogene  Ge- 
rade (ö)  die  Verbindungsgeraden  des  Curvenpunktes  O  mit 
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deix  Punkten  M^  und  Jf,  durchschneidet;  so  ist  der  Quotient 
-^,,-?,  constant  für  jede  Lage  des  Punktes  0  auf  der 
Curve. 


Fig.  106.  Fig.  106. 

Beweis«  Unter  der  Annahme,  dass  (i^),  (L^)  und 
(ig)  die  drei  Strahlen  vorstellen,  welche  den  Punkt  O  mit 
den  Punkten  M^^  M^  und  M^  verbinden  (Fig.  105)  und  (i^) 
die  durch  0  gezogene  Parallele  zu  ((?)  repräsentiert,  ist 
nach  dem  vorangegangenen  Paragraphen  das  Doppelver- 
hältnis 

0  mag  hierbei  was  immer  für  ein  Punkt  der  Curve  sein. 
Anderseits  ist  aber,  zufolge  des  in  §  18  gegebenen  Satzes 
von  Pappus,  wenn  noch  jäf^  den  unendlich  fernen  Punkt 
des  Strahls  (6r)  angibt, 

und  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  demnach, 
weil  ja  (Jtfjifa'Jlf«)  =  +  1  ist,  {M^M^'M^')  =  Q  oder 

wobei  die  Constante  C  unabhängig  erscheint  von  der  Wahl 
des  Punktes  0  auf  der  Curve. 

fi^atz.  Sind  O,  0'  und  M^  drei  Punkte  einer  Hyperbel 
oder  Parabel  und  repräsentieren  R  und  R*  die  Schnittpunkte 
der  in  0  und  O*  an  die  Curve  gelegten  Tangenten  (P)  und 
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(Q')  mit  der  durch  M^  gezogenen  Parallelen  (Q)  zur  Achse 
der  Parabel  —  oder  zu  einer  Asymptote  oder  Hyperbel  r-, 
so  ist  immer 
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wenn  noch  S  denjenigen  Punkt  angibt,  in  welchem  die  Ver- 
bindungsgerade 00^  den  Strahl  (G)  durchschneidet. 

Beweis.  Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  lege  man  durch 
0  und  0'  in  Fig.  106  die  zu  (G)  parallelen  Strahlen  (i^) 
und  (ZaO  und  verbinde  noch  M^  durch  die  Strahlen  (L^) 
und  (Zj')  mit  0  und  0'.  Es  sind  dann,  weil  die  Strahlen 
(ig)  uiid  (ZfjjO  ^^  dem  Curvenpunkte  M^  sich  durch- 
schneiden, wenn  nämlich  M^a  den  unendlich  fernen  Punkt 
der  Achse  der  Parabel  —  oder  der  einen  Asymptote  der 
Hyperbel  —  bezeichnet,  (P),  (P');  (Q),  (Q');  (A);  (A')  ^^^ 
(La),  (La')  vier  Paare  entsprechender  Strahlen,  und  daher 
ist  auch  nach  dem  letzten  Paragraphen  wieder 

Zufolge  des  in  §  18  gegebenen  Satzes  von  Pappus  ist  ferner, 
weil  ja  (P),  (Q),  (LJ,  (L^)  und  Ä,  Ä,  M,,  if«,   sowie  (P'), 
(Q'),  (Lj'),  (Lg')  und  ä,  ä',  jM^,  i/«,  perspectivisch  sind, 
{PQL,L^)=^  {RSM^M^\    {P'QL^'L^*)  =  {SRM^M^) 

und  aus  diesen  drei  Gleichungen  ergibt  sich   daher,   nach- 
dem {RSM^)  =  {SRM^)  =  1  ist,  {RSM^)  =  (SRM^),  oder 

-qirr  =  T>tM  y  ^^^  hieraus  die  zu  beweisende  Gleichung. 

Satz.  Ist  0  der  Mittelpunkt  einer  Hyperbel,  (L)  ein 
durch  0  und  den  Curvenpunkt  M  gelegter  Strahl,  und 
repräsentieren  Q  und  R  diejenigen  Punkte,  in  welchen  die 
durch  den  Curvenpunkt  P  zu  den  beiden  Asymptoten  (-4.J 
und  {A^)  der  Hyperbel  gezogenen  Parallelen  den  Strahl  (L) 
durchschneiden,  so  ist 

OQ.OR  =  OKK 

Beweis.  Man  wähle  die  unendlich  fernen  Punkte 
Ooo  und  OJ  (Fig.  107)  der  beiden  Asym toten  (^J  und  (ilg) 
als  die  Mittelpunkte  zweier  Strahlenbüschel  und  verbinde 
einen  jeden  derselben  durch  Geraden  mit  den  Curvenpunkten 
J/,  P,  Ooo  und  0«',    wodurch   man    die   aus   den   Strahlen 
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{L,),{L,),{A,\(L^)imd(L,% 

(Zra')?  (^»);  (-^2)  bestehenden 
vierelementigen  Strahlenbü  - 
schel  erhält,  sobald  noch  {L^ ) 
die  unendlich  ferne  Gerade  der 
Ebene  der  Hyperbel  angibt, 
und  es  ist  jetzt  wieder 

Nun  durchschneiden  aber  diese 
Büschel  den  Strahl  (i)  in  den 
Punkten:  if,  Q,  0,  ilf«,  und 
M,  By  M^,  O,  sobald  M^  der 
unendlich  ferne  Punkt  von  {L)  ist,  daher  ist  wieder 

somit    auch    (MQOM^)   =   (MRM^O),    woraus    wegen 

(MQMJ   =   {MRM^)    folgt    (MQO)   =   ^^gy   ^^^'^ 

^r^->^  =  T5yS7  uud  hicraus  ergibt  sich  sofort  die  zu  beweisende 
Kelation. 


Fig.  107. 


§  82«    Sestimmnng  der  Kegelschnitte  dnroh  Bfisohel  und 

durch  Beihen. 

Die  früheren  Betrachtungen  in  §  55  haben  gezeigt, 
dass  ein  Kegelschnitt  eindeutig  bestimmt  ist,  sobald  fünf 
Punkte  oder  fünf  Tangenten  dieser  Curve  bekannt  sind; 
folglich  muss  ein  Kegelschnitt  sich  construiren  lassen,  wenn 
man  fünf  seiner  Punkte  oder  Tangenten  kennt.  Es  gibt 
nun  verschiedene  Methoden,  die  hier  zum  Ziele  führen,  und 
wir  beschäftigen  uns  in  diesem  Paragraphen  bloß  mit  der 
constructiven  Bestimmung  eines  durch  fünf  Punkte  oder 
fünf  Tangenten  gegebenen  Kegelschnittes  mittelst  Zuhilfe- 
nahme von  zwei  projectivischen  Strahlenbüscheln  oder  pro- 
jectivischen  Punktreihen. 


Die  den  Kegelschnitt  be- 
stimmenden fUnf  Punkte  seien 
1, 2, 3, 4  und  5.    Man  wähle 

HabumMj  anal.  Oeom.  der  Kegelschnitte 


Die  den  Kegelschnitt  be- 
stimmenden fünf  Tangenten 
seien  (1),  (2),  (3),  (4)  und  (5). 
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Fig.  108. 
nun  zwei  der  letzteren,  z.  B. 
die  Ptinkte  1  und  2,  als  die 
Mittelpunkte  O  und  0'  {Fig. 
108)  zweier  StrahlenbUschel 
und  verbinde  hierauf  0  und 
0'  dnrcli  Geraden  mit  den 
drei  nocli  übrigen  Punkten 
3,  4  und  5,  wodurch  man  die 
drei  Paare  (3),  (3');  (4),  (4'} 
und  (5),  (5')  entsprechender 
Strahlen  erhält,  die  gleich- 
zeitig diejenigen  zwei  projec- 
tivischen  StrahlenbUschel  ein- 
deutig bestimmen,  welche  man 
erhält,  wenn  man  sämmtliche 
Punkte  des  durch  die  Punkte 
1  bis  5  legbaren  Kegelschnittes 
durch  Strahlen  mit  den  Punk- 
ten 1  und  2  verbindet.  (Siehe 
§  80.)  Die  Elemente  eines 
jeden  Paars  entsprechender 
Strahlen  dieser  Büschel  durch- 


Fig.  109. 
Man  wähle  nun  zwei  der 
letzteren,  z.  6.  die  Tangenten 
(1)  und  (2),  als  die  Trflger 
(T)  und  (2")  zweier  Punkt- 
reihen (Fig.  109)  und  bringe 
dann  die  drei  übrigen  Tan- 
genten mit  (T)  und  (T')  zum 
Schnitte,  wodurch  man  drei 
Paare  3,3';  4,4'  und  5,5' 
entsprechender  Funkte  erhält, 
die  gleichzeitigdiejenigen  zwei 
projecti  vi  sehen  Punktreihen 
eindeutig  bestimmen,  welche 
man  erhält,  wenn  mau  sämmt- 
liche  Tangenten  des  die 
Strahlen  (1)  bis  (5)  berühren- 
den KegelschnittRs  zum 
Schnitte  bringt  mit  den  Strah- 
len (1)  und  (2).  (Siehe  §  80.) 
Die  Verbin dungegerade  der 
Elemente  eines  jeden  Paars 
entsprechender  Punkte  dieser 
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schnaiden  sich  daher  auch  in 
einem  Punkte  des  diesbezüg- 
lichen Kegelschnittes^  und  hat 
man  sonach^   behufs  Lösung 
der  Aufgabe,  bloß  die  vorlie- 
genden zwei  projectivischen 
Strahlenbüschel    zu    vervoll- 
ständigen, wozu  die  in  §  37 
bereits  angegebene  Methode 
dient.     Im   Sinse   derselben 
bringe  man  nun  die  Strahlen 
(3)  und  (4'),  sowie  (3')  und 
(4),    zum  Schnitte,   wodurch 
man    die  Punkte  A  und  B 
erhält,  ebenso  bestimme  man 
die  Schnittpunkte   C  und  D 
der   Strahlen    (4)    und    (5'), 
(4')  und  (5),  und  ziehe  dann 
die  Verbindungsgeraden  AB 
und  C  Dy    welche  im  Direc- 
tionscentrum  Jbeider  Büschel 
sich     durchschneiden.      Um 
nun   irgend  einen  Punkt  M 
des  Kegelschnittes  zu  erhalten, 
lege  man  durch  0  einen  Strahl 
(Zr),    bringe     denselben     mit 
einem  der  früheren  Strahlen 
des  zweiten  Büschels,    z.  B. 
mit  (5^7   zum  Schnitte,   wo- 
durch der  Punkt  E  sich  er- 
gibt, verbinde  hierauf  letzteren 
mit  J  durch  eine  Gerade  und 
verlängere  diese  bis  zu  ihrem 
Durchschnitte  F  mit  (5) ;  die 
Verbindungsgerade     von    0' 
mit    F  ist    dann     der     dem 
Elemente   (L)   entsprechende 
Strahl  (L')  und   der  Schnitt- 


Reihen  liefert  daher  auch  eine 

Tangente  des  diesbezüglichen 
Kegelschnittes,  und  hat  man 

sonach,    behufs   Lösung    der 
Aufgabe,  bloß  die  vorliegenden 
zwei   projectivischen   Punkt- 
reihen   zu    vervollständigen, 
wozu  die  in  §  37  bereits  an- 
gegebene Methode  dient.  Im 
Sinne   derselben   ziehe   man 
die  Verbindungsgeraden  34^ 
und  3H,  welche  im  Punkte  A 
sich  durchschneiden,  und  hier- 
auf die  Verbindungsgeraden 
4^5  und  45^,   die  in  B  sich 
treffeu;    die   durch  die  eben 
gefundenen   zwei  Punkte  A 
und  B  bestimmte  Gerade  ist 
dann      die      Directionsachse 
(•/)  beider  Punktreihen.     Um 
nun  irgend  eine  Tangente  (L) 
des  Kegelschnittes  zu  erhalten, 
wähle  man  in  (T)  einen  Punkt 
My  verbinde  denselben  durch 
eine  Gerade   mit  einem   der 
drei  Punkte  3',  4',  5',   z.  B. 
mit  3',   bringe   diese  Gerade 
mit   der   Directionsachse  (J) 
zum  Schnitte,    wodurch    der 
Punkt  C  sich  ergibt,  und  ver- 
binde C  mit    3   durch   einen 
Strahl,   der  den  Träger  (T') 
in  jenem   Punkte   -If    trifft, 
welcher    M  entspricht.     Die 
Verbindungsgerade     von     M 
mit  Jtf'    ist   dann   eine   Tan- 
gante  des  Kegelschnittes.  Auf 
diese  Weise   kann  man  eine 
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punkt  von  (i)  mit  {IJ)  der 
Curvenpunkt  M.  Auf  diese 
Weise  kann  man  eine  zweck- 
dienliche Anzahl  von  Punkten 
des  Kegelschnittes  auffinden 
und  folglich  diese  Curve 
mit  beliebiger  Oenauigkeit 
construieren.  Gleichzeitig  re- 
präsentieren die  Verbindungs- 
geraden OJ  und  O'J  die 
beiden  Tangenten,  welche 
man  in  den  Curvenpunkten 
0  und  0'  an  den  Kegelschnitt 
legen  kann.  Es  ist  klar,  dass 
die  Angabe  einer  dieser 
Tangenten  einen  der  drei 
Punkte  3,  4  oder  5  ersetzt, 
und  dass  der  Kegelschnitt 
eindeutig  bestimmt  ist,  so- 
mit nach  derselben  Methode 
construiert  werden  kann, 
sobald  die  Punkte  1  und 
2  —  oder  O  und  O*  — 
mit  den  Tangenten  (P)  und 
(Q')  und  noch  ein  Curven- 
punkt 3  gegeben  erscheinen. 


zweckdienliche  Anzahl  solcher 
Tangenten  erhalten  und  da- 
mit mit  beliebiger  Genauig- 
keit die  Curve  construieren. 
Gleichzeitig  repräsentieren  die 
Punkte  P  und  Q',  in  welchen 
die  Directionsachse  (J)  die 
Tangenten  {T)  und  {T)  durch- 
schneidet, die  Berührungs- 
punkte der  letzteren  mit  dem 
Kegelschnitte.  Es  ist  auch 
hier  wieder  klar,  dass  die 
Angabe  eines  solchen  Be- 
rührungspunktes eine  der  drei 
Tangenten  (3),  (4)  oder  (5) 
ersetzt,  und  dass  der  Kegel- 
schnitt eindeutig  bestimmt 
und  in  derselben  Weise  con- 
struiert werden  kann,  sobald 
die  Tangenten  (1)  und  (2) 
oder  (T)  und  {T)  mit  ihren 
Berührungspunkten  P  und  Q' 
und  noch  eine  dritte  Tangente 
(3)  gegeben  erscheinen. 


§  83.    Constmotion  der  Parabel  aus  drei  Punkten  und  ihrer 
Aohsenriolitang;  Constmction  der  Parabel  aus  vier  Tangenten. 

1.  Aufgabe.  Nach  dem  eben  Vorgeführten  ist  ein 
Kegelschnitt  eindeutig  bestimmt,  sobald  man  vier  Punkte 
desselben  kennt  und  überdies  die  Tangente,  gelegt  in  einem 
dieser  Punkte  an  die  Curve.  Nun  ist  aber  die  Asymptote 
ebenfalls  eine  Tangente  und  der  unendlich  ferne  Punkt  der- 
selben gleichzeitig  ihr  Berührungspunkt  mit  der  Curve,  wes- 
halb ein  Kegelschnitt  auch  gegeben  erscheint  durch  die 
Angabe  einer  seiner  beiden  Asymptoten  und  dreier  Curven- 
punkte.     Bei  der  Parabel  repräsentiert  jedoch,  wie  in  §  69 
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bewiesen  wurde,  die  unendlich  ferne  Grerade,  diese  doppelt 
gezählt,  die  beiden  Asymptoten  der  Curve,  und  aus  diesem 
Grunde  ist  daher  dieser  Kegelschnitt  als  bestimmt  anzusehen, 
sobald  man  drei  Curvenpunkte  und  die  Richtung  seiner 
Asymptote  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Achsenrichtung 
der  Parabel  angibt.  Dass  hier  die  Asymptote  parallel 
zur  Achse  der  Parabel  gerichtet  sein  muss,  folgt  unmittel- 
bar   aus  Gleichung  {g)  in   §   58;    denn  nach   derselben   ist 

^  Vi  V 

— ^--  —  (a?  +  a;J  =  0  die  Gleichung  der  Tangente  (T),  gelegt 

im  Curvenpunkte  M^  von    den  Coordinaten  aj^,    y^    an    die 

Parabel  ^ x  =  o,  daher  ts  (a?,  T)  =  J—-.    Setzt  man  nun 

in  der  letzten  Gleichung  y,  =  oo,  so  folgt  unmittelbar 
tg  (a?,  T)  =^  0,  zum  Beweise,  dass  dann  die  Tangente  parallel 
zur  Parabelachse  gerichtet  ist,  daher  etc.  etc. 


Fig.  HO. 

Übergehend  auf  die  eigentliche  Aufgabe,  seien  in 
Fig.  1 1 0  wieder  2,  3  und  4  die  drei  gegebenen  Punkte  der 
Parabe],  während  die  Gerade  (Ä)  die  Richtung  der  Achse 
darstellt.  Den  unendlich  fernen  Punkt  O«,  von  (A)  wähle 
man  nun  zum  Mittelpunkte  des  einen,  den  Punkt  2  aber 
zum  Mittelpunkte  0^  des  anderen  Strahlenbüschels  und  ver- 
binde dann  0«  und  0'  durch  Strahlen  mit  den  beiden 
anderen  noch   gegebenen   Punkten  3  und  4,    wodurch  sich 
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die  Strahlenpaare  (3),  (3')  und  (4),  (4')  ergeben,  und  es  ist 
an  sich  klar,  dass  (3)  und  (4)  parallel  ssur  Achse  der  Parabel  ge- 
richtet sein  müssen.  Um  nun  das  Directionscentrum  J  der- 
jenigen projectivischen  Strahlenbüschel  zu  finden,  welche 
sich  ergeben,  wenn  man  die  Punkte  O'  und  O^  mit  sämmt- 
lichen  Punkten  der  Parabel  durch  Strahlen  verbindet,  bringe 
man  (3)  und  (4'),  sowie  (3')  und  (4),  zum  Schnitte,  wodurch 
man  die  Punkte  A  und  B  erhält,  und  verbinde  die  letzteren 
durch  eine  Gerade;  der  Schnittpunkt  der  Geraden  AB  mit 
der  Asymptote  der  Parabel,  d.  h.  der  unendlich  ferne  Punkt 
Joo  von  AB^  ist  dann  das  gesuchte  Directionscentrum 
und  daher  auch  die  durch  0'  gezogene  Parallele  zur  Ge- 
raden AB  die  im  Punkte  O'  an  die  Parabel  gelegte  Tan- 
gente (Q')«  Irgend  ein  Curvenpunkt  M  wird  nun  erhalten, 
wenn  man  durch  0*  einen  Strahl  {L*)  legt,  diesen  mit  (4) 
in  C  zum  Schnitte  bringt,  durch  C  eine  Parallele  zieht  zur 
Geraden  AB^  welche  den  Strahl  (4')  im  Punkte  Z>  trifft, 
und  endlich  durch  D  einen  zu  {A)  parallelen  Strahl  (L) 
legt,  welcher  (JÜ)  im  Curvenpunkte  M  durchschneidet. 


Fig.  111. 

2.  Aufgabe.  In  der  vorigen  Aufgabe  wurde  darauf 
hingewiesen,  dass  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene 
einer  Parabel  gleichzeitig  eine  Tangente  der  letzteren   dar- 
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stellt^  weshalb  in  Anbetracht  des  in  §  55  gegebenen  Satzes, 
nach  welchem  ein  Kegelschnitt  durch  fünf  Tangenten  eindeutig 
bestimmt  erscheint,  erhellt,  dass  eine  Parabel  durch  die  An- 
gabe von  vier  Tangenten  (1),  (2),  (3)  und  (4)  ebenfalls  gegeben 
ist.  Behufs  Construction  weiterer  Tangenten  dieser  Curve, 
wähle  man  nun  wieder  zwei  von  den  gegebenen  Tangenten, 
z.  B.  (1)  und  (2),  als  die  Träger  {T)  und  (T')  zweier  pro- 
jectivischer  Punktreihen  (Fig.  111)  und  bringe  dann  diese 
mit  den  drei  übrigen  Tangenten  (3),  (4)  und  (L^)  =  (5)  zum 
Schnitte,  wodurch  man  drei  Paare  3,  3';  4,  4'  und  5oo,  5»' 
entsprechender  Punkte  derjenigen  zwei  projecti vischen  Punkt- 
reihen erhält,  die  sich  ergeben,  wenn  man  sämmtliche  Tangen- 
ten der  Parabel  mit  (1)  und  (2)  zum  Schnitte  bringt.  Hierbei 
bezeichnen  noch  5«,  und  bj  die  beiden  Schnittpunkte  der 
unendlich  fernen  Geraden  (i«)  mit  den  Tangenten  (1)  und  (2) 
oder  die  unendlich  fernen  Punkte  der  letzteren.  Um  nun  diese 
Punktreihen  zu  vervollständigen,  wie  es  die  constructive 
Bestimmung  weiterer  Tangenten  der  Parabel  erfordert,  hat 
man  zunächst  wieder  die  Directionsachse  (J)  vorliegender 
Punktreihen  zu  ermitteln,  und  ergibt  sich  dieselbe  nach  §  37 
als  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Punkte  A  und  JB, 
von  welchen  ersterer  den  Schnittpunkt  der  Geraden  3  4' 
und  3'4,  letzterer  aber  den  Schnittpunkt  der  aus  3  parallel 
zu  (2)  und  aus  3'  parallel  zu  (1)  gelegten  Geraden  darstellt. 
Irgend  eine  weitere  Tangente  der  Parabel  wird  jetzt  in  der 
bereits  bekannten  Weise  gefunden.  Man  wähle  nämlich  auf 
{T)  einen  Punkt  M,  verbinde  diesen  durch  eine  Gerade  mit 
4'  und  verlängere  dieselbe  bis  zu  ihrem  Durchschnitte  C 
mit  ( J) ;  die  Verbindungsgerade  von  C  mit  4  durchschneidet 
hierauf  (T)  in  dem  Punkte  M%  der  mit  M  geradlinig  ver- 
bunden, eine  Tangente  (Z)  der  Parabel  bestimmt. 

§  84.    Weitere  hierlier  gehSrige  Aufgaben  über  Eegelsclmitiie. 

1.  Aufgrabe,  Ein  Kegelschnitt  sei  gegeben  durch  ein 
Paar  conjugierter  Diameter  (rfj  und  (dg),  sowie  durch  zwei 
Tangenten  (T^)  und  {T^)\  man  construiere  diese  Curve. 

Lösung.  Zunächst  wird  bemerkt,  dass  nach  dem  in 
§   71    und    §    72   bereits    Erörterten,   (rfj   die    Polare   des 
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Fig.  112. 

unendlich  fernen  Punktes  M^,^  von  (rf^)  und  (d^)  die  Polare 
des  unendlich  fernen  Punktes  -äfa;»  von  (ö^)  repräsentiert, 
weshalb,  wie  man  bei  der  Polarisation  gesehen  hat,  der 
Durchmesser  (dj)  den  geometrischen  Ort  der  Pole  aller  zu 
dem  Diameter  (dg)  parallelen  Geraden  darstellt.  Ist  somit 
JI/gjM^  in  Fig.  112  die  Polare  des  in  (d^)  liegenden  Punktes 
ulj,  so  erscheint  M^M^  parallel  zu  (dg),  und  weil,  zufolge 
eines  in  §  70  aufgestellten  Satzes,  die  Verbindungsgerade 
des  Mittelpunktes  Pg  der  Berlihrungssehne  M^M^  mit  A^ 
gleichzeitig  durch  den  Mittelpunkt  O  des  Kegelschnittes  geht, 
so  ist  auch  OB^=B^'0,  wenn  B^  und  By^*  diejenigen  Punkte 
bezeichnen,  in  welchen  die  beiden  aus  A^  an  den  Kegelschnitt 
gelegten  Tangenten  denDurchmesser(d2)  durchschneiden.  Nun 
sind  aber  gleichzeitig  A^  und  B^  die  Schnittpunkte  der  Tan- 
gente (Ti)  mit  den  Durchmessern  (dj  und  (dg);  man  findet 
daher  die  zweite  aus  A^  an  den  Kegelschnitt  legbare  Tß-ngente, 
wenn  man  5i'0  =  0jBi  macht  und  hierauf  A^  mit  jB/  durch 
eine  Gerade  verbindet.  Ebenso  einfach  lässt  sich  aber  noch 
eine  vierte  und  flinfte  Tangente  aus  den  gegebenen  Gebilden 
herleiten,  und  hat  man  zu  diesem  Zwecke  bloß  A^^'O  =  OA^ 
zu  machen  und  alsdann  den  so  gefundenen  Punkt  ^/  mit  den 
Punkten  B^  und  jB^'  durch  je  einen  Strahl  zu  verbinden,  ^us 
den  zwei  gegebenen  Tangenten  (r^),  (Tg)  und  den  drei  eben  ge- 
fundenen B^A^\  A'-^i'  ^^^  ^i'-^i  l^sst  sich  aber  der  Kegel- 
schnitt mittelst  der  in  §  82  angegebenen  Methode  leicht 
construieren,  und  ist  damit  gleichzeitig  noch  der  Beweis  er- 
bracht, dass  ein  centraler  Kegelschnitt  durch  die  Angabe 
eines  Paars  conjugierter  Durchmesser  und  zweier  Tangenten 
eindeutig  bestimmt  erscheint. 
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Noch  einfacher  gestaltet  sich  die  Lösung^  wenn  an 
Stelle  der  beiden  Tangenten  (T^)  und  (T^)  zwei  Punkte  M^ 
und  jSfj  des  Kegelschnittes  gegeben  sind,  Velche  jedoch 
nicht  in  einer  zu  einem  der  beiden  Durchmesser  (ö^)  oder 
(dg)  parallelen  Geraden  liegen.  Hier  hat  man  nämlich  durch 
Mj^  und  M^  zwei  Parallele  zu  (da)  zu  legen,  welche  den 
Durchmesser  (d^ )  in  den  Punkten  Pj  und  P^  durchschneiden, 
und  -M3P1  =  P^M^y  ^4^  =  A^2  zu  machen,  und  erhält 
auf  diese- Weise  zwei  neue  Punkte  M^  und  ibf^  der  Curve, 
während  ein  fünfter  Punkt  M^  dadurch  gewonnen  werden 
kann,  dass  man  nämlich  durch  M^  eine  Parallele  zu  (dj 
zieht  und  M^Pq  =  P^M^  macht,  wenn  Pg  den  Schnittpunkt 
dieser  Parallelen  mit  (dg)  bezeichnet.  Aus  den  fünf  Punkten 
JSfi . . .  M5  lässt  sich  aber  der  Kegelschnitt,  wie  in  §  82  ge- 
zeigt wurde,  wieder  construieren. 

2.  Aufgrabe.  Ein  Kegelschnitt  ist  gegeben  durch  fiinf 
Tangenten;  man  bestimme  seinen  Mittelpunkt. 

Lösung;.    Man  bezeichne  die  fünf  gegebenen  Tangenten 

mit  (1) (5)  und  nenne  if^ M^  ihre  Berührungspunkte 

mit  dem  durch  sie  bestimmten  Kegelschnitte,  dagegen  ilfi,a, 

Jbfi,3 die    Schnittpunkte    der    Tangenten   (1)    und  (2), 

(1)  und  (8)....  Die  Punkte  M^j  M^,..  sind  unbekannt, 
lassen  sich  aber  leicht  aus  den  gegebenen  Tangenten  her- 
leiten. So  findet  man  z.  B.  die  Punkte  M^  und  M^,  wenn 
man  die  Tangenten  (1)  und  (2)  als  die  Träger  zweier  pro- 
jectivischer  Punktreihen  ansieht,  welche  bestimmt  erscheinen 
durch  die  drei  Schnittpunktpaare  3,  3';  4,  4'  und  5,  5' 
dieser  Tangenten  mit  den  drei  noch  übrigen  Tangenten  (3), 
(4)  und  (5),  und  die  Directionsachse  obiger  zwei  Punkt- 
reihen ermittelt;  die  Punkte,  in  welchen  diese  Directions- 
achse die  Tangenten  (1)  und  (2)  durchschneidet,  sind 
dann  die  Berührungspunkte  M-^  und  ik^,  und  weil  gleich- 
zeitig die  Sehne  M^M^  die  Polare  des  Punktes  if,,2  dar- 
stellt, so  ist  die  Verbindungsgerade  des  Mittelpunktes  von 
M^M^  mit  dem  Punkte  M^^^  ^^  Durchmesser  des  Kegel- 
schnittes. In  deraelben  Weise  lässt  sich  aber  ein 
zweiter  Durchmesser  der  Curve  ermitteln;  man  braucht 
zu      diesem     Zwecke     bloß      den     Berührungspunkt     M^ 
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der  Tangente  (3)  mit  dem  Kegelschnitte  zu  suchen,  was 
wieder  mittelst  der  Directionsachse  geschieht,  wobei  man 
jedoch  (1)  und' (3)  als  die  TrÄger  der  beiden  projectivischen 
Punktreihen  anzusehen  hat,  die  Sehne  M^M^  zu  halbieren 
und  durch  den  Halbierungspunkt  und  den  Schnittpunkt  M^^^ 
eine  Gerade  zu  legen.  Es  ist  klar,  dass  der  Schnittpunkt 
Mo  dieser  beiden  Durchmesser  das  gesuchte  Centrum  des 
Kegelschnittes   repräsentiert.      Verbindet  man  nun   Mo  mit 

Jfg  durch  die  Gerade  (rfg)  und 
legt  durch  Mo  eine  Parallele 
(dg')  zu  (3),  so  sind  gleich- 
zeitig (dg)  und  (dg')  ein  Paar 
conjugierter  Diameter. 

3.  Autj^abe.  Ein  Kegel- 
schnitt sei  gegeben  durch  fünf 
Punkte,  man  bestimme  seine 
beiden  Schnittpunkte  mit  einer 
Geraden,  ohne  den  Kegelschnitt 
zu  construieren. 

Losung.  Man  verbinde  (Fig.  113)  von  den  gegebenen 
fünf  Punkten  i ,  2,  3,  4  und  5  des  Kegelschnittes  zwei  davon, 
z.  B.  1  und  2,  durch  Strahlen  mit  den  drei  übrigen  Punkten 
3,  4,  5,  und  erhält  auf  diese  Weise  drei  Paare  entsprechen- 
der Strahlen  (Lg),  (ig');  (ij,  (Lj)  und  (L^),  (i,')  der- 
jenigen projectivischen  Strahlenbüschel,  deren  Erzeugnis  der 
durch  die  fünf  gegebenen  Punkte  bestimmte  Kegelschnitt 
ist,  und  deren  Mittelpunkte  die  Curvenpunkte  1  und  2  sind. 
(§  80.)  Diese  drei  Strahlenpaare  durchschneiden  die  Trans- 
versale (T),  deren  Schnittpunkte  mit  dem  Kegelschnitte 
12345  zu  ermitteln  sind,  in  den  Punktpaaren  üfg,  M^'; 
M^y  Mj^  und  il/g,  M^'  und  dieselben  bestimmen  gleichzeitig 
diejenigen  zwei  conlocalen  und  projectivischen  Punktreihen, 
welche  man  erhält  als  das  Ergebnis  des  Schnittes  von  (T) 
mit  den  eben  erwähnten  Strahlenbüscheln.  Nachdem  nun 
zwei  Strahlen  {L)  und  (X')?  welche  einen  Punkt  P  der 
Curve  mit  1  und  2  verbinden,  die  Transversale  (T)  in 
einem  Paar  entsprechender  Punkte  M^  M  der  durch  die 
Paare  M^j   Jfg';  Jf^,   M^'  und  M^y   M^*  bestimmten  projec- 
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Fig.  114. 

tivischen  Punktreihen  durchschneiden,  und  M  mit  M  nur 
dann  zusammenfällt,  wenn  P  gleichzeitig  auf  {T)  liegt,  so 
sind  die  beiden  tautologen  Elemente  E  und  F  der  durch 
die  obigen  drei  Paare  entsprechender  Punkte  bestimmten 
projectivischen  Punktreihen  zugleich  die  gesuchten  Schnitt- 
punkte von  (T)  mit  dem  Kegelschnitte  12345.  Aus  M^ 
Jfg';  Jtf^,  Mj^'  und  M^,  M^'  können  aber  die  tautologen 
Punkte  nach  der  in  §  38,  Fig.  49,  bereits  gegebenen  Methode 
sofort  gefanden  werden  und  damit  die  in  Frage  stehenden 
Schnittpunkte  selbst. 

4*  Aufgabe.  Ein  Kegelschnitt  sei  gegeben  durch  fünf 
Tangenten;  man  bestimme  das  aus  einem  Punkte  Mo  an 
den  Kegelschnitt  gelegte  Tangentenpaar,  ohne  die  Curve 
zu  construieren. 

Lösung.  Man  bringe  von  den  fbnf  gegebenen  Tan- 
genten (1),  (2),  (3),  (4)  und  (5)  des  Kegelschnittes  i.wei 
davon,  z.B.  (1)  und  (2),  zum  Schnitte  mit  den  drei  übrigen, 
und  erhält  so  drei  Paare  entsprechender  Punkte  itfg,  i/g'; 
M^  M^  und  M^y  M^*  derjenigen  projectivischen  Punkt- 
reihen, deren  Erzeugnis  der  durch  diese  fünf  Tangenten 
bestimmte  Kegelschnitt  ist  und  deren  Träger  die  Tangenten 
(1)  und  (2)  sind.  (§  80.)  Diese  drei  Paare  verbinde  man 
nun  (Fig.  114)    durch  Strahlen    mit    dem  Punkte   if«?  wo- 
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durch  man    drei  Paare  entsprechender  Strahlen  (ig),  (L^*)] 
{L^y  {L^')  und  (^5),  (X5')  von  zwei  projectivischen  conlocalen 
Strahlenbüscheln  erhält.     Repräsentiert  nun  (Z),  {L*)  irgend 
ein  Paar  entsprechender  Elemente  der  beiden  eben  definierten 
projectivischen  Strahlenbüschel   und  durchschneidet  (i)  die 
Tangente  (1)  im  Punkte  M,   dagegen  (i')  die  Tangente  (2) 
im  Punkte  M',  so  ist  wieder  M^  M!  ein  Paar  entsprechender 
Elemente  der  durch  die  drei  Paare  Jlfg,  M^*\   M^,  M^  und 
Mr^y    M^'    gegebenen    projectivischen    Punktreihen,    weshalb 
auch    die   Verbindungsgerade    MM'     eine    Tangente     des 
Kegelschnittes  sein  muss.     (§  80.)     In  dem  besonderen  Fall, 
wo  aber  die  Gerade  MM^  durch  das  gemeinsame  Centrum 
Mo   der   beiden    hier    in    Betracht   kommenden    conlocalen 
projectivischen     Strahlenbüschel     geht,     fällt     jedoch     (L) 
mit  {L')  zusammen  und  demnach  sind  auch  gleichzeitig  die 
beiden   tautologen    Strahlen   (E)   und  (F)   obiger   Strahlen- 
büschel die  aus  Mo  an  den  Kegelschnitt  legbaren  Tangenten. 
Man  hat  somit  bloß  aus  den  drei  Paaren  (ig),   (£3');    (^4)? 
(LJ)  und  (Xg),  (jLg')  nach  der  in  §  38,  Fig.  49,  angegebenen 
Methode  die  beiden  Doppelstrahlen  (E)  und  (F)  zu  ermitteln, 
welche  zugleich  die  gesuchten  Tangenten  darstellen. 


§  85.    Sätze  von  Pascal  und 
Satz  von  Paseal.  Sind 

M^y  Jtfg,  Jtfg,  M^,  M^  und  Mq 
sechs  Punkte  eines  Kegel- 
schnittes, so  durchschneiden 
sich  die  Verbindungsgeraden 
M^M^  und  M^Mj.,  M.^M^  und 
M^Mq,  M^M^  und  M^M^  in 
drei  Punkten  einer  und  der- 
selben Geraden,  der  Pascal'- 
schen  Geraden. 


Beweis.  In  dem  Fol- 
genden bezeichne  man  die 
Seiten  M^M^,  M^M^ 


Briauchon.  —  Anwendungen. 

Satz  von  Brianelion. 

Sind  {T,\  {T,\  (T,)y  (Z^, 
(Tg)  und  (Tg)  sechs  Tangenten 
eines  Kegelschnittes,  so  durch- 
schneiden sich  die  Verbin- 
dungsgeraden   der     Schnitt- 

punkte  (2\)(2^  und  (rj(7^, 

(T,)(T,)  und  (T,){T,)  in 
einem  und  demselben  Punkte, 
dem  Briauchon'schen  Punkte. 

Beweis.     In  dem  Fol- 
genden   bezeichne    man    die 

Ecken  (7\)^;  (2^(2^.. 
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M^Mj^  des  dem  Kegelsclmiite 
U=  0  eingeschriebenen  ein- 
fachen Sechsecks  M^M^ 

Mq  (Fig.  115)  kurz  mit(ij, 
(i^)-  •  '(Lq),  dagegen  die  Ver- 
bindungsgerade ifg  ^5  i^H 
(i);  die  Gleichungen  dieser 
Greraden seien ',L^^=o,  L.^=^o 
....  iß  =  ^  ^^d  L=^Oj  wenn 
noch  Li  =  -4,  a?  +  Ä  y  +  C', ; 
1  =  1, 2. .  .6,  und  L  =  Ax'\' 
By  -\-  C  gesetzt  wird. 


...(re)(rj  des  dem  Kegel- 
schnitte JS  ^=  0  umgeschrie- 
benen    einfachen    Sechsseits 

(r,)(r,)...(re)  mit  3f„  m^ 

Mq  (Fig.  116),   dagegen 

den  Schnittpunkt  der  Tan- 
genten (Ta)  und  (Tg)  mit  M\ 
die  Gleichungen  dieser  Punkte 
seien :  ifeTj  =  o,  Jfa  =  o  . . . . 
. . .  Jfg  =  0  und  M=:Of  wenn 
noch  Jf .  ==  -4/  w  -f-  jB/  v  -f-  d, 
i  =  1,2,3.  .6,  und  Jtf  =  ^w^- 


5t>  +  C  gesetzt  wird. 
Alsdann  repräsentiert  die  Gleichung 
(a) . . .  i^iß  —  ;i  Liß  =-c  0,  !  i^iifcfs  —  vi  Af  Jtfg  =  0  . . (e) 
wenn   in  derselben   X  einen   veränderlichen  Parameter   dar- 
stellt,   den  Inbegriff  aller   derjenigen  Kegelschnitte,  welche 


durch    die    vier    Punkte  M, 


19 


J/27  -äfg  und  Mq  gelegt  wer- 
den können,  oder,  wie  man 
später  sehen  wird,  einen 
Kegelschnittsbüschel  von  den 
Grundpunkten  If^,  Jfg,  M^ 
und  Mq. 


von  den  vier  Geraden  (TJ, 
(Tg),  (T,)  und  (Te)  berührt 
werden,  oder,  wie  man  später 
sehen  wird,  eine  Kegelschnitts- 
reihe von  den  Grundstrahlen 
(TJ,  (T,),  (T,)  und  (Te). 
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Denn  legt  man  dem  Parameter  X  irgend  einen  speciellen 
Wert  bei,  so  ist  (a),  sowie  (e),  die  Gleichung  eines  be- 
stimmten Kegelschnittes,  und  diese  Gleichung  wird  befriedigt, 

sobald  man  darin  für 


X  und  y  solche  Werte  sub- 
stituiert, die  aus  einem  der 
vier  Gleichungspaare  L^  =  o 
und  L  =^  0,  L^  =z  0  und 
Lq  =  0,  L^  i=  0  und  L  =  0, 
L^  =i  o  und  Zß  =  0  her- 
vorgehen. Selbstverständlich 
ist  gleichfalls 

(6) . .  ig .  Z^  —  fi  LLq  =  o 

die  Gleichung  eines  Kegel- 
schnittsbllschels,  jedoch  von 
den  Grundpunkten  M^j  ifg, 
M^  und  M^j  sobald  auch  hier 
wieder  der  Parameter  fi  als 
veränderlich  angenommen 
wird.  Nachdem  aber  der 
Kegelschnitt  U=o  den  durch 
die  beiden  letzten  Gleichungen 
gegebenen  zwei  Kegelschnitts- 
büscheln gleichzeitigangehört, 
muss  ein  Wertesystem  von  X 
und  fi  existieren,  ich  nenne 
es  Xrj  und  ,tto;  für  welches  die 
Gleichungen  (a)  und  (b)  einen 
und  denselben  Kegelschnitt, 
nämlich  jenen  U  =^  Oy  dar- 
stellen, weshalb  auch  die  in 
(a)  und  (6)  erscheinenden 
Gleichungspolynome  nur 

durch  einen  Factor  q  von 
einander  sich  unterscheiden 
können,  wenn  man  daselbst 
X  =z  Xo  und  li  =^  fio  setzt. 


u  und  V  solche  Werte  sub- 
stituiert, die  aus  einem  der 
vier  Gleichungspaare  Jf^  =  o 
und  M  =  0,  M^  =  0  und 
Mq  =  Oy  M^  =  o  und  M^=  o, 
M^  =  0  und  jM^  =  0  her- 
vorgehen. Sei  bstverständlich 
ist  gleichfalls 

die  Gleichung  einer  Kegel- 
schnittsreihe, jedoch  von  den 
Grundstrahlen  (TJ,  (Tg),  (T^) 
und  i2\),  sobald  auch  hier 
wieder  der  Parameter  fi  als 
veränderlich  angenommen 
wird.  Nachdem  aber  der 
Kegelschnitt  JS=^o  den  durch 
die  beiden  letzten  Gleichungen 
gegebenen  Kegelschnitts- 
reihen gleichzeitig  angehört, 
muss  ein  Wertesystem  von  X 
und  fi  existieren,  ich  nenne 
es  Xo  und  fioy  fiir  welches  die 
Gleichungen  (e)  und  (f)  einen 
und  denselben  Kegelschnitt, 
nämlich  jenen  j;  ==  o,  dar- 
stellen, weshalb  auch  die  in 
(e)  und  (/)  erscheinenden 
Gleichungspolynome  nur 

durch  einen  Factor  q  von 
einander  sich  unterscheiden 
können,  wenn  man  daselbst 
X  =  2o  und  fi  =  lüo  setzt. 
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Aus  der  mittelst  dieser  Betrachtung  gewonnenen  Identität 


().(Zr2.  L^  —  (loL,L^) 


folgt  aber 


L,{Xo  Lq  —  fio  Q  -^3)? 


und  stellen  demnach  die  beiden  Gleichungen 


(c) . . .     L^.L^  —  Q L^L^  =  0, 


M.{XoMq  —  fioQM^)  =  o  ..(Ä) 


einen  und  denselben  Kegelschnitt  dar. 


Aus  dem  Baue  der  Gleichung 
(c)  ersieht  man  aber,  dass 
dieser  Kegelschnitt  durch  die 
Punkte  Kj,  A,  B  und  M^ 
geht,  während  die  Gleichung 
(cT)  wieder  aussagt,  dass 
besagter  Kegelschnitt  aus 
zwei  Geraden  besteht,  von 
welchen  die  eine  die  Ge- 
rade (L)  ist,  während  die  an- 
dere den  Schnittpunkt  C  der 
beiden  Strahlen  (Z3)  und  (Zg) 
enthält.  Damit  erscheint  aber 
auch  gleichzeitig  erwiesen, 
dass  die  drei  Punkte  A,  B 
und  C  in  einer  und  derselben 


Aus  dem  Baue  der  Gleichung 
{g)  ersieht  man  aber,  dass 
dieser  Kegelschnitt  von  den 
Geraden  {T^\  M,M^,  M^M^ 
und  (Tg)  berührt  wird, 
während  die  Gleichung  (ä) 
wieder  aussagt,  dass  besagter 
Kegelschnitt  aus  zwei  Punkten 
besteht,  von  welchen  der  eine 
der  Punkt  M  ist,  während 
der  andere  in  der  Geraden 
M^Mq  liegt.  Damit  erscheint 
aber  auch  gleichzeitig  erwie- 
sen, dass  die  Geraden  M^M^, 
M^M^  und  M^M^  in  einem 
und  demselben  Punkte  B 
sich  durchschneiden  müssen. 


Geraden  (P)  liegen  müssen. 

Mittelst  der  eben  bewiesenen  Sätze  von  Pascal  und 
Briauchon  ist  man  nun  wieder  im  Stande,  eine  Reihe  wich- 
tiger Aufgaben  über  Kegelschnitte  zu  lösen,  und  wir  führen 
noch  zum  Schlüsse  dieses  Capitels  einige  davon  vor. 


1.  Anf^be.  Ein  Kegel- 
schnitt ist  gegeben  durch  fünf 
Punkte  1,  2,  3,  4  und  5;  man 
construiere  denselben. 


2.  Aufgabe.  Ein  Kegel- 
schnitt ist  gegeben  durch  fiinf 
Tangenten  (1),  (2),  (3),  (4) 
und  (5) ;  man  construiere  den- 
selben. 
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Fig.  117. 

Lösung.  Man  bringe 
(Fig.  117)  die  Verbindungs- 
geraden  1  2  und  4  5  zum 
Schnitte,  wodurch  man  den 
Punkt  A  erhält,  und  lege 
durch  A  eine  Gerade  (P), 
die  man  als  die  PascaFsche 
Gerade  auffasst.  Nun  ver- 
längere man  die  Verbindungs- 
gerade 2  3  bis  zu  ihrem  Durch- 
schnitte B  mit  (P)  und  ver- 
binde hierauf  die  Punkte  B 
und  5  durch  einen  Strahl, 
wodurch  man  nach  dem  Pas- 
carschen  Satze  bereits  eine 
Gerade  erhält,  in  welcher 
ein  sechster  Punkt  6  des 
Kegelschnittes  liegen  muss. 
Eine  zweite  Gerade,  in  wel- 
cher dieser  Punkt  6  ebenfalls 
liegt,  ergibt  sich  nach  dem 
eben  angeführten  Satze,  wenn 
man  den  Schnittpunkt  C  der 
Verbindungsgeraden  3  4  mit 
(P)  durch  einen  Strahl  und 
dem  Punkte  1  verbindet; 
der  Durchschnitt  der  beiden 


Fig.  118. 

Lösung.  Man  verbinde 
(Fig.  118)  die  Schnittpunkte 
der  Tangenten  (1),  (2)  und 
(4),  (5)  durch  eine  Gerade  {A) 
und  nehme  in  derselben  einen 
Punkt  B  an,  welchen  man  als 
den  Briauchon'schen  Punkt 
ansieht.  Nun  verbinde  man 
den  Schnittpunkt  der  beiden 
Tangenten  (2),  (3)  mit  dem 
Punkte  B  durch  einen  Strahl, 
welcher  die  Tangente  (5)  im 
Punkte  m  durchschneidet,  und 
erhält  so  nach  dem  Satze  von 
Briauchon  einen  Punkt  einer 
sechsten  Tangente  (6)  des 
Kegelschnittes.  Ein  zweiter 
Punkt  dieser  Tangente  ergibt 
sich  als  Schnittpunkt  n  der 
Tangente  (1)  mit  der  Verbin- 
dungsgeraden des  Punktes  B 
mit  dem  Schnittpunkte  der 
beiden  Tangenten  (3)  und  (4). 
Die  durch  die  Punkte  m  und 
n  gelegte  Geiade  repräsentiert 
dann  die  Tangente  (6)  des 
Kegelschnittes.     Es  ist  auch 
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Fig.  119. 

Geraden  B  5  und  C  1  ist 
dann  der  Curvenpunkt  6.  Es 
ist  klar,  dass  einer  jeden  durch 
A  gelegten  Geraden  (P)  ein 
anderer  Punkt  des  Kegel- 
schnittes entspricht;  und  dass 
man  sonach  in  der  Lage  ist,  be- 
liebig viele  Punkte  der  Curve 
constructiv  zu  bestimmen  und 
damit  diese  selbst. 

3.  Aufgabe.  Ein  Kegel- 
schnitt sei  gegeben  durch 
zwei  Tangenten  (1),  (3)  und 
deren  Berührungspunkte 

1  =  2,  3  =  4  mit  der  Curve, 
sowie  durch  einen  fünften 
Punkt  5;  man  bestimme  die 
Tangente  (5),  gelegt  in  die- 
sem Punkte  an  den  so  be- 
stimmten Kegelschnitt,  ohne 
letzteren  zu  verzeichnen. 

Lösung.  Die  Verbin- 
dungsgeraden 1  2  und  3  4 
(Fig.  119)  sind  hier  identisch 
mit  den  beiden  gegebenen 
Tangenten,  während  die  zu 
suchende  Tangente  (5)  im 
Punkte  5  angesehen   werden 


JSFW 
Fig.  120. 

hier  wieder  klar,  dass  einem 
jeden  in  (Ä)  liegenden  Punkte 
B  eine  andere  Tangente  des 
Kegelschnittes  entspricht,  und 
dass  man  sonach  in  der  Lage 
ist,  beliebig  viele  Tangenten 
zu  construieren  und  dann 
die  Curve  selbst 
zeichnen. 


zu     ver- 


4.  Aufgabe.  Ein  Kegel- 
schnitt sei  gegeben  durch  zwei 
Tangenten  (1)  =  (2),  (3)  =  (4) 
und  deren  Berührungspunkten 
1  und  3  mit  der  Curve, 
sowie  durch  eine  fünfte  Tan- 
gente (5);  man  bestimme 
den  Berührungspunkt  5  der 
Tangente  (5)  mit  dem  so  be- 
stimmten Kegelschnitte,  ohne 
letzteren  zu  verzeichnen. 

LÖSUUg.  Die  Berühr- 
rungspunkte  1  und  3  (Fig. 
120)  sind  identisch  ipit  den 
Schnittpunkten  der  Tangenten 
(1)  und  (2),  beziehungsweise 
(3)  und  (4),  während  der  zu 
suchende  Berührungspunkt  5 


Haütker,  anal.  Geometrie  der  Kegelschnitte. 
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kann  als  die  Verbindungs- 
gerade der  beiden  Punkte  5 
und  6,  wobei  noch  bemerkt 
wird,  dass  die  Punkte  1  und 
2,  3  und  4,  5  und  6  je  ein  Paar 
zusammenfallender  Punkte 
der  Curve  repräsentieren. 
Nach  dem  Satze  von  Pascal 
hat  man  daher  nachfolgendes 
Verfahren  einzuschlagen,  um 
die  Tangente  (5)  constructiv 
zu  bestimmen.  Man  verbinde 
nämlich  die  gegebenen  Punkte 

4  und  5  durch  eine  Gerade 
und  verlängere  diese  bis  zu 
ihrem  Durchschnitte  A  mit 
der  Tangente  (1),  ziehe  hierauf 
den  Strahl  1  6,  welcher  die 
Tangente  (3)  im  Punkte  C 
durchschneidet,  und  verbinde 
dann  die  so  gefundenen 
Punkte  A  und  C  durch  eine 
Gerade  (P).  Letztere  wird 
nun  von  der  Verbindungs- 
geraden 2  3  in  dem  Punkte  B 
geschnitten,  und  der  durch 
letzteren  und  den  Punkt  5 
gelegte  Strahl  ist  die  Gerade 

5  6  oder  die  gesuchte  Tan- 
gente (5). 

5.  Aufgabe.  Wie  in  3, 

nur  sind  (1)  und  (3)  die  bei- 
den Asymptoten  des  Kegel- 
schnittes, welcher  diesmal  eine 
Hyperbel  ist. 

Lösung.  Hier  sind  die 
Berührungspunkte  von  (1)  und 


angesehen  werden  kann  als  der 
Schnittpunkt  der  Tangenten 
(5)  und  (6),  wobei  wieder  her- 
vorgehoben wird,  dass  hier  (1) 
und  (2),  (3)  und  (4),  (5)  und  (6) 
je  ein  Paar  zusammenfallen- 
der Tangenten  der  Curve  re- 
präsentieren. Nach  dem  Satze 
von  Briauchon  ist  sonach,  be- 
hufs constructiverBestimmung 
des  Berührungspunktes  5,  fol- 
gender Weg  einzuschlagen. 
Man  verbinde  nämlich  den 
SchnittpunktderTangenten(l) 
und  (2)  oder  den  Berührungs- 
punkt 1  durch  einen  Strahl  [A) 
mit  dem  Schnittpunkte  der 
Tangenten  (4)  und  (5),  desglei- 
chen den  Schnittpunkt  der 
Tangenten  (3)  und  (4)  oder 
den  Berührungspunkt  3  durch 
die  Gerade  (C)  mit  jenem 
Punkte,  in  welchem  die  Tan- 
genten (1)  und  (6)  sich  treffen; 
der  den  Strahlen  (A)  und  (C) 
gemeinsame  Punkt  B  be- 
stimmt nun  mit  dem  Schnitt- 
punktederTangenten(2) =(1) 
und  (3)  =  (4)  die  Gerade  (S), 
welche  die  Tangente  (5)  in 
dem  gesuchten  Punkte  5  trifft. 

6.  Aufgabe,  Wie  in  4, 

nur  sind  (1)  und  (3)  die  bei- 
den Asymptoten  des  Kegel- 
schnittes, welcher  diesmal  eine 
Hyperbel  ist. 

liösuug.    In  dem  vor- 
liegenden Fall  (Fig.122)  ist  der 
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Fig.  121. 

(3)  mit  dem  Kegelschnitte 
die  unendlich  fernen  Punkte 
1«  =  2^  und  3„  =  4     die- 

00  00  00  OD 

ser  Geraden  (Fig.  121).  Man 
ziehe  deshalb  durch  den  Punkt 
5  einen  Strahl,  welcher  zu 
der  einen  Asymptote  (3)  pa- 
rallel gerichtet  erscheint  und 
die  andere  (1)  im  Punkte  A 
trifft,  lege  hierauf  durch  den 
nämlichen  Punkt  5  eine  Pa- 
rallele zu  der  Asymptote  (1) 
und  erhält  als  Schnitt  mit  (3) 
den  Punkt  C.  Diese  beiden 
eben  gefundenen  Punkte  A 
und  C  bestimmen  nun  wieder 
die  Gerade  (P);  der  durch 
den  Punkt  5  parallel  zu  (P) 
gelegte  Strahl  ist  dann  die 
Tangente  (5),  gelegt  im 
Punkte  5  an   die   Hyperbel. 


Fig.  X22. 

Schnittpunkt  von  (1)  mit  (2) 
der  unendlich  fern^  Punkt  J^ 
von  (1),  desgleichen  repräsen- 
tiert auch  der  unendlich  ferne 
Punkt  3^  von  (3)  den  Schnitt- 
punkt von  (3)  mit  (4).  Der 
Berührungspunkt  5  der  Tan- 
gente (5)  mit  der  Hyperbel 
wird  sonach  in  nachfolgender 
Weise  gefunden.  Man  ziehe 
nämlich  aus  dem  Schnitt- 
punkte von  (3)  mit  (5)  eine 
Parallele  (A)  zu  (1),  ebenso 
aus  dem  Schnittpunkte  der 
Strahlen  (1)  und  (5)  eine  Pa- 
rallele (C)  zu  (3),  und  ver- 
binde hierauf  den  gemein- 
samen Punkt  von  (A)  und  (C) 
durch  eine  Gerade  (P)  mit 
dem  Schnittpunkte  von  (1) 
und  (3) ;  alsdann  trifft  (P)  die 
Tangente  (5)  in  dem  zu 
suchenden  Punkte  5. 
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Capitel  XIV. 
Kegelsehnittsbüschel  and  Kegelschnittsreihe. 

(Invariantentheorie  del*  Kegelschnitte.) 

§  86.   Transformation  der  Oleichnngen  U  =  o  nnd  2  =  o 

anf  ein  anderes  Coordinatendreieck. 

Die  in  den  früheren  Paragraphen  bereits  vielfach  in 
Anwendung  gekommene  allgemeine  Gleichung  der  Curven 
2.  Ordnung  U  ^  J'cii.k  XiXt  =  o  lässt  sich  auch  kürzer 
darstellen  durch  eine  der  symbolischen  Gleichungen: 


hx^  =  o, 


2 


(448)...   a^^  =  Oy 
wenn 

«x  =    «1  a?i  +  «2  ^2  +  ^3  ^3  ; 

(449)  ...  ix  =  6i  a?!  +  62  «^2  +  *8  ^3  > 

Cx  C^  Xi  -y-  C2  X2  ~J~  Cg  a?3 

ist  und  die  hier  vorkommenden  symbolischen  Coefficienten 
o,-;  &,;  Ci  den  Relationen  unterliegen: 


a 


in 


a, 


^1     —  W  ; 


(450) . . .      a^,2  =  ötj  a2  =  61  63  =  c^  c 


2 


.  .  .  Öt3j3    — —    Ctg       Ö3       C3    . 


a,% 

«1«2? 

ttj  a3 

«1 

aa 

«3 

h   *2? 

62  ^ 

6363 

■-^    01^2^3 

il 

62 

&3 

^1  ^37 

^2  ^3» 

*^8 

Cl 

Ca 

C3 

Dadurch  wird  nun  zunächst  die  Discriminante  der  temären 
Form  U  =  J'cti^kXiXk  oder  ax^  gleich 


Ä  = 


und  hieraus  folgt,  wenn  man  die  rechts  vom  Gleichheits- 
zeichen aus  den  symbolischen  Coefficienten  ai,  hi  und  d 
gebildete  3*  elementige  Determinante  mit  dem  Symbol  (abc) 
bezeichnet  und  gleichzeitig  darauf  Bedacht  nimmt;  dass  die 
gleichwertigen  symbolischen  Coefficienten  o,-,  ft,  und  c,-  be- 
liebig mit  einander  vertauscht  werden  können, 

^  =  a^  62  ^3  (öt  ft  c)  =  a^  Cg  63  {acb)  =  h^  a^  Cj  (bac)  = 
b^  c^a^ibca)  =  c^a^b^icab)  =  c^  62  ^3  (^ '^  ^t) , 
mithin 
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(451)  ...  Ä  =  ^{abc)\ 

Wir  werden  in  Hinkunft  von  dieser  symbolischen 
Gleichung  häufig  Gebrauch  machen  und  versuchen  nun  mit 
derselben  zu  ergründen^  was  mit  der  Discriminante  A  ge- 
schieht; wenn  man  die  Gleichung  U  =  o  auf  ein  anderes 
Coordinatendreieck  bezieht.  Nennt  man  zu  diesem  Zwecke 
x/  die  trimetrischen  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der 
Curve,  bezogen  auf  das  neue  Coordinatendreieck;  so  bestehen 
nach  §  29  zwischen  diesen  und  den  Coordinaten  Xi  des- 
selben Punktes  die  drei  Beziehungen: 

(452)  ...      a?a  =  §2  «i'  +  %  a?a'  +  Ja  x^\ 

woraus  sich  ergibt,  wenn  man  dieselben  der  Reihe  nach 
mit  den  symbolischen  Coefficienten  a^,  a^y  a^  multipliciert 
und  dann  addiert: 

«X  =  ai  »1  -|-  aa  «^  +  ag  ajg  =  (a^  g^  +  «2 12  +  «3  &)a?i'  + 

(«1  %  +  «2  %  +  «3  %)  ^2    +  («1  ^1  +  «2  ^2  +  «3  ^3)  ^s'    = 

^i'^i' "h^a'^a' "I"  ^3' ^3'  =  ^'*'" 
Die  auf  das  neue  Coordinatendreieck  transformierte  Gleichung 

vorliegender  Curve  2.  Ordnung  lautet  sonach  in  symbolischer 

Form : 

(a)  .  .  .     aV*  =  0,       6V^  =  ö,       cV^  =  0, 

und  es  ist  hierin  wieder 

aV  =  «i'  «1'  +  «2'  ^%  +  0^3'  ajg', 
(6)  .  .  .       6V  =  61'  a?/  +  62'  3^2'  +  ^3'  ^z\ 

C  j;'    =    C^    X-^    -f-  Cg    X^    "1^3    "^Z  } 

wobei  die  hier  vorkommenden  symbolischen  Coefficienten 
ai den  Relationen  unterliegen : 

(c) .  .  .      a^'  =  j  a,  gi;      aa'  =  J  ct<  ^o       «3'  —  J  ^'  ^*' 

Es  ist  demnach  auch  die  Discriminante  der  transformierten 
Form  aV*  =  6V*  = gleich 

und  weil  die  3*  elementige  Determinante 
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«1     «2     ^3 

b^    6a    Jg 


'3 


«i'  «2'  «s'  /*«.!<;  J*«<^.,  J*a*5< 

61'  W  W    =    fbiSi,  J%Vi>  fbiSi 
Ci'   Ca'   Cg'  fci§iy   fcifii,   faSi 

Sl     §2     S3 
Vi     %     ^3 

31       58      »3 

ist,  so  besteht;  wenn  man  noch  die  Determinante  der  Sub- 
stitution mit  d  bezeichnet;  also  setzt 

(453)  ...  rf  =  (g^J),    . 
zwischen  (a'  &'  c')  und  (a  6  c)  die  Beziehung 

(454)  .    .    .  {a'b*&)  =  rf.(a6c), 
weshalb  auch  nach  61.  (451) 

(455)  ...  A'  =  ÖKÄ 

wird.  Nun  versteht  man  unter  einer  Invariante  einer  homo- 
genen Function  oder  Form***)  f(xi  x^  x^)  diejenige  aus  den 
Coefficienten  dieser  Form  gebildete  Function,  welche  bis 
auf  einen  constanten  Factor  ö^  unverändert  bleibt,  wenn 
man  unter  Voraussetzung  linearer  Transformationen,  diese 
Coefficienten  ersetzt  durch  jene  der  transformierten  Form. 
Dabei  heißt  die  hier  vorkommende  Größe  6  der  Modul.  Es 
ist  klar,  dass  die  eben  gegebene  Definition  einer  Invariante 
auch  dann  aufrecht  erhalten  bleibt,  wenn  in  der  Form 
/(aj^aja^s)  an  Stelle  der  trimetrischen  Punktcoordinäten 
trigonale  Liniencoordinaten  treten,  und  dass  das  Verschwinden 
einer  Invariante  solche  Eigenschaften  der  Cnrve  f(XiX2X^)  =  0 
ausdrückt,  welche  durch  lineare  Transformationen  unzer- 
störbar sind.  In  Anbetracht  der  eben  gegebenen  Definition 
ist  daher  nach  Gl.  (455)  auch  die  Discriminante  Ä  der  ter- 
nären  Form  U  ==  J*ai,k<CiXt  eine  Invariante  der  letzteren, 
und  drückt  sonach  die  Ret.:  A  =  0  die  Bedingung  aus, 
unter  welcher  die  Gl.  U  =  0  ein  Geradenpaar  darstellt, 
gleichgiltig  auf  welches  Coordinatendreieck  diese  Gleichung 
sich  bezieht. 

Wir  haben  bereits  gesehen,  dass  die  symbolische  Glei- 
chung ax^  =  0  durch  die  lineare  Transformation  (452)  über- 
geht in  aV^  =  Oj  wobei  noch  ax^  =  aV^  ist.     Von  selbst 


***)  Siehe:  Invariantentheorie  von  Gordan. 
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tritt  nun  die  Frage  heran^  was  geschieht  bei  dieser  Trans- 
formation mit  der  reciproken  Gleichung  J*Ai,iUiUt  =  o  von 
«a:  *=  o  ?  Diese  Frage  kann  aber  erst  dann  beantwortet  werden, 
wenn  man  das  hier  vorkommende  Gleichungspolynom  durch 
eine  3*  elementige  Determinante  ersetzt.  Unter  Zugrunde- 
legung der  in  (450)  angeführten  Bezeichnungen  ist  nämlich : 


«1     «2     ^3 


2 
=  [(«2  *8  —  ^8  *2)  ^l  +  («3  *1  —  «1  ^3)  ^2  + 


b^    h.2    63 

%     ^2    ^3 

(a,  62  — aa  61)^3)]*  =  («2^63*+ ötsHa^— 2a2  agSg  Jg)!*!^ + 

2(aa  ag  tj  63  4-«i  ötgia  ig  —  «s^^^i  h  —  «1  «2  i3^)^i  ^2  + = 

=  2[(aa,aag,3— a2,3^)Wi^+2(ai;3aa,8— ai,aa3,3)MiWa+ ], 

oder 

(456)  .    .    .        {abuy  =  2J"Ai,kUiUk, 
weshalb  auch 

(457)  ...  {abuy  =  0 

die  reciproke  Gleichung  von  aar*  =  0  darstellt.  In  ana- 
loger Weise  ist  daher  (a'  6'  u^y  =  0  die  reciproke  Gleichung 
von  a'x'*  =s  Op  und  hat  man  sonach  nurmehr  die  Beziehung 
zwischen  {a*Vu')  und  {abu)  ausfindig  zumachen,  um  jene 
zwischen  J*AU,i:UiUk  und  J'Ai^kUiUi  zu  finden.  Dies  ist 
aber  sehr  leicht,  indem  zwischen  den  symbolischen  Coef- 
ficienten  o,,  6<,  c,-  und  a/  bi  c»'  die  in  (c)  angegebenen  Be- 
ziehungen bestehen,  welche  überdies  auch  gleichzeitig  für 
die  trigonalen  Liniencoordinaten  ut  und  t^'  gelten,  wie  sofort 
gezeigt  werden  wird.  Es  ist  nämlich  nach  den  Transfor- 
mationsgleichungen  (452),  wenn  t^  und  Ui'  die  trigonalen 
Coordinaten  eines  Strahls,  bezogen  auf  das  alte,  beziehungs- 
weise neue  Coordinatendreieck  repräsentieren, 

^1  a?!  +  U^X2-\-  U^  X^    =    {U^  gl  +  t*2  §2  +  ^3  Ss)«/  + 
(^1  Vi  +  ^2  %  +  ^3  %)  ^2'  +  (»1  fl  +  ^2  ?2  4-  ^3  S3)  a^s'    = 

^1    •''1    "T"  ^2    »^2     "r"  ^3    ^^3   > 

daher  in  der  That 

(d).  .     t^/  =  J  «I  gf,        Wa'  =  I  «*»i^O       ^3'  =     ^f  &•• 

Man  hat  demnach  auch  unter  gleichzeitiger  Berücksichtigung 
dek*  Relationen  (c) 
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a^     a« 


8 


6  '   6 


8 


u^    u 


8 


a^   a<>   cb 


8 


&1     ^2     *8 
Cj     C2     C3 


««'  S<^i^ij    S<^iViy    S^i^i 

fh^i,  fhnn  fhiii 

f^§i7    f'^iVh    f'^iSi 

§1     §9     I3 
^1     %     ^3 

61     62     93 

oder  in  kürzerer  Schreibweise 

(458)  .    .    .  (a'6'wO  =  ö.(abu\ 

» 

woraus  sich  ergibt,  wenn  man  beide  Theile  der  eben  ge- 
fundenen Grleichung  quadriert  und  gleichzeitig  darauf  Bedacht 
nimmt,  dass  nach  Gl.  (456)  wieder  die  Beziehung  besteht 
(a'  b'  u'y  =  2J*A\^tUiUkf  wenn  A\^k  zu  A'  in  demselben 
Verhältnisse  steht,   wie  -4/,t  zu  A, 

(459)  .  ,  .     SAU,kUi'ut'  =  d^.fAi^UiUk* 

In  der  Algebra  wird  nun  eine  solche  aus  den  Coef- 
ficienten  einer  homogenen  Function  oder  Form  f{x^  X2  «3) 
und  den  trimetrischen  Punktcoordinaten  Xi  gebildete  Func- 
tion, welche  bis  auf  einen  constanten  Factor  rf^  unverändert 
bleibt,  wenn  man  unter  abermaliger  Voraussetzung  linearer 
Transformationen  diese  Coefficienten  und  Punktcoordinaten 
ersetzt  durch  jene  der  transformierten  Form,  eine  Covariante 
von /(ajjaJaüjg)  und  diejenige  Curve,.  welche  analytisch  be- 
stimmt erscheint,  wenn  man  diese  Covariante  gleich  Null 
setzt,  eine  covariante  Curve  von  der  durch  fix^x^x^)  =  o 
gegebenen  Curve  genannt;  dagegen  heißt  eine  solche  aus 
den  Coefficienten  von  f{x^  x^x^)  und  den  trigonalen  Linien- 
coordinaten  Ui  construierte  Function,  welche,  wenn  man  sie 
linear  transformiert,  ebenfalls  nur  um  einen  constanten 
Factor  6^  sich  verändert,  eine  zugehörige  Form  oder  Contra- 
variante von /(a?!  ajgCCs)  und  diejenige  Curve,  welche  ana- 
lytisch ausgedrückt  wird,  sobald  man  die  eben  definierte 
Contravariante  gleich  Null  setzt,  eine  contravariante  Curve 
von  /(x^x^x^)  =  0.  Eine  jede  dieser  Curven  steht  zu  der 
Curve  fix^x^x^)  =  0  in  einer  gewissen  Beziehung,  welche 
durch  lineare  Transformationen  unzerstörbar  erscheint.  Zu- 
folge der  eben  gegebenen  Definition  und  der  letzten  Glei- 
chung ist  sonach   auch  J*Ai,u  Ui  Uk  eine  Contravariante  der 


XIV.  §  86.  Transformation  der  Gleichungen. 


425 


ternären  Form  U  =  y*a,-,i  Xi  Xk  uüd  bestimmt  J*Ai^t  i^Uk==  o 
die  Gesammheit  aller  Strahlen^  welche  den  Kegelschnitt 
U  =  0  umhüllen. 

In  Anbetracht  des  später  in  diesem  C^pitel  noch  Vor- 
zuführenden erscheint  es  unbedingt  geboten^  dieselben  Unter- 
suchungen auch  für  Curven  2.  Classe  anzustellen.  Zu 
diesem  Zwecke  sei  zunächst  bemerkt,  dass  auch  die  allge- 
meine   Gleichung    der    Curve    2.    Classe:     JJ*  =  «1,^  w^ ^ -f- 

2  «i;2  **i  ^2  "h  •  •  •  •  +  ^93  ^3^  =  0  sich  wicdcr  kürzer  dar- 
stellen lässt  durch  eine  der  symbolischen  Gleichungen: 


3 


««-  =  0, 


ßj    =    0, 


Yu 


2 


(460)  .    .    . 
in  welchen 

Ou  =   «1  t*i  4-  «2  t^a  +  «3  ^3  ? 

(461)  .    .    .        Ä  =  /?i  Wi  +  /Sa  «*2  +  Ä  ^8  > 

7«  =  7x^1  +  n  ^2  +  /s  ^9 
ist  und  die   hier  vorkommenden   symbolischen  Coefficienten 
«,;  ßi,  Ji  den  Relationen  unterliegen: 

«in   =  «i'  =  /^i'  =  7iS 

(462)  . .  «1,2  =  «1  «2  =  A  /^a  =  7i  72 


•  •   •   •  (Xi 


8?3 


=    «3'    ==   A'    =    78 


E  = 


Dadurch   erhält  man    nun  für  die  Determinante  E  der  ter- 
nären Form  ü  =  J*ai,hUiUk  zunächst  wieder  die  Gleichung 

«1^  «1«2?  «1«3 
ßlß^J  ß2^7  ßzßz 
7l  7B7     / 2  /3>       / 3 

und  aus  dieser  folgt  in   der   bei   der   symbolischen  Bestim- 
mung von  Ä  bereits  angegebenen  Weise 

1 


'3 
2 


«1  ^2  72 


«1 

«2 

«a 

ßl 

ß^ 

ßz 

n 

7i 

n 

(463)  . 


E  = 


iaßr)\ 


wenn  durch  das  Symbol  (aßy)  die  aus  den  symbolischen 
Coefficienten  a,,  /9,-,  /<  gebildete  3^  elementige  Determinante 
bezeichnet  wird.  Es  ist  klar,  dass  auch  die  Discriminante  E 
eine  Veränderung  erleidet,  sobald  die  Gleichung  der  Curve 
auf  ein  anderes  Coordinatendreieck  bezogen  wird.  Um  nun 
diese  Veränderung  ebenfalls  zu  studieren,  seien  Ui  die  tri- 
gonalen  Coordinaten  irgend  einer  Tangente  der  Curve  2=0, 
bezogen  auf  das  neue  Coordinatendreieck,  und 
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ttj    =   Si  w/  +  H^  u^*  +  Zi  u^\ 

(464)...      t*2   =   32  u^' +  H^  u^'  'i*  Zc^  u^% 


u 


3 


die  Beziehungen^  welche  nach  §  29  zwischen  Ui  und  ut  be- 
stehen. Aus  diesen  Gleichungen  findet  man,  sobald  die- 
selben der  Beihe  nach  mit  den  sjrmbolischen  Coefficienten 
^1}  ^27  ^3  inultipliciert  und  alsdann  addiert  werden^ 

du  =  a^u^  +  a^u^  +«3^3  =  («1  'Si+.aa  'S'a  +  «s  K) '^i  + 
(a,  Äi  +  «2  ^2  +  «8  ^3)  ^2'+  («1  Zi  +  a^Z^  +3  Z3) u^'  = 

weshalb  die  auf  das  neue  Coordinatendreieck  transformierte 
Gleichung  vorliegender  Curve  2.  Classe  lautet: 

(e)  .  .  .       aV*  =  0,     /9V*  =  0,     yV^  =  0, 

wenn  die  hier  vorkommenden  Symbole  definiert  erscheinen 
durch  die  Relationen: 

aV  =  «i'  t*i'  +  «2'  ^2'  +  «3'  ^3'? 
.  .       ^V  =  /9i'  w/  +  ß2'  <  +  Ä'  ^z'y 
7V  =  7i'  t^i'  +  72  ^^2  +  /s'  ^s' 


(/) 
und 


i  =-  3 


t  =  3 


t'  =  3 


ig)- 


i  =  1 


i=l  1=1 

Es  ist  daher  auch  die  Determinante 

fOiSiy      fdiHiy       fOiZi 
Sßi  Si  ,      Sßi  ^<  9       Sßi  ^i 

fnSi,    fnHi,    fy^Zi 

«1  «2  «3 

ß\  A  ßz 


a/  Oa'  «3' 

^i'  ^2'  ^3' 
7/  72'  73' 


*^17     *^2>     *^8 
^1       ^2      ^3 


z,    z, 


2 


'3 


7i  72  73 


und  besteht  somit,   wenn  man   noch   die  Determinante  der 
Substitution  mit  A  bezeichnet,  also  setzt 

(465)  ...  J  =  {SHZ), 

zwischen    den    3^    elementigen  Determinanten  {a*  ß*  Y)  und 
{aßy)  die  Beziehung 

(466)  .    .    .  {a'ß'Y)  =  A.iaßy), 

aus  welcher  nach  der  früheren  Gleichung  (468)  und  wegen 
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E^  =  ^{a^ß^fY  folgt 

(467)  ...  E'  =  AKE, 

und  woraus  man  in  Anbetracht  der  vorher  gegebenen  De- 
finition einer  Invariante  ersieht^  dass  die  Discriminante  E 
der  temären  Form  2  ^=  J*ai^k  Ui  ut  eine  Invariante 
dieser  Form  darstellt.  Die  Relation  E  =  o  drückt  die 
Bedingung  aus,  unter  welcher  die  Gleichung  2  =^  o  ein 
Punktpaar  angibt,  dabei  ohne  Rücksichtnahme  auf  das 
Coordinatendreieck,  auf  welches  die  Gleichung  ^  =  o  sich 
bezieht. 

Zum  Schlüsse  ist  noch  eu  untersuchen,  was  durch  die 
lineare  Transformation  (464)  mit  der  reciproken  Gleichung 
J*Ei^i  XiXk  =  0  von  2J  =  0,  oder  «„*  =  o  geschieht,  indem 
bereits  gezeigt  wurde,  dass  durch  diese  Transformaticm 
a^^  z=  0  übergeht  in  aV*  =  ö,  wobei  noch  «„*  =  «'«'*  ist- 
Um  nun  auch  die  vorliegende  Frage  zu  beantworten,  führe 
man  wieder  das  Gleichungspolynom  J*Ei^  Xi  Xt  zurück  auf 
eine  3*  elementige  Determinante.  Unter  Zugrundelegung 
der  in  den  Gleichungen  (462)  angegebenen  symbolischen 
Bezeichnungen  ist  nämlich: 
s 

=  [(«a  ß^—fh  ß^)  ^1  +  («3  ßi  —  «1  ft)  ^2  + 


«1 

«2 

«8 

ßx 

ft 

ßz 

«1 

«a 

«8 

2  («a «8/^1  ft  +«1  «3 ß^ ßs—(h^ßi ß2  —  «1  «a ßs^  «ia^2  + = 

2[(a2«  «3;3  —  «2>3^)  »1^  +  2  («13,  «2,3  —  o^,^  «3)3)«?!  a?2  + ], 

oder 

(468)  .    .    .        (aßxy  ^'ZfEi,,XiXt, 
weshalb 

(469)  .    .    .  (aßx)^  =  0 

als  die  reciproke  Gleichung  von  Ou^  =  o  erscheint.  Selbst- 
verständlich ist  nun  auch  {a*  ß*  x*Y  =^o  die  reciproke  Glei- 
chung von  a'tt'  *  AB  o^  und  hat  man  sonach  nurmehr  die  Be- 
ziehung zwischen  den  beiden  3^  elementigen  Determinanten 
(«'  ß'  X*)  und  («  ß  x)  ausfindig  zu  machen,  um  die  noch  aus- 
ständige Frage    zu  beantworten.     Zu    diesem  Zwecke    wird 
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wieder  bemerkt,  dass  die  zwischen  den  symbolischen  Coeffi- 
cienten  a„  ßi,  /i  und  a,',  /9/,  7/  bestehenden  Relationen  {g)  auch 
für  die  trimetrischen  Punktcoordinaten  Xi  und  Xi  Giltigkeit 
haben;  denn  aus  den  Transformationsgleichungen  (464)  folgt  ja 

«1  %  +  a?2  ^2  +  i»8  ^3  ==  ('Si  a?!  +  Äa  aja  +  Sg  ajg)  i^^'  + 
(^1  aJi  4-  iTg  0^2  +  Äg  a?3)  u^*  +  (Zi  a?i  -^Z^x^+  Z^  x^)  Wg'  = 

und  hieraus  im  Sinne  der  eben  ausgesprochenen  Behauptung 

*  =  S  t  =  3  t  =  8 

(Ä)  .  .  .  Xi'  ==\3iXiy  Ä?2'  =     Hi  Xij  »3'  =     Zi  Xi] 

i  =  1  i  =  1 

es  ist  daher  auch  die  Determinante 

J'c^Siy  fckHi^  SciiZi 


t  =  1 


CCi 


«o*  a 


3 


A'    /?.'    /?3' 


Xt      Xc 


iX^o 


fßiSi,  J'ßiHt,  fßiZi 

J'SiXi,   S^i^}   S^i^i 


V       V       V 

«1  «2  «3 

H^    H2    ffs 

• 

/?!    /^2    /^3 

Z^    Z^    Z3 

Xy     X2     X^ 

oder  in  der  kürzeren  Schreibweise 

(470)  .    .    .  {a'  ß'x')  =  A.{aßx), 

woraus  man  wieder  findet,  sobald  man  beide  Theile  obiger 
Gleichung  quadriert  und  noch  darauf  Bedacht  nimmt,  dass 
nach  Relation  (468)  auch  {a'  ß'  x'Y  =2  f  Eii  Xi*  xt*  sein 
muss,  wenn  JE?',,*  aus  E*  in  derselben  Weise  hervorgeht 
wie  Ei;k  aus  JS, 

(471)  .  .  .     SE\,^XiX^  =  A\fEi,uXiX,, 

und  diese  Gleichung  sagt  wieder  aus,  dass  J*Ei^h  aj,  Xk  eine 
Contravariante  der  ternären  Form  J*ciQc  Ui  ujc  ist. 

§  87.  Gleichung  eines  KegelsclmittsbtlschelB  und  einer  Kegel- 
schnittsreilie.   —   Die  simultanen  Invarianten  ^112;  -^122  ^>^^ 

In  §  61  wurde  bereits  gezeigt,  dass  zwei  Kegelschnitte 
U*  ^  SoiyifXiXi:  =  0  und  U'*  =  J'ai^k'xiXk  =  0  vier  ge- 
meinsame Punkte  Pj P4    besitzen,    die    auch   paarweise 

imaginär  erscheinen  können.  Bezeichnen  daher  vorüber- 
gehend yi  —  i  =  1,  2,  3  —  die  trimetrischen  Coordinaten  eines 


XIV.  §  87.  Gleichung  eines  Kegelschnittsbüschels.  429 

solchen  Punktes  P,,  so  ist  an  sich  klar,  dass  für  Xi  =  yt  die 
Gleichungspolynome  ü*  und  ZT"  gleichzeitig  verschwinden 
müssen,  ja  noch  mehr,  es  verschwindet  auch  das  Polynom 
U^  -\-  X  J7",  sobald  man  darin  die  veränderlichen  Coordinaten 
Xi  ersetzt  durch  y„  gleichgiltig  welchen  Wert  der  Para- 
meter X  besitzt,  und  hieraus  folgt  demnach,  weil  noch 
Z7'  +  XU'^  eine  homogene  Function  2.  örades  in  Xi  ift, 
dass  durch  die  Grleichung 

(472)  f^'+'if^"=(ain'+^«in")a'i*+2(ai,/+>lai,/')a'ia'a+ 

. . . .  -^-  (a3,  s    -\-  X  «3, 3  ')  ajg    =  Oj 

oder 

J\ai,k    +  Xai,k')oßiXk  =  o, 

wenn  X  einen  con stauten  Parameter  repräsentiert,  ein  Kegel- 
schnitt dargestellt  wird,  welcher  durch  die  vier  gemeinsamen 
Punkte  Pi  der  beiden  Kegelschnitte  U'  =  o  und  Z7"  =  o 
geht.  Denkt  man  sich  aber  unter  X  einen  veränderlichen  Para- 
meter, so  fließen  aus  (472)  die  Gleichungen  aller  jener  Kegel- 
schnitte, welche  überhaupt  durch  die  vier  Punkte  P«  gelegt 
werden  können.  Man  nennt  nun  in  der  Geometrie  den  In- 
begriff aller  Kegelschnitte,  welche  durch  vier  feste  Punkte 
gelegt  werden  können,  einen  Kegelschnittsbüschel  und  diese 
Punkte  die  Grundpunkte  oder  Nullpunkte  des  Büschels,  und 
es  ist  einleuchtend,  dass  von  diesen  Grundpunkten  alle  reell, 
zwei  reell  und  zwei  imaginär,  oder  endlich  alle  imaginär 
sein  können.  Es  ist  somit  auch  (472),  wenn  X  als  ver- 
änderlich angesehen  wird,  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts- 
büchels  von  den  Grundpunkten  (U'  =  o,  ?7"  =  o).  Die 
Kegelschnitte  U'  =  o  und  Z7"  =  o,  welche  offenbar  diesem 
Büschel  ebenfalls  angehören  und  die  Grundpunkte  des 
letzteren  bestimmen,  heißen  die  beiden  Grundkegelschnitte 
des  Büschels. 

Die  aus  den  sechs  Coefficienten  a,-,*'  -\-  Aa*,*"  gebildete 
3^  elementige,  symmetrische  Determinante -4(^)  ist  wieder  die 
Discriminante  der  ternären  Form  ?7'  +  ^  Z7"  und  wird  auch 
die  Discriminante  des  Büschels  genannt,  während  A*  und 
A**  die  Discriminanten  der  ternären  Formen  J'atyiXiXt  und 
J'oifk^XiXt  oder    der  Kegelschnitte  U*  =^  o   und    ?7"  '=  o 
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(a)  AW: 


bezeichnen  mögen.    Die  zur  Berechnung  der  Discriminante 
Ai^)  dienende  Qleichung  lautet  sonach: 

(«i;2'  +  ^«l?2")    («2>2'+^^?2'0    («27  3'  +  ^<*2;s'0 

(ai,3'  +  Aai,3")  (a2,3'+2aa,8'0  («373' +  ^«3;3'0 
und  aus  derselben  ergibt   sich,    wenn    man    die    darin   vor- 
tfbmmende  Determinante  entwickelt, 

(473)   .  ^W  =  J.".23+3  4i3a;i2+3^n2;i  +  i4', 
sobald  J.'  und  J."  die  eben  angegebenen  Bedeutungen  haben, 
dagegen   die   in  der  letzten  Q-leichung  noch  vorkommenden 
Symbole    A^^^    ^^^   -^122     definiert    erscheinen    durch    die 
Belationen: 


3-^112  = 


(h) 


a 


m 


a 
a 


172 


173 


^1>2  ^1?3 
^272  ^273 
^273     ^373 


+ 


^171  "l72  " 
«ua  **272  ^ 
^173      ^273      ^373 


173 


273 


+ 


171 


172 


a 


173 


^-^122  = 


"l71  **172  "l73 
^172  ^272  ^278 
%73    ^273      ^373 


4- 


a 


// 


171 
172 


^172    ^173 


ötf«Q      ^272    ^273 


^17»      ^273    ^878 


+ 


a 
a 
a 


171 
172 


^172  ^173 
^272  ^273 
^273     ^373 


^  ai.J^  a 


"172 


173 


«372"«        ' 


■'278 


173 


a 


ij 


273 


a 


873 


(474) 
(475) 


aus    Welchen    sich    dann   nach    erfolgter   Zerlegung    obiger 
Determinanten  in  ihre  Minoren  ergibt 

*^ -^112  ^=^^17  1  -^17  1  4"  ^^17  2  -^172  r^27  2  -^272  "t" 
^^17  3  '-^17  8      +    2  «2,3      -^27  8         \       %7  8      -^87  8*7 

3-4i22=öti,i  -a^l;l'  +2^17  2  -^172  'T'^272'^272  "l" 
^01,3    -^1,8        -}-    «0^27  8     -^27  8  I       %7  8    "^7  8     • 

Wählt  man  dagegen  die  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen 

symbolischen    Bezeichnungen,    d.    h.    bezeichnet    man    die 

Gleichungen    der    beiden    Grundkegelschnitte    kurz    durch 

eines  der  folgenden  Gleichungspaare 

(476)  aa:'^^Oy  aJ''^=o\hJ^=o,  hJ*'^=o\  cJ^=o,  cJ'^=o. . ., 

mithin  die  Gleichung  des  Büschels  durch  eine  der  folgenden 

Gleichungen 

in  welchen  die  Symbole  ax,  ax%  bx- den  Relationen 

unterliegen 


t"  ==  3 


t  =  3 


(478) 


ax  =  I  a,'  Xi,     a^:"  =  j  o,"  a?,,     bx'  *=  1 W 

i=  1  i=  l  •  — 


=  8 
Xi 
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und  die  symbolischen  Coefficientea  diy  Oi",  hi  . . , .  mit  den 
wirklichen  o^,*'  und  a^,*"  verbunden  erscheinen  durch 

so  kann  -^^^aj  sowie  A^^^j  durch  das  Quadrat  einer  aus 
diesen  symbolischen  Coefficienten  gebildeten  3^  elementigen 
Determinante  ausgedruckt  werden.     Dann  ist  nämlich: 


3  -4.,  12  — 


a, 


4i2 


a< 


>2 


/2 


+ 


a/ag'  aa"a3"  6, 


6o'6 


8 


/2 


+ 


a, 


6/62'   a.^'a^'^ 


a^* a<^*  6. 


v8 


«2     ^3 


«1    0^8 


60' 6 


2    »'S 


a 


nt 


3 


oder 

34  j  2=  «1  "«2  '*3  '(«"a'6')  —  öl  'aa  "&3  '(a"a'60— «i  '62  *a^*'{af*a*V\ 
und  da  es  offenbar  auch  gestattet  ist,  die  beiden  gleich- 
wertigen Symbole  a*  und  5'  mit  einander  zu  vertauschen, 
erhält  man  aus  obiger  Gleichung  für  A^^^  noch  die  zweite 
Gleichung 

3  iliia  =  —  ai"«3'&2'  (a"a'60  +  «3' a^"  6/  (a"  a' 6')  + 

mithin  durch  Addition  beider 

6^112  =  («/'«a'^^s'  -  <(^^\*  —  <a^'W  +  a2"ö8'6i'  + 

indem  ja  nach  der  Theorie  der  Determinanten  {a**a'V)  = 
{a*h*a*^)  erscheint.     Eine  ganz  analoge  Darstellung  ist  aber 

auch  für -4^22  möglich,  und  man  findet  dann  6  ^.122  =  («"  ^"  0')^  5 
es  wird  daher  unter  gleichzeitiger  Berücksichtigung  der  im 
vorigen  Paragraphen  gefundenen  Gleichung  (451) : 


(480)  . 


^'  =  |(a'6'c0^ 


^112  =^  (a'i'a")^ 


wodurch  aber  gleichzeitig  der  Beweis  erbracht  ist,  dass  A' 
und  -4."  Invarianten  von  U%  raspective  J7";  dagegen  4ii2 
und  -^122  simultane  Invarianten  von  J7'  und  J7"  repräsentieren. 
Transformiert  man  demnacli  die  Gleichung  des  Kegelschnitts- 
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büschels  auf  ein  anderes  Coordinatendreieck,  und  sind  (452) 
die   diesbezüglichen   Transformationsgleichungen^    so    gehen 

nach  (454)  und  (455)  A^^^  ^^^  ^122  ^^^^  ^^  -^112'  =  ^*  •  A12 
und  -äjaa'  =  rf^ .  -4i2<„  wo  rf  die  in  (453)  gegebene  Be- 
deutung hat.  Eine  jede  simultane  Invariante  zweier  Kegel- 
schnitte gleich  Null  gesetzt,  drückt  selbstverständlich  eine 
geometriBche  Eigenschaft  dieser  Curven  aus,  und  diese 
Eigenschaft  ist  durch  lineare  Transformationen  unzerstörbar, 
d.  h.  unabhängig  von  der  Wahl  des  Coordinatendreiecks. 

In  §  61  wurde  aber  noch  gezeigt,  dass  zwei  Kegel- 
schnitte 2J^  =  J'ÄiyiV^Ut  =  0  und  J?"  =  J'AiykUiUt  =  o 
vier  gemeinsame  Tangenten  (TJ. . .  .(T^)  besitzen,  die  auch 
paarweise  imaginär  sein  können.  Bezeichnen  daher  vorüber- 
gehend Vi  die  trigonalen  Coordinaten  einer  solchen  Tangente 
(Ti),  so  werden  oflfenbar  für  Ui  =  v»  die  Gleichungspolynome 
-S'  und  2"  gleichzeitig  verschwinden  müssen,  und  daher  wird 
auch  das  Polynom  2^  -\-  X2*'  fUr  jeden  Wert  von  X  gleich 
null  werden,  sobald  darin  abermals  w,  =  Vi  gesetzt  wird. 
Es  ist  daher  wieder,  sobald  X  als  ein  constanter  Parameter 
angesehen  wird, 

(481)  -^+'1'^  =C^i«'+^4n")«i'+2  (4«'+^4«'>i«a+ 

"r    (-^3>8      "T    ^-^8?  3    J  ^3      ^^    ^J 

oder 

J\Aiyk'  +  XAiyj,'')uiUk  =  0 

die  Gleichung  eines  Kegelschnittes,  welcher  von  den  vier 
gemeinsamen  Tangenten  (T,)  der  Kegelschnitte  -F'  =  0  und 
S"  =  o  berührt  wird,  dagegen  die  Gleichung  aller  Kegel- 
schnitte, welche  diese  vier  Tangenten  berühren,  wenn  X  als 
ein  veränderlicher  Parameter  auftritt,  der  alle  Werte  von 
—  QO  bis  +  00  annimmt.  Der  Inbegriff  aller  Kegel- 
schnitte, welche  vier  gegebene  Strahlen  berühren,  heißt  in 
der  Geometrie  eine  Kegelschnittsreihe  oder  eine  Kegel- 
schnittsschaar,  und  die  gemeinsamen  vier  Tangenten  werden 
die  Grundstrahlen  oder  Nullstrahlen  dieser  Reihe  genannt. 
Daher  ist  (481)  die  Gleichung  einer  Kegelschnittsreihe  von. 
den  Grundstrahlen  {2*  =  0,  -S"  =  0),  wenn  man  X  als 
veränderlieh  ansieht.  Die  Kegelschnitte  -2"  =  0  und  2*  =  o, 
welche  offenbar  dieser  Reihe   ebenfalls   angehören    und    die 


(c)   jBW  = 
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Grundstrahlen  der  letzteren  bestimmen,  heißen  auch  wieder 
die  Grundkegelschnitte  der  Reihe. 

Die  aus  den  sechs  Coefficienten  Ai,k  +  vl-ä^,*"  ge- 
bildete 3  ^  elementige,  symmetrische  Determinante  EW  ist 
wieder  die  Discriminante  der  ternären  Form  2^  -4-  A-S" 
und  wird  auch  die  Discriminante  der  Kegelschnittsreihe 
genannt,  während  E^  und  JS?"  die  Discriminanten  der  ternären 
Formen  J^AiytUiUt  und  J^A^U^kUiU^  oder  der  Kegelschnitte 
^  =  0  und  2'*  z=  0  bezeichnen  mögen.  Die  zur  Be- 
rechnung von  Ei>)  dienende  Gleichung  ist  sonach: 

(^in'"r^-^in")  (A?a'~r^-^i?2")  (-^i;»'"!"^-^!«") 

und  aus  derselben  findet  man  durch  Entwickelung  dieser 
Determinante  nach  dem  Parameter  X 

(482)  .     jE?W  =  jB".  A«  +  3  Bi22  ;i«  +  3^112  ;i  +  JSJ', 

wenn  E'  und  ^"  die  bereits  angegebene  Bedeutung  haben, 
nämlich  die  aus  -4«,  *',  respective  Ai,  *",  gebildeten  3  ^  elementigen, 
symmetrischen  Determinanten  oder  die  reciproken  Deter- 
minanten von  A'y  beziehungsweise  -4",  repräsentieren,  während 
die  Symbole  JJ^jg  ^^^  ^122  ^®^  Relationen  unterliegen: 

(483)  ^^ii2==-^in''-®in'   I   2-4i,a''^j,2'  +  -42,2''-ß'2;2'4" 

r^-kJ."!         ^-^122  =-^in'-^i;i""f"^^i?2'^i>2'  T"-^2?2'-^2;2"4~ 
-^    -^1?8    ■^l;3         "T      ^    -^2?  3    ^2?  8         "T     -^3?  8    -^^3?  3     • 

Hierbei  sei  noch  erwähnt,  dass  Ei,k  zu  E  und  jB»,*"  zu  JS" 
in  demselben  Verhältnisse  stehen,  wie -4;,*  zu  ^.  Nachdem 
aber  E  und  jE7"  die  reciproken  Determinanten  von  A\ 
respective  A*%  darstellen,  so  ist  auch  E'  =  A'^,  E*  =  A*'^j 
Eiyu  =  ai,k  A*  und  Eiyjc*  "=  ai,*"-^",  demnach  zufolge  der 
früher  gefundenen  Gleichungen  (474)  und  (475): 

(485)     .        £?,i2    =    ^'.^122,  ^122    =    ^".^U2- 

Es  sind  somit  E'  und  E**  Invarianten  von  -5?',  beziehungs- 
weise -2^',  dagegen  JSJj  12  und -B^  2  2  simultane  Invarianten  von 
2f  und  2",  und  dieselben  ändern  sich,  wenn  die  Gleichung 
der  Kegelöchnittsreihe  auf  ein  anderes  Coordinatendreieck 
bezogen  wird  und  (464)  die  diesbezüglichen  Transformations- 

Hakitbb,  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte.  28 
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gleictungen  repräsentieren,  bloß  um  den  Factor  J^,  wo  J 
die  durch  Gleichung  (465)  gegebene  Bedeutung  hat.  Dies 
folgt  sofort  aus  den  Gleichungen  (467)  und  (485),  wenn  man 
noch  bedenkt,  dass  beim  Übergänge  zu  einem  anderen 
Goordinatendreieck  A%  A!%  A^^^  und  -4^22  ^*^  ^^  sich 
ändern,  dagegen  zwischen  A  und  6  nach  §  59  die  einfache 
Beziehung  besteht  A  =  cf  *,  indem  ja  A  die  reciproke  Deter- 
minante von  6  darstellt. 

1.  Beispiel.     Es   sei  das  Goordinatendreieck    ein   ge- 
meinsames   Polendreieck    für    beide    Kegelschnitte,    mithin 

f7"'  =  ai,i'aJi2  +  a2,2'«2^  +  «8?3'^3*  ™<i  ^"  =  öt,,i"^i^  + 


«2,  a 

"x^^ 

+ 

%7  3      ^8    • 

Da,nn  wird  A* 

«17 

l'«2< 

>  2     «87 

3  7 

A" 

=     O,,! 

«*2?2 

^3?  3 

«1,1    ( 

^27  2 

«373' 

+ 

<\n 

<^8?3 

'+«tin 

^2?2' 

'«SJS"    ^^<i  3^4^22— «171 

»272 

«873 

+ 

«IM 

^2?  2 

'  ^        "    _l_ 

^IM      ^27  2     ^87  3  • 

2.  Beispiel.  Das  Goordinatendreieck  ist  dem  ersten 
Kegelschnitte  eingeschrieben,  dem  zweiten  aber  umgeschrieben, 
weshalb  nach  §  65  bekanntlich  ?7'  ==  2  «1,3  x^x^-\'%  «1,3  ccj  asg  + 
2a2,8a?2a33  und  ^7"  =  a2,3  2a?,2  _  g^^^^^^^ ^^5^^^^  +«i73^a^2^  — 

2ai,2«273^i^8  ^2ai,2ai,3aJaa?3 +ai,2^«3*  wird  und  folg- 
lich auch  ^'  =  2  ai,aai,8a2,87  A**  =  —  4ai,2X;s^«278^ 

3-^112  =  —  («172  «172  +«173  «173  +  «278  «273>)^    ^^^    3^122  = 
4  «17  2  «17  3  «27  3    («17  2  «17  2     "T    «17  3  «17  8     4"    «27  3  «2?  3)' 

3.  Beispiel.  Die  Gleichungen  der  beiden  Kegel- 
schnitte lauten :  U^x^  -j-y^  —  ri*=o  und  Z7"  =  a7^-}-y^  — 


2 


+ 


^2 


2 


2  a2  ^    —    2  ^2  y    H"    «2      ~r    »^2     —   '2 

4'  =  -riS  ^"  =  -r2^    34,,2=«2'  +  &2'-2r,2 


0.     Hier  wird 

^  2 


und  3  J-i 


22 


CKr 


+      62'      -      2^2'      -     ^1'. 


§  88.    Sätze  über  Kegelsclmittsbftschel  und  Kegel8olmitt8reihe&. 


Satz.  Durch  jeden  Punkt 
in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnittsbüschels geht  ein 
Element  des  letzteren. 

Beweis.  Die  Gleichung 
eines  Elementes  des  Büschels 
ist  nach  (472) 


Satz.  Eine  jede  Ge- 
rade in  der  Ebene  einer  Kegel- 
schnittsreihe wird  von  einem 
Elemente  der  letzteren  berührt 

Beweis.  Die  Gleichung 
eines  Elementes  der  Reihe 
ist  nach  (481) 
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U'  -{-  X  CT"'  =  0. 
Sali  nitit  dieses  Element  durch 
den  Punkt  Mq  von  den  tri- 
metrischen  Coordinaten  oOi^^^ 
gehen;  so  muss  obige  Glei- 
chung befriedigt  werden  fllr 
Xi  =  a?/^^,  was 

bedingt,  wenn  Z7o'  und  f/o" 
das  Ergebnis  der  Substitution 
von  Xi  =  Xi^^^  in  ?7',  respec- 
tive  ?7",  darstellen. 


Soll  nun  dieses  Element  die 
Gerade  (Lq)  von  den  trigo- 
nalen  Coordinaten  !*,('')  be- 
rühren, so  muss  obige  Glei- 
chung befriedigt  werden  fUr 
Ui  ==  ufi*\  was 

bedingt,  wenn  JSq'  und  2?o" 
das  Ergebnis  der  Substitution 
von  Ui  =  Ui^^^  in  -2^,  respective 
-S",  darstellen. 


Eliminiert  man  nun  aus  den  beiden  obigen  Gleichungen  den 

Parameter  X,  so  ergibt  sich: 


(a) 


U' 


Uo' 


ü" 
U  " 


■^0 


-2^0 


// 


(i) 


als  Gleichung  desjenigen  Elementes 


des  Büschels,  welches  durch 
den  Punkt  M^  geht, 


der  Reihe,  welches  den  Strahl 
(Xo)  berührt, 


womit  obiger  Satz  erwiesen  erscheint. 


Satz.  Es  existieren  stets 
zwei  Elemente  im  Kegel- 
schnittsbüschel, welche  eine 
gegebene,  in  der  Ebene  des 
Büschels  liegende  Gerade  be- 
rühren. 

Beweis.  Um  die  Richtig- 
keit des  soeben  ausge- 
sprochenen Satzes  zu  be- 
weisen, benöthigt  man  die 
reciproke  Gleichung  von 
(472).  Nach  §  59,  Gl.  (367), 
lautet  dieselbe 

(c)  .  .  J*Ai,kWuiUi  =  a, 
wenn  -4,-,jfcW  zu  AW  in  der- 
selben Beziehung  steht,  wie 
früher  Ai^k   zu    Aj  und   A{i) 


Satz.  Es  existieren  stets 
zwei  Elemente  in  der  Kegel- 
schnittsreihe, welche  durch 
einen  gegebenen,  in  der  Ebene 
der  Reihe  sich  befindlichen 
Punkt  gehen. 

Beweis.  Um  die  Richtig- 
keit des  obigen  Satzes  zu 
constatieren,  benöthigt  man 
zunächst  die  reciproke  Glei- 
chung von  (481).  Nach  §  59, 
Gl.  (368),  ist  dieselbe 
J*Ei,]tO')xiXk  =  Oj  .  .  (d) 
wenn  Ei^aW  aus  EW  in  der- 
selben Weise  hervorgeht,  wie 
früher  Ei^t  aus  E,  und  EW 
die  in  §  87  durch  Gl  (c)  ge- 

98* 
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die  in  §  87  durch  GL  (a) 
bestimmte  Discriminante  dar- 
stellt.  Substituiert  man  nun 
in  obige  GHeichung  f\lr  Aiy  kW 
den  aus  der  soeben  ange- 
führten  Gt\,  (a)   des   vorigen 


gebene  Determinante  reprä- 
sentiert. Substituiert  man  nun 
in  obige  Gleichung  f\ir  ^<,*W 
den  aus  der  soeben  ange- 
führten Gl.  (c)  des  vorigen 
Paragraphen  fließenden  Wert 


Paragraphen  fließenden  Wert 

und  ordnet  dann   diese   Gleichung    nach    i,    so   ergibt   sich 
nach  einigen  einfachen  algebraischen  Operationen: 

(486)  2''X^+^.X+2'  =  0j  I  J["C7"";i2+?p;i-f-il'?7'=o,(487; 

wenn  wieder,  wie  im  vorigen  Paragraphen, 


U'    =     J'Aiyk'UiUk      = 

4-  (a"6"t.)^ 


Ä^U'=fEi,k'xiXk= 
A'J'ai/k  XiXk 


ist,  und    die    hier  noch  vorkommenden  Symbole   ^  und   ^ 
definiert  erscheinen  durch  die  beiden  Gleichungen: 


0={a 


2;2  ^3^3 


// 


+a 


tt 


2?2    ^3;8 


a« 


—  2a2,3'a2,3")t^i^  + 

"(^I73'^2;3"~r  ^1?3  '^2?3' 
_  v_  //  _  //_  i\ 
»1?2  "8;3  ^172    ^3?3  / 

Wjt^a   +  (öti,i'a3,3"  4- 

^m     %?3  ^^^173    ^173    ) 

(489)«,*  +  2(a„s,'a,„"  + 

^192      ^273  ^173    ^272 

«I73"«2729«^l«*3+2(ai,2' 

%7  3        ~r    **17  2       '*1?3 


^171    ^273 


—  a 


17  1 


a 


273 


0 

^^8+(<^l7l'«272"+ai7l" 

2  «1, 2' 0^1,2")  ^3  ^ 


a 


27  2 


V 


(-0-2,2    ^873 


-^37  3  -^-^273 


"4-  Ä        " 

^^-^272 

-^27  3")  ^''l 

"r"  (-^17  3' -^273"  "r -^173  ' 

J       '   A       *  A       "  _ 

-^27  3  -^17  2-^37  3 

^1 72  "^373 ')  ^1  ^2  "T  (-^  71 
-^37  3         r    -^17  1      -^7  8 
^^-^173  -^173    )^2      r2(-^l72 


A       ^*  A^   A        **  A       '    

-^27  8         \     -^17  2     -^a^S 

-^173    -^272  -^173    -^272  ) 

^1^3     1^  (-^17  2    -^17  8      ~r 

A      "  J      ' A      *  Ä      " 

■^172     -^178  -^171    -^273 

-^17 1'  -^273)^2^8  ~r 

(-^17l'-^2?2       r-^171     -^72 

-  2  A„ ,'  A„ ,")  «, 
oder  einfacher  durch  jene 


(490) 


2 

8  ; 


1 


(489«)*=Tf(«'^"«)^  + 

(a"6'«)^, 


*'=T[(^'^""')^+(490a) 
{A"B'x)\ 
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in  welchen  die  symbolischen  Coefficieoten 


aj',  hi  . , .  .j   ai*  hi\  mit    den 
wirklichen    üi^t      und     a*,*" 
verbunden  erscheinen    durch 
die  Relationen: 
at  CLh   =r  hihk   ==  «»,*:'    und 


Ai%  Bi'  und  Ai*%  Bi*  mit  den 
wirklichen  -4,-, »'  und  Ai^  *"  ver- 
bunden sind  durch  die  Rela- 
tionen : 
Ai*A^'^  Bi'Bk'  =  ^,t'  und 


Auf  die  hier  vorkommenden  ternären  Formen  #  und 
T  werden  wir  bei  den  späteren  Untersuchungen  noch  ein- 
mal zurückkommen  und  sei  hier  vorläufig  nur  bemerkt, 
dass  nach  den  Gleichungen  (458)  und  (470)  offenbar  ^ 
eine  simultane  Contravariante  der  beiden  ternären  Formen 
Z7'  =  J'oij'kXiXk  und  ?7"  =  ./"a«,"*  «<«*,  dagegen  5P  eine 
simultane  Covariante  dieser  Formen  repräsentiert.  Nachdem 
übrigens  die  ternären  Formen  #  und  T  zweiten  Grades  in 
den  Veränderlichen  u^,  respective  as«,  sind,  so  ist  das  geo- 
metrische Äquivalent  einer  jeden  der  Gleichungen 

(491)   .    ^  =  0  I  y  =  0    .  (492) 

ein  Kegelschnitt,  von  welchen  ein  jeder  zu  den  beiden 
Grundkegelschnitten  ü''  ==  o  und  Z7"  =  o  in  einer  gewissen 
Beziehung  steht,  die  noch  später  erörtert  werden  wird. 


Übergehend  auf  den  noch 
ausstehenden  Beweis  obigen 
Satzes,  seien  wieder  Ui^^^  die 
trigonalen  Coordinaten  der- 
jenigen Geraden  (L^),  welche 
von  den  Elementen  des  Kegel- 
schnittsbüschels berührt  wer- 
den soll.  Nachdem  nun  die 
GleichungeinesKegelschnittes 
in  trigonalen  Liniencoordi- 
naten,  wenn  diese  Curve  den 
Strahl  (Zq)  berührt,  befriedigt 
werden  muss  für  Ui  =  Ui^^\ 
so  resultieren  die  Werte  von  >l, 
welche  jenen  Kegelschnitten 
des  Büschels  angehören,    die 


Zurückkehrend  zu  dem 
eigentlichen  Beweise  obigen 
Satzes,  seien  x^^^  die  trime- 
trischen  Coordinaten  des- 
jenigen Punktes  M^j  durch 
welchen  die  Elemente  der 
Kegelschnittsreihe  gehen 

sollen.  Nachdem  nun  -die 
Gleichung  eines  Kegel- 
schnittes in  trimetrischen 
Punktcoordinaten,  wenn  diese 
Curve  den  Punkt  Mq  enthält, 
befriedigt  werden  muss  flir 
Xi  =  aj/^),  so  ergeben  sich 
die  Werte  >l,  welche  jenen 
Kegelschnitten  der  Reihe  an- 
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den  Strahl  (Z^)  tangieren,  als 
die  Wurzeln  der  Gl.  (486), 
wenn  man  dort  yorerst  U{  = 
W^  setzt.  Nun  ist  aber  die 
letzte  Gleichung  in  ji  vom 
zweiten  Grade,  somit  gibt 
es  zwei  Kegelschnitte  des 
Büschels,  welche  {Lq)  be- 
rühren, daher  etc.  etc. 

Satz.  Sind  U  =  o, 
U'  =  o  und  CT""  ==  0  die 
Gleichungen  von  dreiGeraden- 
paaren  eines  Kegelschnitts- 
büschels, d.  h.  von  drei 
Geradenpaaren,  welche  in 
vier  Punkten  sich  durch- 
schneiden, so  lassen  sich  stets 
drei  reelle  Coefficienten  k, 
k*  und  &"  finden,  für  welche 
die  Identität  besteht: 

Beweis.  Nach  dem  im 
Paragraphen  57  bereits  Vor- 
geführten ist  das  geometrische 
Äquivalent  der  Gl.  (472) 
in  §  87  dann  ein  Geraden- 
paar, wenn  die  Discriminante 
der  temären  Form  J\aijh  + 
^  a<,ifc")  XiXk  verschwindet,  also 
nach  Gl.  (473) 


w 


3-^112  2  +  A'  ^  0 


gehören,  die  durch  den  Punkt 
M^  gehen,  als  die  Wurzeln 
der  Gl.  (487),  wenn  man  in 
derselben  vorerst  Xi  ==  x^^^ 
setzt.  Nun  ist  aber  diese 
GleichujQg  in  X  quadratisch, 
somit  existieren  auch  zwei 
Elemente  der  Reihe,  welche 
durch  den  Punkt  M^  gehen, 
daher  etc.  etc. 

Satz.  Sind  ^  =  0, 
S  =  0  und  ^'  =  0  die 
Gleichungen  von  drei  Punkt- 
paaren einer  Kegelschnitts- 
reihe, d.  h.  von  drei  Punkt- 
paaren, in  welchen  vier 
Strahlen  sich  durchschneiden, 
so  lassen  sich  stets  drei  reelle 
Coefficienten  Ä,  k'  •  und  k*' 
finden,  für  welche  die  Iden- 
tität besteht: 
k2-^k'2'^k''2!"  =  o.   (494) 

Beweis.  Nach  dem  im 
Paragraphen  57  bereits  Vor- 
geführten ist  das  geometrische 
Äquivalent  der  Gl.  (481) 
in  §  87  dann  ein  Punktpaar, 
wenn  die  Discriminante  der 
temären  Form  J\Aiju*  + 
X  Ai,  t")  iii  ujt  verschwindet, 
d.  h.  nach  GL  (482) 


3  Elia  X  +  E' 


(/) 


wird.  Nachdem  nun  obige  Gleichung  in  X  vom  dritten 
Grade  ist,  so  existieren  sonach  auch  drei  Werte  von  Xy  für 
welche  die  Gleichung  (472)  ein  Geradenpaar,  respective  jene 
(481)  ein  Punktpaar  darstellt,  und  diese  Werte  von  X  sind 
die     Wurzeln     der    in     X    cubischen    Gleichung     (e),     be- 


* 

t 
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ziehungsweise  (/).  Weil  aber  eine  cubische  Grl^ichung 
entweder  eine  reelle  Wurzel,  oder  drei  solche  Wuraeli:i  be^ 
sitzt,  ist  Yon  diesen  Paaren  wenigstens  eines  reell,  während 
die  beiden  übrigen  dann,  imaginär  erscheinen,  oder  es  sind 
alle  drei  reell.  Es  ist  klar,  dass  die  Gleichungen  dieser 
Paare  aus  (472),  respective  (481),  hervorgehen,  wenn  man 
daselbst  X  der  Reihe  nach  ersetzt  durch  die  drei  Wurzeln 
der  cubischen  Grleichung  (e),  beziehungsweise  (/),  dieses 
Paragraphen,  und  dass  somit  auch  (ß)  die  Gleichung  der  im 
Eegelschnittsbüschel  Z7'  +  2  Z7".  =  o  enthaltenen  Geraden- 
paare angibt,  sobald  man  in  derselben  den  Parameter  X  er- 

setzt  durch  den  Bruch ^jm  ^"^  ebenso  folgt  aus  (/)  die 

Gleichung  der  drei  Punktpaare  der  Kegelschnittsreihe 
-S^  +  ^-^'  =  0;   wenn   man   daselbst   X  ersetzt  durch  den 

Bruch =;-.     Die  Gleichung  der  drei 


Geradenpaare      des     Kegel- 
schnittsbüschels f7''+  X  Z7"=  0 


Punktpaare  der  Kegelschnitts- 
reihe ^-yXS"'  =  0 
ist  sonach: 


Sind  nun  U'  =  o  und  Z7"  =  o 
die  Gleichungen  von  zwei 
Geradenpaaren,  so  wird  nach 
§  57  bekanntlich  Ä'  =  A'* = o, 


3^122^2^'^^". ^'«=0.^^^^^ 


Sind  nun  ^  =  o  und 
j^i  =  0***)  die  Gleichungen 
von  zwei  Punktpaaren,  so 
wird   nach  §  57  bekanndieh 

B  =  JB"  =  0, 

wodurch  obige  Gleichung  übergeht  in 

-3A,2t^'Z7"2+3^i22J7'2?7"=o,  I  -3J5nss-r'-2^''+3J5?i2aJ^^-S^'^.o, 
und  es  existiert  dann  außer  den  beiden  Grundkegelschnitten 


U'  =  0  und  J7"  =  0  im  Kegel- 
schnittsbüschel nur  noch  ein 
Geradenpaar, 


2^  =  0  und  J7'  =  0  in  der 
Kegelschnittsreihe  nur  noch 
ein  Punktpaar, 


und  letzteres  hat  die  Gleichung 


***)  In  diesem  Falle  hat  man  die  Coefficienten  Ai,k*  und  Ai,k" 

•  

zu  ersetzen  durch  «t,*'  und  «t,*"   und   ist  also  hier  2*  =  fai^i'tuui, 
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(491)  Ü^A,,,U'^A,,,U''=o,  I  S=E,^^2'^E^^^2'*=o  (498) 
aus  welcher  sich  ergibt,  wenü  h  irgend  ein  reeller   Coeffi- 

eient  wäre, 

oder,  sobald  man  kA^^z  oder  kE^^^  durch  — k*  und  kA^^2 
oder  kE^^^  durch  k**  ersetzt,  die  Identität  (493),  respective 

(494),  womit  der  Satz  erwiesen  ist. 

§  89.    aieiohnng  der  Kegelschnitte    ü'  =  o  und  17"  =  o, 
bezogen  auf  ihr  gemeinsames  Polardreieck. 

In  §  64  wurde  gezeigt,  dass  das  Diagonaldreieck 
eines  einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  Vierecks,  sowie 
das  Diagonaldreiseit  eines  dieser  Curve  umgeschriebenen 
Vierseits,  ein  sich  selbst  conjugiertes  Dreieck  oder  ein 
Polardreieck  dieses  Kegelschnittes  ist.  Nun  durchschneiden 
sich  aber  zwei  Kegelschnitte  Z7'  =  o  und  U'\  =  o  in  vier 
Punkten  Pj,. ..  .P4  und  ist  folglich  nach  dem  eben  an- 
geführten Satze  das  Diagonaldreieck  des  durch  die  vier 
Punkte  Pi  bestimmten  Vierecks  auch  ein  gemeinsames  Polar- 
dreieck bezüglich  beider  Kegelschnitte;  ja  noch  mehr,  es 
ist  auch  ein  Polardreieck  in  Bezug  auf  sämmtliche  Elemente 
des  durch  die  beiden  Kegelschnitte  Z7'  =  0  und  ?7"  =  o 
bestimmten  Kegelschnittsbüschels.  Die  Kegelschnitte  U'  =  0 
ü**  =  0  —  oder  ^  =  0  und  -S"  =  0  —  haben  aber  auch 
vier  gemeinsame  Tangenten  (Tj). . .  .(T^),  welche  ein  diesen 
beiden  Curven  umgeschriebenes  Vierseit  bestimmen,  dessen 
Diagonaldreiseit,  zufolge  des  früher  genannten  Satzes,  eben- 
falls ein  gemeinsames  Polardreiseit  bezüglich  obiger  zwei 
Kegelschnitte,  sowie  ein  Polardreiseit  für  jedes  Element  der 
durch  U'  =  0  und  Z7"  =  0  gegebenen  Kegelschnittsreihe 
darstellt.  Es  ist  an  sich  klar,  dass  das  Diagonaldreieck 
des  den  beiden  Kegelschnitten  TP  ==  0  und  Z7"  =  0  ein- 
geschriebenen Vierecks,  sowie  das  Diagonaldreiseit  des  diesen 
Curven  umgeschriebenen  Vierseits,  identisch  sein  müssen, 
und  die  hier  folgende  analytische  Untersuchung  wird  dies 
auch  bestätigen. 

Die  Frage,  welche  jetzt  an'  uns  herantritt,  besteht  nun 
darin,  das  den  beiden  Kegelschnitten 
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(a)  .     U'  =  fOi^^k  XiXTc=^0,  [7"  ~  Soiy^i  XiXk=^0 

gemeinsame  Polardreieck  zu  ermitteln,  sowie  die  Gleichungen 
dieser  Curven,  bezogen  auf  dieses  Polardreieck  als  Coor- 
dinatendreieck.  Nennt  man  zu  diesem  Zwecke  a?/  die  Coor- 
dinaten  irgend  eines  Punktes  in  der  Ebene  beider  Kegel- 
schnitte; u.  zw.  bezogen  auf  das  gemeinsame  Polardreieck 
der  letzteren,  so  besteben  nach  §  29  zwischen  a?,  und  Xi  die 
drei  Beziehungen: 

^  =  &«i'  +  ni^i  +  &®3^  i  =  1,  2,  3, 
in  welchen  g<,  rii  und  ^i  neun  noch  zu  bestimmende  Coeffi- 
cienten  repräsentieren,  welche  gleichzeitig  das  hier  in  Be- 
tracht kommende  Polardreieck  bestimmen,  indem  ja  nach 
dem  früher  Vorgeführten  (Siehe  §  29)  g^,  g^,  gg ;  %;  %;  ^s 
und  ^1,  ^2?  ?8  d^®  Coordinaten  der  drei  Ecken  dieses  Drei- 
ecks angeben,  bezogen  auf  das  alte  Coordinatendreieck» 
Durch  die  Substitution  dieser  Werte  von  Xi  in  die  beiden 
Gleichungen  (a)  nehmen  diese  nach  §  64  die  Formen  an 

oder    wenn  man  Xi  V6,"  durch  Xi   ersetzt, 

(6).  6|'aJi'^  +  &2'«'a"  +  i8V  =  ö,  x.^^  +  x^^'' ^x.^^^o. 
Die  Gleichung  irgend  eines  Elementes  des  Büschels  lautet 
daher  im  alten  Coordinatendreieck 

(c)    .    .    •         XC^*;*'  +  ^^9k')XiXt  =  0, 
im  neuen  aber 

und  folglich  ist  auch  nach  Gl.  (455)  in  §  86  und  Gl.  (473) 
in  §  87 

(6l'+  ^)  (K+  ^)  (63'+  ^)  =  rf'(4"^'+  3^22  ^'+  3  ^H2  ^+  ^0- 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  aber  d* .  -4"  =  1,  oder 

1 

^'" 
ferner 

wenn  A,,  2^  und  ^3  die  drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

(e)    .    .     4".;i»-f  34iaa2»-f3^n2^  +  ^'  =  ö 
darstellen,  und  damit  erscheinen  auch  die  Gleichungen   der 
beiden  Kegelschnitte  (??)  und  (Z7");  bezogen  auf  ihr  gemein- 
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sames  Polardreieck,  bestinmit.  Hatürlich  lautet  nun  auch  die 
Gleichung  eines  Elementes  des  Büschels  in  diesem  Coor- 
dinatendreieck 

womit  der  erste  Theil  unserer  Frage  beantwortet  ist.  Das, 
was  jetzt  noch  zu  bestimmen  erübrigt,  sind  die  Ooordinaten 
der  Ecken  des  gemeinsamen  Polardreiecks.  Zu  diesem 
Zwecke  stelle  man  zunächst  die  reciproken  Grleichungen 
von  (c)  und   (/)  zusammen^  welche  bekanntlich  sind: 

und 

wobei  noch  bemerkt  wird,  dass  zwischen  den  trigonalen 
Ooordinaten  t^  und  U{  nach  §  86,  öl.  (d),  die  drei  Be- 
ziehungen bestehen: 

%'    =    ?!«!     +    ^2«*2     +    ^3^8- 

In  §  86,  öl.  (459)  hat  man  aber  gesehen,  dass  zwischen 
den  öleichungspolynomen  dieser  eben  angegebenen  reciproken 
Gleichungen  die  Relation  stattfindet 

und  aus  dieser  ergibt  sich,  wenn  man  der  Reihe  nach  / 
durch  X^y  X2  und  Z^  ersetzt  und  gleichzeitig  für  rf^  und  Ui 
die  zuvor  angegebenen  Werte  substituiert, 

(B^U,    +   g.t.,    +   §sU,r  ^   ^.  (;^^  ,  ;^^)  (;^  _  ^^ 

(%«X    +   %«,    +   %«,)'   =   J,.  (;t^  _  ^)  (;t,  -  X,) 
(5l  «1     +.  S2  «2    +    Sb  «3)      -    ^«  (;i^  _  ;ij  (;i^  _  ;lj  , 

woraus  man  endlich  die  zur  Berechnung  von  |i,  rji  und  J< 
dienenden  Formeln  erhält,  u.  zw.: 

-4<,it(^8) 


?*f*  = 


^"(^-^l)(^-^)' 
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Fig.  128.  Fig.  124. 

Die  hier  vorgeführte  Untersuchung  zeigt  gleichzeitig, 
dass  zwei  Kegelschnitte  nur  ein  gemeinsames  Polardreieck 
besitzen,  und  lehrt  uns  überdies  selbes  zu  bestimmen,  sowie 
die  Gleichungen  beider  Kegelschnitte,  bezogen  auf  dieses 
Dreieck  als  Coordinatendreieck. 


§  90«    Berührung   zweier  Kegelsclinitte   nach  der  ersten  und 

zweiten  Ordnung. 

Fallen  von  den  vier  Schnittpunkten  P^, . .  ,P^  zweier 
Kegelschnitte  U'  =  X^«>  *'  «Jt  a?*  =  o  und  f7^'  =  J'aiy  *"  a5<  a?*  ^=  o 
zwei  davon,  z.  B.  P^  und  Pg,  zusammen,  so  berühren  sich 
diese  beiden  Curven  im  Punkte  P^  nach  der  ersten  Ordnung 
oder  zweipunktig.  In  diesem  Fall  reduqieren  sich  jedoch 
(Fig.  123  und  124)  die  drei  Geradenpaare,  welche  man 
durch  die  vier  Schnittpunkte  P<  legen  kann,  auf  zwei,  d.  h. 
es  fallen  von  denselben  zwei  zusammen,  weshalb  die  bereits 
in  §  88  in  Anwendung  gekommene  cubische  Gleichung  (e), 
nämlich 

^W  ^  A*'.X^  +  ZÄ^^^X^  4-  %A^^^X  4-  ^>  =  0 

eine  tautologe  Wurzel  haben  muss,  was  wieder  bedingt,  dass 
die  Discriminante  der  binären  cubischen  Form 

verschwindet.     Nun  erscheint   aber  diese  Discriminante  ge- 
geben durch  die  4^  elementige  Determinante 

A  A  A^^2  -^122  ^ 

0  A.  '^'^112  -^122 

-^112  ^-^122  A  0 

O  -^112  ^-^122  -^ 
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und  demnach  ist 

^499")  •'^122  -^112    /(-^     -^H2  -^122    )  {A  A 

die  Bedingung,  welcher  die  Coefficienten  o*,*'  und  a<,t" 
unterworfen  sind,  wenn  die  Kegelschnitte  U'  =  o  und  CT"  =  o 
in  einem  Punkte  nach  der  ersten  Ordnung  sich  berühren. 
Der  hier  links  vom  Gleichheitszeichen  erscheinende  Aus- 
druck, nämlich  die  Discriminante  von  x  (^i?  ^2)9  ^^t  gleich- 
zeitig eine  simultane  Invariante  der  beiden  ternären  Formen 
U'  und  C7",  indem  dieser  Ausdruck  in  -4',  J.",  Aj^^^  und 
A^^^  homogen  ist  und  die  eben  angeführten  vier  Größen 
lauter  Invarianten  darstellen,  welche  bei  der  Transformation 
der  Gleichungen  U'  =  0  und  U"  =  0  auf  ein  anderes 
Coordinatendreieök  übergehen  in:  6^.A\  6^A",d^Ay^i2  ^^^ 
6^,  A^22y  ^^  i^  d®^  früheren  Paragraphen  86  und  87  ge- 
zeigt wurde.  Man  nennt  die  in  Gl.  (499)  vorkommende 
Invariante  noch  die  Tactinvariante  der  beiden  Formen  U* 
und  TP',  Diese  Tactinvariante  kann  übrigens  auch  durch 
die  Invarianten  ^',  J5?",  E^^^  und  E^^^  ausgedrückt  werden. 

E 

Aus  den  Gleichungen  (485)  ergibt  sich  nämlich -ä^a  =  -j^ 

E 

und  -4^22  =  ~JT'7  während  zwischen  den  Determinanten  A'y 

A**  und  jB',  E*  bekanntlich  die  Beziehungen  bestehen 
JSJ'  =  4'*  imd  E*  =  J."^,  weshalb  die  eben  gefundene 
Gleichung  ersetzt  werden  kann  durch: 

tR(VY\  ^    (^"*  ^112     —    -^122^)    (-^'-  -^122    -^112*)    

^^^^   •    •  (EE-  -  E,,,E,,,y  =  0. 

Wenn  dagegen  von  den  früher  bereits  in  Betracht  gekommenen 
vier  Schnittpunkten  P<  drei,  z.  B.  Pj,  Pg  ^^^  ^s)  zusammen- 
fallen, so  berühren  sich  die  beiden  Kegelschnitte  U*  =^  0 
und  U"  ==  0  im  Punkte  P^  nach  der  zweiten  Ordnung 
oder  dreipunktig.  Die  drei  Geradenpaare,  welche  durch 
die  vier  Schnittpunkte  U*  =  o  und  ?7"  =  0  sich  legen 
lassen,  fallen  hier  zusammen,  weshalb  auch  die  frühere 
Gleichung  AO)  =  0  eine  dreifache  Wurzel  besitzen  muss. 
Bezeichnet  man  nun  letztere   durch   den  Buchstaben   w,    so 
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muss    daher   auch   nach   der  Lehre   von   den  höheren  Glei- 
chungen sein: 

A*  A  A 

und  hieraus  ergibt  sich  durch  die  Elimination  von  w: 

(501)  .    .   . 


A'  A  A 

-^        -^112  -^132 


'    '  A  A  A" 

-^112  -^122  -^ 

als  Bedingung  für  die  Berührung  der  Kegelschnitte  U*  =  o 

und  Z7"  =  0  nach  der  zweiten  Ordnung.     Es  ist  klar,  dass 

man  (501)  auch  ersetzen  kann  durch  zwei  der  drei  Gleichungen 

J         2  Ät  A  n  '         A        2  A**  A  n 

A.  A.  A.^  1  2  -^1  2  2  ^^^^  ^7 

und  wird  noch  bemerkt,  dass  ein  jedes  obiger  drei  Gleichungs- 
polynome wieder  eine  simultane  Invariante  der  Formen 
U'  und  U''  darstellt. 

§  91.     Sohmiegnngskreis  eines  Kegelsclinittes. 
Die  Schmiegpmgsparabel. 

Bezeichnen  Pj,    Pg    und   Pg,    P^  die   vier  Punkte,    in 
welchen  der  Kegelschnitt 

U=  a^jix^  -{-  2  a^y^^y  +  •  •  •  -+«373  =<> 
von   den    beiden   Geraden   L^  =  A^^x  -\-  B{y  -|-  C^  =  o    und 
^2  ^^2^~f~  ^2^  4"^2  =^  geschnitten   wird,  und  ist  X  ein 
veränderlicher  Parameter,  so  repräsentiert 

(a) U — XL^L^  =  o 

die    Gleichung    eines    Kegelschnittsbüschels    von    den    vier 

Grundpunkten  P^ P4.     Die  drei  (Fig.  125)  degenerierten 

Kegelschnitte  des  Büschels  sind  die  Paare  11  und  m,  sowie 
das  gegebene  Paar  (L^),  {L^),  In  dem  speciellen  Fall  je- 
doch, wo  die  Geraden  L^=o  und  L^=o  in  einem  Punkte 
des  Kegelschnittes  U=o  sich  treffen,  fallen  nun  zwei  von 
diesen  vier  Punkten  P<,  z.  B.  P^  und  Pg,  zusammen,  und 
es  ist  dann  Gleichung  (a)  der  Inbegriff  aller  Kegelschnitte, 
welche  Z7=o  im  Punkte  P^  nach  der  ersten  Ordnung  oder 
zweipunktig  berühren.  Selbstverständlich  fällt  hier  das 
früher  mit  11  bezeichnete  Geradenpaar  (Fig.  126)  mit  dem 
gegebenen  Paar  (i^),    {L^)  z\x&2Jiim!&iXj   während    das    dritte 
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Fig.  125. 


Fig.  126. 


Fig.  127, 


Paar  aus  der  Tangente  (Ti),  gelegt  im  Punkte  P^  an  die 
Curve  Z7=o,  und  der  Verbindungsgeraden  P^Pi,  besteht. 
Lassen  wir  nun  auch  (L^)  mit  (TJ  zusammenfallen,  während 
(Zg)  irgend  eine  durch  den  Punkt  P^  gelegte  Q-erade  (L) 
sei  (Fig.  127),  so  kommt  auch  der  dritte  Punkt  P^  nach 
Pj  und  ist  somit,  sobald  wieder  X  ein  veränderlicher  Para- 
meter wäre,  durch  die  Gleichung  U —  XL  .  T^=^Oy  oder  jene 
U—X.[A{x  —  x^)-^B{y—yy)]  [(a^,! x^  +  «1,2 »i  +  «^i«) « "h 

die  Gesammtheit  aller  Kegelschnitte  gegeben,  welche  U=  o 
im  Curvenpunkte  Pj  von  den  Coordinaten  x^j  y^  nach  der 
zweiten  Ordnung  oder  •  dreipunktig  berühren.  Man  kann 
übrigens  auch  XA  durch  A  und  XB  durch  B  ersetzen,  wo- 
durch obige  Gleichung  in  die  etwas  einfachere  übergeht 

U—  [A{x  —  »1)  +B{y  —  yj] .  [(ai,iaji+  «1,3^1+  a^j^)x  -[- 
ißm  ^i  +  (^2y2  Vi  +  «2^3)  y  +  K?3  «1  +  «a«  3^1  +  ^s;8)]=  Oy 

welche  dasselbe  geometrische  Äquivalent  hat  als  die  vorher- 
gegangene, sobald  man  hier  A  und  B  als  veränderlich  an- 
sieht. Fällt  endlich  auch  (Z)  mit  {T^)  zusammen,  so  ge- 
langt P4  ebenfalls  nach  P^  und  ist  somit 

(d) U—X.T^^=o 

der  geometrische  Ort  aller  Kegelschnitte,  welche  ^7  =  0  im 
Punkte  P^  nach  der  dritten  Ordnung  oder  vierpunktig  be- 
rühren. 

Noch  mag  der  Fall  erörtert  werden,  wo  die  beiden 
Strahlen  {L^)  und  {L^)  in  Fig.  125  zusammenfallen,  also 
die  Gleichung  (a)  die  Form  annimmt 


(c) 
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(e)  .   .   .  U—X,L^^o, 

Nachdem  hier  speciell  P^  mit  P^  und  P^  mit  P^  zusammen- 
fällt^ ist  unter  der  Annahme,  dass  wieder  X  veränderlich 
erscheint,  GH.  (e)  die  Gesammtheit  aller  Kegelschnitte,  welche 
die  Curve  ?7  =  o  in  jenen  zwei  Punkten  tukch  def  ersten 
Ordnung  berühren,  wo  diese  Curve  von  der  Geraden 
L  =  0  geschnitten  wird.  Man  nennt  diese  Berührung  eine 
doppelte  Berührung. 

1.  BeispieL  Es  ist  zu  bestimmen  die  Gleichung  des 
Schmiegungskreises  der  Parabel  y^  —  px  =  o  im  Punkte  P^ 
von  den  Coordinaten  a?i,  y^. 

Die  hier  vorliegende  Aufgabe  wird  mittelst  Gl.  (c)  ge- 
löst. Ersetzt  man  nämlich  daselbst  U  durch  das  Binom 
y^  — px  und  den  zweiten  Klammerausdruck  durch  ^y^y  — 
p{x  4-^i);  so  erhält  man,  wenn  wieder  A  und  jB  als  ver- 
änderlich angesehen  werden, 

(y^  —  px)'-[A(x'-x^)'^B(y  —  y^)].[2yiy  —  p(x^x^}]  =  o 

als  die  Gleichung  sämmtlicher  Kegelschnitte,  welche  die 
Parabel  y^ — px  =  o  im  Curvenpunkte  ay^,  y^  nach  der 
zweiten  Ordnung  berühren.  Unter  diesen  Kegelschnitten 
befindet  sich  aber  auch  .der  zu  suchende  Schmie- 
gungskreis,  und  man  braucht  zur  Auffindung  seiner 
Gleichung  bloß  A  und  B  der  Art  zu  wählen,  dass  die 
Coefficienten  von  x^  und  y^  einander  gleich  werden  und 
der  Coefficient  von  xy  verschwindet,  d.  h.  für  A  und 
B  in  obige  Gleichung  diejenigen  Werte  zu  substituieren, 
welche  aus  Ap  =  1  —  ^  B  y^^  und  B  p  —  2-4yi  =  o 
hervorgehen.       Nun     ergibt     sich     aber     hieraus     A    = 

»   ,^, — 5  und  B  =  -cT-T^ — i ;    öS  ist  daher  auch,    wegen 

(p2  -f  4px,)  iy^  —  px)  —  [2y^y  —  p{x  +  xj\  [2y,y  + 

p{x  —  3  a?! )]  i=  0 

die  gesuchte  Gleichung  des  Schmiegungskreises,  d.  h.  des- 
jenigen Kreises,  welcher  die  Parabel  y^  — px  =  o  im  Curven- 
punkte a?!,  y^  nach  der  zweiten  Ordnung  berührt. 
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2.  Beispiel.     Man  bestimme  die  Gleichung  des  Schmie- 

gungskreises  der  Ellipse  —^-{-^-^—1  =  0    im    Punkte    P^ 

von  den  Coordinaten  a?i,  y^. 

Diese  Gleichung  folgt  ebenfalls  aus  (c),  wenn  man  da- 

selbst  U  ersetzt  durch  das  Trinom  — s  +  tii  —  1,    für    den 

zweiten  Klammerausdruck  substituiert  -^  +  ^-^  —  1    und 

die  Parameter  A  und  B  so  wählt,    dass  die   Gleichung    (c) 
einen  Kreis  darstellt.     Es  ist  daher  auch 

die  gesuchte  Gleichung  des  Schmiegungskreises,  wenn  noch 


unter  A  und  B  die  aus  den  beiden  Relationen 


1  — -4a?i 


a^ 


Tä        ^^^  "T2   H r"  =  ^    fließenden    Werte,    nämlich 

^  =  1.4  2  I — 4 — 2  ^^d  J5  =  —  f 4  a  I  V^a ?  verstanden 
sind,  wodurch  obige  Gleichung  die  Gestalt  annimmt: 

«Vi(y  — yi)]  =  o. 

Um  nun  die  eben  gewonnene  Gleichung  zweckdienlich  um- 
zuformen,  dividiere  man   sie  vorerst   durch  a^b^  und  setze 

vorübergehend  ()  =  p— — gl — ^+  ^2  )?  wodurch  die- 
selbe nach  erfolgter  Zusammenziehung  der  mit  gleichen 
Potenzen  von  x  und  y  behafteten  Glieder  übergeht  in 

e.  -  5^')  - + (f. + 1^)  »■ + (^'  -  iv + 0  ¥  + 

und   weil    nach    der    eben   angegebenen  Bedeutung   von  p, 

X  ^       V  ^ 
sowie  wegen  Ret.  -\  -j-  ^  —  1  =  o, 
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jgi"      yi'       t_       2yi» 


und 

werden,  so  erhält  man  schließlich 


o 


±^[v+.-C>'+"-r)] 


2a!i»(a^— 6»)  2yi»(6»  — a*) 


'g'+y'—        ^j, ^« — ^^--Ti — ^y+a^i'+yi*— 


a 


6* 


^  C-^'+^'-')=« 


als  Gleichung  des  gesuchten  Schmiegungskreises. 
Die  Schmiegungsparabel.    Die  Gleichung 

stellt  einen  Kegelschnitt  dar,  welcher  die  Achse  der  y  im 
Ursprünge  O  nach  der  ersten  Ordnung  berührt;  denn  setzt 
man  hierin  x  =  Oj  so  ergibt  sich  zur  Bestimmung  der  beiden 
Schnittpunkte  der  Curve  U  =  o  mit  dieser  Geraden  die  Ret. 
a2,2  y^  =  o,  welche  zeigt,  dass  diese  Punkte  mit  0  zu- 
sammenfallen. Selbstverständlich  gilt  dies  auch  von  dem  durch 

V=  ai,i'aj2  +  2  ai,2  xy  +  a2,2  2/^  +  2  «1,3  x  =  o 

gegebenen  Kegelschnitte,  Femer  ist  U —  V=o  die  Glei- 
chung eines  dritten  Kegelschnittes,  welcher  durch  die  vier 
Schnittpunkte  der  Curven  U=o  und  V=o  geht,  und 
weil  U —  F=(aj,i — öi?i')^^  ist,  so  kann  man  durch  die 
besagten  Schnittpunkte  die  Doppelgerade  x  ^=  o  legen. 
Nun  haben  wir  aber  soeben  gezeigt,  dass  ein  jeder  der 
Kegelschnitte  U=o  und  V=o  die  Achse  der  y  im  Ur- 
sprünge 0  berührt^  weshalb  die  vier  Schnittpunkte  von 
U=  0  und  F  =  0  mit  O  zusammenfallen  müssen  oder 
der  Kegelschnitt  V  =  0  jenen  U  =  0  im  Punkte  O  vier- 
punktig,    d.  h.    nach    der    dritten  Ordnung  berührt.     Wird 

a     ^ 
jetzt  noch  «1,1'  =  -^^^    gemacht,    so    ist   das    geometrische 

^a?2 
Äquivalent  von   V=o  eine  Parabel  und  daher  auch 

V  =  (ai,a  X  +  a2,2  y)^  +  2 «1,8  «a^a  ^  =  <? 

Hakneb,  anal.  Geom.  der  Kegelschnitte.  29 
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die  Gleichung  derjenigen  Parabel,  welche  den  Kegelschnitt 
U=o  im.  Ursprünge  O  nach  der  dritten  Ordnung  berührt. 
Diese  Parabel  heißt  die  Schmiegangsparabel  des  Kegel- 
schnittes Z7=  0  im  Punkte  0. 

§  92»    S&tze  über  das  Verschwinden  der  simnltanen  InvariantQn 

^1127  ^122)  ^ii2>  ^122  ^^^  einiger  hieraus  abgeleiteten 

Invarianten. 


Satz,  Ist  ZJ"  =  0  ein 
Geradenpaar  (J."  =  o),  so 
repräsentiert  das  Verschwin- 
den der  simultanen  Invariante 
A^2  2  ^i®  Bedingung,  unter 
welcher  der  Mittelpunkt  dieses 
Paars  einen  Punkt  des  Kegel- 
schnittes Z7'  =  o  darstellt;  da- 
gegen ist  -4^12  ^^  0  die  Be- 
dingung, unter  welcher  ?7"=  o 
ein  Paar  harmonischer  Polaren 
in  Bezug  auf  U*  =  o  angibt. 

Beweis.    Lässt  man  die 

Seiten  {x^  und  {x^)  des 
Coordinatendreiecks  mit  den 
beiden  Elementen  des  Ge- 
radenpaars Z7''=o  zusammen- 
fallen, so  wird  U**  =^2x^Xc^ 
und  nimmt  daher  die  Glei- 
chung(472)  des  Kegelschnitts- 
btischels  die  einfachere  Form 


an 


(a)  U'  -|-  2Xx^X2  =  ^y 


Satz.  Ist  2!"  =  0  ein 
Punktpaar  (.B"  =  o),  so  re- 
präsentiert das  Verschwinden 
der  simultanen  Invariante  JB^g^ 
die  Bedingung,  unter  welcher 
der  Träger  dieses  Paars  eine 
Tangente  des  Kegelschnittes 
2'  =-o  darstellt ;  dagegen  ist 
^j  j2  =  0  die  Bedingung,  unter 
welcher  S*  =  o  ein  Paar  har- 
monischer Pole  in  Bezug  auf 
2'  =  0  angibt. 

Beweis.  Lässt  man  die 
Ecken  M^  und  M.2  des  Coordi- 
natendreiecks mit  den  beiden 
Elementen  des  Punktpaars 
2*'  =  o  zusammenfallen,  so 
wird  2"  =  2u^u^  und  nimmt 
dadurch  die  Gleichung  (481) 
der  Kegelschnittsreihe  die  ein- 
fachere Gestalt  an 

j;'-f-2;iWiWa  =  o,   (6) 


wobei  noch  bemerkt  wird,  dass  die  Symbole  U'  und  2  defi- 
niert erscheinen  durch  die  Gleichungen  U'  =  S<Hj}lx^k  und 
2  =^  ScLiyk  u^k»  Die  zur  Bestimmung  der  degenerierten 
Kegelschnitte  des  Büschels,  respective  der  Reihe,  dienenden 
cubischen  Gleichungen  (e)  und  (/)  des  Paragraphen  88 
gehen,  weil  ja  in  dem  vorliegenden  Fall  S-A^ga  = 


^3?S  -^8>s 


—  a 


893  7 


öiliij  — 2ai,a"-4.i,2'  —  2(ai,3'a2,8'  —  a 


i;2    ^3?3 


/)  und 
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3^1 


22 


^379    ^B9fi 


n 


—  a 


3?3  ? 


3^112  =  ^^v2**  ^in    = 


2(«i?3'«2?3'  —  ^i?a'^8?30  werden  und  -4''  =  o,  sowie  ^"  =  o 
ist,  über  in 


a 


zn 


/     ~r   ^(^X«    ^2;3 


^1?2    ^3;3 


02 +  ^'  =  0, 


«373'^^    +    ^{^m*^2n      


^1?2    ^3?3 


');iH-^'  =  o, 


und  ist  sonach  die  eine  Wurzel  X^  der  cubischen  GHeichung 
A{>)  =  0,  respective  JS(^)  =  0,  unendlich  groß,  woraus  man 
den  Schluss  zieht,  dass  der  eine  degenerierte  Kegelschnitt 
von  (a),  beziehungsweise  von  (6),  durch  das  gegebene  Paar 
selbst  dargestellt  erscheint.  Wird  jedoch  auch  a^,^'  =  0, 
respective  «3,3' =  0,  so  wird  obige  Gleichung  linear  und  so- 
mit ^2  =  00.  Es  fallen  alsdann  zwei  der  degenerierten 
Kegelschnitte  des  Kegelschnittsbüschels  (der  Kegelschnitts - 
reihe)  mit  dem  gegebenen  Paar  CT""  =^  0  (2?"  =  0)  zusammen, 
was  jedoch  nur  denkbar  erscheint,  wenn 


der  Schnittpunkt  der  beiden 
Elemente  des  Paars  ?7"  =  0 
ein  Punkt  von  U*  ^  0  ist. 
Übrigens  folgt  auch  aus 
a3,3'  =  o,  dass  dieser  Schnitt- 
punkt in  der  Curve  U*^=o 
zu  liegen  kommt. 


die  Verbindungsgerade  der 
beiden  Elemente  des  Paars 
2'^  =  0  den  Kegelschnitt  JS' = 0 
berührt,  übrigens  folgt  auch 
aus  «3,3'  =  0,  dass  die  Ge- 
rade M^  M^  den  Kegelschnitt 
JJ'z^o  berührt. 


;3  y 


Nun  ist  aber  hier  speciell  3  -4^22  =  —  ^8?3'  ^^^  ^  -^122  =  —  ^ 
daher  verschwinden  auch  -4j22>  beziehungsweise  JS^229  ^^^ 
weil  vermöge  der  invarianten  Eigenschaft  von  A^22  ^^^ 
-El  22  ^^s  Verschwinden  dieser  Größen  von  der  Wahl  des 
Coordinatendreiecks  unabhängig  ist,  erscheint  der  Beweis 
der  ersten  Sätze  erbracht. 

Bei  der  Begründung  dieser  Sätze  hätte  man  wohl  so- 
fort die  allgemeinen  Gleichungen  (e)  und  (/)  in  §  88  benützen 
können;  dass  dies  nicht  geschah,  hat  seinen  Grund  in  der 
Beweisführung  der  beiden  anderen  Sätze,     Übergehend  auf 

die  letzteren  sei  nun 


M^  ein  Punkt  in  der  Geraden 
(oji),  welche  nach  unserer  An- 
nahme das  eine  Element  des 
Geradenpaars  Z7"  =  0  angibt. 


(i')  ein  durch  den  Eckpunkt 
Mj^  des  Coordinatendreiecks 
gelegter  Strahl,  welcher  Punkt 
zufolge     unserer     Annahme 

29* 


452     XIY.   §  92.  Sätze  über  das  Yersohwinden  der  Inyarianten. 


Nennt  man  wieder  Xi  die  tri- 
metrischen  Coordinaten  des 
Punktes  M%  so  ist,  da  ja  hier 
speciell  x^^  =  o  sein  muss, 


(0^2 ?2    ^2         1"    ^2;8    ^3  )  ^2       I 
(<*273    ^2         I       ^3?3    ^3  )  ^3   ^^^^  ^ 

die  GHeichung  der  Polaren 
von  3f'  bezüglich  des  Kegel- 
schnittes Z7'  =  0.  Für  den 
Fall,  wo  diese  Polare  aber 
mit  der  anderen  Geraden  {x^) 
des  Paars  ?/"  =  o  zusammen- 
fallen soll,  müssen  jedoch  die 
Coefficienten  von  x^  und  x^ 
in  obiger  Gleichung  ver- 
schwinden, 

d.  h.  es  müssen  gleichzeitig 

^i>2  ^2      r  ^l>3  ^8    ^^^  ^? 

^2?3   ^2      "r"    ^8;3  ^3      ^^^    ^J 


gleichzeitig  ein  Element  von 
^'  ==  0  angibt.  Nennt  man 
wieder  Ui  die  trigonalen  Coor- 
dinaten des  Strahls  (Z'),  so 
ist,  da  ja  hier  speciell  w^'  ==  o 
sein  muss, 

(«i;2'«*2'    +    «i;3''^3')Wi     + 
(«2?3'«^2'    +    «3?3'^3')^3=Ö 

die  Gleichung  des  Pols  von 
(JJ)  bezüglich  des  Kegel- 
schnittes 2'  =  0.  Für  den 
Fall,  wo  dieser  Pol  aber 
mit  dem  andern  Elemente  Mj 
des  Paars  2'*  =  o  zusammen- 
fallen soll,  müssen  jedoch  die 
Coefficienten  von  u^  und  u^ 
in  obiger  Gleichung  ver- 
schwinden, 

die  beiden  Relationen  bestehen 

(^in<  +  «1^3' ^3'  =  ö. 


aus  welchen  nach  der  Determinantentheorie  sich  ergibt 


^l?2    ^3?3 


^1?3    ^2>3 


=   0, 


^1?2    ^3« 


^i;3    ^2;3 


O, 


oder 


A12  —  ^• 
Ist  aber  (sca)   die  Polare  für 

einen  in  {x^  liegenden  Punkt 

M*  —    die    Coordinaten    des 

letzteren    sind  x^'  =  0  und 


X, 


2 


a 


1« 


a 


378 


— ,so 


^3  ^172  %73 

bildet  nach  der  Lehre  vpn 
der  Polarisation  der  Koj^iel- 
schnitte  (Cap.  XI)  das  Tan- 
gentenpaar, welches  man  aus 
dem  Schnittpunkte  der  Strah- 
len (aJi)  und  («2)   an  i7'  =  o 


-^112    =   ö- 

Ist  aber  M^  der  Pol  für  einen 
durch  M^  gehenden  Strahl 
(Z')  —  die  Coordinaten  des 
letzteren   sind   w^'  =  0   und 


Uc 


a 


178 


a 


373 


— ,  so 


t^3  <^i;2  ^273 

bildet  nach  der  Lehre  von 
der  Polarisation  der  Kegel- 
schnitte (Cap.  XI)  das  Schnitt- 
punktpaar, welches  sich  er- 
gibt, wenn  man  die  Gerade 
M^  M2     mit     2'  =  0    zum 
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legen  kann^  mit  letzteren 
einen  hannonischen  Strahlen- 
büschel;  weshalb  auch  (x^) 
und  (aja)  ein  Paar  harmo- 
nischer Strahlen  bezüglich 
U^  =  0  repräsentieren. 


Schnitte  bringt,  mit  denPunk* 
ten  Ml  und  M^  eine  harmo- 
nische Punktreihe,  weshalb 
auch  -Mi  und  ilfg  ein  Paar 
harmonischer  Pole  bezüglich 
^'  =  0  repräsentieren. 


Zufolge  der  invarianten  Eigenschaften  von  -4^2  und  jB^^a 
ist  aber  das  Verschwinden  dieser  Größen  ganz  und  gar 
unabhängig  von  der  Wahl  des  Coordinatendreiecks,  daher 
erscheinen  auch  die  beiden  letzten  Sätze  erwiesen. 


Satz.  Ist  ?7"  =  o  die 
Gleichung  eines  Geraden- 
paars (-4"  =  o),  so  repräsen- 
tiert das  Verschwinden  der 
simultanen  Invariante  9 -^^  2^ 
—  12-4'-4i22  die  Bedingung, 
unter  welcher  ein  Element 
dieses  Paars  den  Kegelschnitt 
/7'  =  0  berührt. 

Beweis.  Lässt  man  auch 
hier  wieder  die  Seiten  (x^) 
und  («2)  des  Coordinaten- 
dreiecks  mit  den  beiden  Ge- 
raden ?7"  =  0  zusammen- 
fallen,  so  nehmen   -4^2  ^^^ 


Satz.    Ist  -T"  =  <?  die 

Gleichung  eines  Punktpaars 
(J5"  =  0),  so  gibt  das  Ver- 
schwinden    der      simultanen 

Invariante  9-Bu 2  ^—  12^'^ia2 
die  Bedingung  an,  unter  wel- 
cher ein  Element  dieses  Paars 
einen  Punkt  des  Kegel- 
schnittes 2J'  =  0  darstellt. 

Beweis.  Lässt  man  auch 
hier  wieder  die  Ecken  M^^ 
und  M^  des  Coordinatendrei- 
ecks  mit  den  beiden  Punkten 
^'  =  o    zusammenfallen,    so- 

nehmen  JE?^i2  ^^^  -^122 


A 

•^122 

die  zuvor  angegebenen  Werte  an  und  wird  daher,  wie  man 
sich  durch  eine  einfache  Rechnung  leicht  überzeugen  kann. 


9A 


2 


112 


—  12  A  -4^22  — 


(a2,2    ö^aja  ^ 


79 


") 


2)3 


/2 


). 


9-B, 


112 


-  12BE,,,  = 


4  («11 '«33'  —  «l?3'^) 


(«2?2    «3;3 


a 


2)b 


/2 


)• 


Es  verschwindet  daher  die  in  Betracht  kommende 
simultane  Invariante,  wenn  einer  der  beiden  rechts  vom 
Gleichheitszeichen  stehenden  Klammerausdrücke  gleich  Null 
wird,  und  weil 


^292    ^Z9i 

^in  ^3;8 


a 
a 


27S 
1?S 


/2 


=^    0, 


i2 


«2>2    «3J3  ^ 
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/2 


«171    «373  «173         
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nach  §  65  die  Bedingung  ausdruckt^  unter  welcher 


die  Gerade  (öPj),  respective 
(»2),  den  Kegehchnitt  U'=o 
berührt, 


der  Punkt  M^^  reapective  M^, 
dem  Kegelschnitte  JS^  =  o 
angehört, 


erscheint  obiger  Satz  erwiesen. 


Satz.  Verschwindet  die 
simultane  Invariante  Ä^^^^  der 
beiden  ternären  Formen  U'  = 
J*a^*'aj,arjt  und  U' ~  foi^k'* 
XifCty  so  existieren  unendlich 
viele  Polardreiecke  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  11^  =  0, 
welche  dem  anderen  U^^  =  o 
eingeschrieben  sind;  ist  da- 
gegen ^122  =  0,  so  gibt  es 
unendlich  viele  Polardreiecke 
in  Bezug  auf  CT*"  =  0,  welche 
IJ*  =  0  eingeschrieben  er- 
scheinen. 

Beweis«  Es  sei  die  Ecke 
M^  des  Coordinatendreiecks 
ein  Punkt  des  Kegelschnittes 
J7''  ==  Oj  also  «3,9"  =^  Oj  und 
überdies  die  dieser  Ecke  gegen- 
über liegende  Seite  {x^)  in 
dem  erwähnten  Dreieck  der 
Art  gewählt,  dass  selbe  die 
Polare  von  M^  bezüglich 
U*  =^0  darstellt.  Dann  muss, 
indem  a^j^*  Xy^  -f-  a^,^*  x^  -f- 
a3,3'  333  i=  0  die  Gleichung 
dieser   Polaren  repräsentiert, 


a 


U3 


a 


2)3 


=  0 


Satz.  Verschwindet  die 
simultane  Invariante  E^^^  der 
beiden  ternären  Formen  2'  = 
fAiyic'umic  nad  2"  =  J"Ai,i'' 
tit'Uk',  so  existieren  unendlich 
viele  Polardreiseite  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  S  =  Oj 
welche  dem  anderen  ^'  =  o 
umgeschrieben  sind;  ist  da- 
gegen ^122  =  ö>  so  gibt  es 
unendlich  viele  Polardreiseite 
in  Bezug  auf  ^"  =  0,  welche 
JS'  =  0  umgeschrieben  er- 
scheinen. 

Beweis.  Es  sei  die  Seite 
(iCg)  des  Coordinatendreiecks 
eine  Tangente  des  Kegel- 
schnittes 2"=0y  also  ^,5"=-o, 
und  überdies  die  dieser  Seite 
gegenüber  liegende  Ecke  M^ 
in  dem  erwähnten  Dreieck 
der  Art  gewählt,  dass  selbe 
den  Pol  von  (x^)  bezüglich 
2'  =:  0  darstellt.  Dann  muss, 
indem  ili,3X  +  A^ys'u^  + 
A^y^' u^  =  0  die  Gleichung 
dieses      Pols      repräsentiert. 


'^i^s 


—  i4      '  — 


2  98 


-^in  ' — ^ 


sein,  weshalb  auch 


2?2 


^i;2   ^378  ; 


^3?3  ?  ■^1?2    


^m    ^873  J 


272 
-^173'    =    "^ 

und  zufolge  Gl.  (4 


273 


-^171    -^272 '-^373  7-^172    


-^172    -^873  7 


£/q  Htt  *      


'272 


-^171    -^373  7      -^178    -*"278 

4),  respective  (483), 
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^•^iift  —  -^s^s   (-^in  -^;2     4* 


wird.    Setzt  man  nun  in  den  beiden  Gleichungen 


U*  =  0  und  U"  =  0  diesmal 


X, 


o  und  ^'  3=  0  diesmal 


^3  =  0, 


%;i  ^1 


SO  gelangt  man  zu  den  Gleichungen 
2  +  2ai,a'aJia;a  + 


(c)  a2,2'aj2*=o,rti,/'aJi*  + 

von  denen  nach  §  44  eine  jede  ein 


-^272  ^2 


2^i,2'XW2+^2>2'"^''=ö> 


Strahlenpaar  bestimmt^  welche 
Paare  die  beiden  Punktpaare 
T\  T"  und  M,  M**,  in  wel- 
chen die  Gerade  «3  =  0  die 
Kegelschnitte  U'  ^=^  0  und 
U"  =  0   durchschneidet;   mit 

der  Ecke  Jfg  ^^^  Coordinaten- 
dreiecks  verbinden.  Sollen 
nun  diese  Schnittpunktpaare 
harmonisch  sein;  d.h.  soll(r'!r" 
if  Jtf")  =  — 1  werden, 


Punktpaar  bestimmt;  in  wel- 
chen Paaren  die  beiden  Tan- 
gentenpaare {T\  (T")  und 
(Z');  {L")y  die  man  aus  M^ 
an  die  Kegelschnitte  2'  =^  0 
und  2*  =^0  ziehen  kann,  die 
Seite  («3)  des  Coordinaten- 
dreiecks  durchschneiden. 
Sollen  nun  diese  Tangenten- 
paare harmonisch  seiu;  d.h.  soll 
[t  T"  i'  L")  =  —  1  werden, 

so  müssen  nach  dem  Satze  von  Pappus  die  beiden  obigen 

Gleichungen 


(c)  zwei  harmonische  Geraden- 
paare 


{d)  zwei  harmonische  Punkt- 
paare 


darstellen;   was  nach  Gl.   (297)    in   §  45  dann   stattfindet, 

wenn 


^in  ^2;2 


+  «i;i"  ^ 


278 


a 


a. 


172    ^172 


-^71    -^72  V      -^171      ^2>2 

2^1  ja' -^172'    ^^^  ^ 

wird;   woraus  in  Anbetracht  der  früher  gefundenen  Werte 

von  A^^^  und  E^^c^  folgt 

A12  =  0,  I  J^iia  =  ö, 

und  d.  i.;  wegon  der  invarianten  Eigenschaft  von  A^^^  und 

-Bji27  gleichzeitig  die  Bedingung;  unter  welcher 


die  Polare  irgend  eines  Punk- 
tes   M^     des    Kegelschnittes 


der  Pol  irgend  einer  Tangente 
(053)  des  Kegelschnittes  -2^"=  O; 
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CT"  =r  o,  bezüglich  des  anderen 
Kegelschnittes  Z7'  =  o,  beide 
Curven  in  zwei  harmonischen 
Punktpaaren  durchschneidet. 
Dann  bestimmen  aber  (Siehe 
Polarisation)  die  Punkte 
M  und  Jf",  in  welchen  die 
Polare  von  M^  bezüglich 
U'  =  0  den  Kegelschnitt 
CT"  =  0  durchschneidet,  mit 
dem  Punkte  Jfg  ein  Dreieck, 
welches  ein  Polardreieck  von 
J7'  =  0  darstellt  und  gleich- 
zeitig dem  Kegelschnitte 
J7"  =^  0  eingeschrieben  er- 
scheint, weshalb  auch,  sobald 
u4jj2=o  ist,  unendlich  viele 
Polardreiecke  in  Bezug  auf 
U'  =  0  existieren,  welche 
JJ'^  =  0  eingeschrieben  sind. 


bezüglich  des  anderen  Kegel- 
schnittes ^  s=  0  eine  solche 
Lage  besitzt,  dass  die  beiden 
aus  diesem  Pol  an  JS^  =  o 
und  JS^'  =  o  gezogenen  Tan- 
gentenpaare harmonisch  sind. 
Dann  bestimmen  aber  (Siehe 
Polarisation)  die  Tangenten 
Ci')  und  (i")?  welche  man 
aus  dem  Pol  von  (x^) 
an  den  Kegelschnitt  -T"  =  o 
ziehen  kann,  mit  dem  Strahl 
(ojg)  ein  Dreiseit,  welches  ein 
Polardreiseit  von  ^'  =  o  dar- 
stellt und  gleichzeitig  2^'  =  o 
umgeschrieben  erscheint,  wes- 
halb auch,  sobald  JE^ja  =^  ^ 
ist,  unendlich  viele  Polardrei- 
seite in  Bezug  auf  S  =  o 
existieren,    welche    2?'  =  o 


umgeschrieben  erscheinen. 
Unter  der  verkehrten  Voraussetzung,  dass  nämlich  ein 


Polardreieck  bezüglich  ?7'=o 
existiert,  welches  dem  Kegel- 
schnitte ?7"  =  0  eingeschrie- 
ben ist. 


Polardreiseit  bezüglich  JS^=  o 
existiert,  welches  dem  Kegel- 
schnitte -S"  =  0  umgeschrie- 
ben ist, 


sind  nun,  wenn  man  dieses  Dreieck  (Dreiseit)  zum  Coordi- 

natendreieck  wählt, 


^m  ^1 


2 


-f  a 

2 


272    ^2 


2 


+ 


^3>3   ^8 


•^1^3      1" 


=    0 

2aj,a"aJiaJa  +  2^,3 

die  Gleichungen  beider  Kegelschnitte,  und   aus  diesen  folgt 


-^in'^i      r  -^272' ^2     ~h 

2^i,a"Mit^2  +  24i,3"WiW8  -f- 
2 -42,3"  Wa  1^3  =  o 


3^112  =  2-4i,a"^i,a'  + 
2-4i;3"-ß'i?3'+  2-4a,3"i?a;s'=^ö; 


indem  ja  hier  speciell 


■^iw 


—     ./Xi  .0        — —       ./Xa.o        — 


'173 


273 


•^172'    -^173'    =     -^273'    = 


werden. 


XrV.  §  92.  Sätze  über  das  Verschwinden  der  Invarianten.     457 

Damit  erscheint  der  erste  Theil  unseres  Satzes  er- 
wieseU;  und  es  ist  klar^  dass  der  zweite  Theil  des  letzteren 
in  der  nämlichen  Weise  begrilndet  werden  kann.  Nun  be- 
stehen aber  zwischen  den  simultanen  Invarianten  A^^^^}  -^122 
und  -B112;  -^122  ^^<^^  GH.  (485)  in  §  87  die  Beziehungen 
J?^j2  =  A^  .  A122  ^^^  -^122  =  ^"  •  -^1127  weshalb  auch 
-4ii2  ^öd  ^1227  sowie  A^2%  ^^^  -^122?  ^^^  gleichzeitig 
verschwinden  können,  und  repräsentieren  die  Gleichungen 
U*  z=^  0  und  2^  ==  0,  sowie  .Z7"  =  0  und  S^  =  0,  eine 
und  dieselbe  Curve;  man  kann  daher  die  beiden  vorherge- 
gangenen Sätze  zusammen  so  aussprechen: 

Verschwindet  die  simultane  Invariante  ^u  2  d®r  beiden 
temären  quadratischen  Formen  U*  =  J*aiyhXfiCk  und  C7^"  = 
J'oifk^x^t,  so  existieren  stets  unendlich  viele  Polardreiecke 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  Z7'  =  0^  welche  jenem  Z7"  =  0 
eingeschrieben  sind,  sowie  unendlich  viele  Polardreiecke  in 
Bezug  auf  ?7"  ==  0,  welche  U*  =  0  umgeschrieben  sind; 
ist  dagegen  -4^22  =  0,  so  gibt  es  stets  unendlich  viele  Polar- 
dreiecke in  Bezug  auf  C7"  =  0,  welche  U*  =  o  einge- 
schrieben und  unendlich  viele  Polardreiecke  in  Bezug  auf 
J7'  =  0,  welche  CT""  ==  0  umgeschrieben  erscheinen. 

In  dem  speciellen  Fall,  wo  daher  ein  Kegelschnitt 
fT'  ==  0  einem  Polardreieck  bezüglich  eines  anderen  Kegel- 
schnittes [7"  =  0  umgeschrieben  ist,  kann  auch  immer 
CT*'  =  0  einem  Polardreieck  bezüglich  U^  =  0  eingeschrieben 
werden;  ebenso  kann,  sobald  f7'  =  o  einem  Polardreieck 
bezüglich  ?7"  =  0  eingeschrieben  erscheint,  auch  f7"  =  0 
einem  Polardreieck  bezüglich  U'  =  0  umgeschrieben  werden. 
Man  nennt  zwei  Kegelschnitte  von  dieser  Eigenschaft  „har- 
monische Kegelschnitte",  und  es  muss  daher,  wenn  U'  =  0, 
f7"=  0  die  Gleichungen  von  zwei  harmonischen  Kegelschnitten 
wären,  jedenfalls  eine  der  beiden  simultanen  Invarianten  A^^^ 
und  Aj^22  verschwinden,  weshalb  auch  die  letzteren  „harmo- 
nische Invarianten"  genannt  werden  können.  Dabei  wird  noch 
bemerkt,  dass  von  diesen  diejenige  Invariante  gleich  Null  wird, 
welche  die  Coefficienten  der  Punktcoordinatengleichung  des 
umgeschriebenen,  sowie  die  Coefficienten  der  Liniencoordi- 
natengleichung  des   eingeschriebenen  Kegelschnittes  enthält. 
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Satz.  Soll  ein  Dreieck  existieren,  welches  dem  Kegel- 
schnitte U'  =  SdijkX^u  =  0  eingeschrieben,  jenem  ?7"  = 
J'oiyt'x^k  =  0  aber  umgeschrieben  ist,  so  moss  die  Be- 
dingung erfüllt  erscheinen 

Beweis.  Nimmt  man  an^  die  beiden  Kegelschnitte 
hätten  eine  derartige^  L&ge,  dass  ein  Dreieck  möglich  ist^ 
welches  U'  =  o  eingeschrieben  und  gleichzeitig  U'*  ==  o 
umgesehriebeh  erscheint,  und  wählt  man  dieses  Dreieck 
zum  Coordinatendreieck,  so  lauten  die  Gleichungen  der 
beiden  Kegelschnitte: 

*^2?3  ^1     —  2di,3  «2,3a?iaJ2  4"    ^i?3  *a  ^^in^jz^i^z 

2  «1,2  «1,3  (»2  a?3  -h  «i;2  " «3  *  =  Ö? 

und  für  diese  erhält  man 


A.      ^^172^173^273?        ^^       ^^172     ^173     ^: 


2 

2)3    7 


3-^112     (^172^172        r    ^173^173     T"    ^273^273) 

und 

oA^22   ^^    ^^172  ^173  ^^273  (^172  ^172    "T    ^173  ^173      l"    ^273  ^273)  1 

es  ist  daher  auch,  wie  man  sich  sofort  überzeugt, 

iZA,,,y  -  AA"  .  (3^,1,)  =  0, 

und  weil  il",  ^^a  und  ^^22  laiiter  Invarianten  sind,  die 
bei  der  Transformation  der  GHeichungen  unserer  Kegel- 
schnitte auf  ein  anderes  Coordinatendreieck  um  denselben 
Factor  <i^  sich  verändern,  so  bleibt  obige  Bedingung  auch 
für  die  Originalgleichungen  U*  ^  J*a^ykXXk  =  0  und  ?7"  = 
J'aiyh*Xi!Xk  =  0  erfüllt,  daher  etc.  etc. 

Beispiel.  Es  soll  die  gegenseitige  Lage  zweier 
Kreise  von  gegebenen  Halbmessern  r,  und  r^  gefunden 
werden,  wenn  dem  einem  davon  ein  Dreieck  eingeschrieben 
werden  kann,  welches  dem  anderen  gleichzeitig  umge- 
schrieben ist.  Nachdem  hier  f7'  =  aj^-|-y^  —  r^^  z^  0 
und  ?7"  =x^-^xf—  2a^x  -  2\y  f  aa'  +  6a'  —  V  =  o 
die  Gleichungen  der  beiden  Kegelschnitte  sind,  so  wird 
4'  =  -rl^  A^'  =  -r^%  3^,i2=-«2'+ft2'-^2r,^-r2«, 

3  -4ia2  =  «2  ^  +  ^2  ^  —  ^'i  ^  —  2 ra  ^  und  muss  sonach,  zufolge 
des  letzten  Satzes, 
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459 


oder 

<  +  h'  -  r,^  ==  ±  Sr^r, 
sein,  -w^oraus  sich  ergibt 


.2 


r^     ±  2  r^  r  j 


wenn    e    die    Entfernung    der   IVIittelpunkte    beider   Kreise 
repräsentiert. 

§  93.     OemeinBame  Pankte  und  Tangenten  der  Kegelschnitte 
U'  =  o  und  ü"  =  o.  —  Sfttae  über  die  Kegelsohnitte 

#  =  o  und  W  ^==^  o. 

Wie  in  dem  vorangegangenen  Paragraphen  88  gezeigt 
wurde,  lautet  die  reciproke  öleichung  von  U"  -j-  X  CT" 
respective  von  U'  -^22''  ==^  o 


(486) 


2?^  =  0, 


(487) 


und  OÄ  ist  iu  diesen  Gleichungen  ?7'  =^  J^Oi^k  XiXk,  IT*'  = 
f(iijh*XiXk,  2*  =  fAiyic*UiUk  und  2?'  =  fAiyic*'UiUt,  während 
die  Symbole  ^  und  ?P  durch  die  in  §  88  angegebenen  Re- 
lationen (489)  und  (490)  definiert  erscheinen.     Ersetzt  man 

nun  in  den  Formen 


U'y  -T"  und  0  die  trigonalen 
Liniencoordinaten  ui  durch 
jene  ul^"^  irgend  eines  Strahls 


U%  JJ*'  und  T  die  trimetri- 
schen  Punktcoordinaten  a?,- 
durch  jene  aj/**^  irgend  eines 
Punktes  Mo^ 


so  repräsentiert  (486),   beziehungsweise   (487),  eine  quadra- 
tische Gleichung  in  A,  deren  Wurzeln  V  und  A"  diejenigen 

zwei  Elemente 


des  Kegelschnittsbüschels 
i7'  +  ^  ?7"  ==:  0  bestimmen, 
welche  die  Gerade  (Lo)  be- 
rühren. In  dem  speciellen 
Fall,  wo  jedoch  der  Strahl 
{L^  durch  einen  der  vier 
Grundpunkte  P,  des  Kegel- 
schnittsbüschels geht,  fallen 
aber  diese  zwei  Elemente 
des  Büschels 


der  Kegelschnittsreihe  -2*  -|- 
XS*  =  0  bestimmen,  welche 
durch  den  Punkt  Mo  gehen. 
In  dem  speciellen  Fall,  wo 
aber  der  Punkt  Mo  einem 
der  vier  Grundstrahlen  (T,) 
der  Kegelschnittsreihe  ange- 
hört, fallen  aber  diese  zwei 
Elemente  der  Reihe 
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zusammen,  was  X*  =  Jl"  bedingt  und  gleichzeitig  erkennen 

lässt;  dass  die  Coordinaten 


Xi  eines  jeden  in  einem  Grund- 
strahl  (Ti)  der  Reihe  liegen- 
den Punktes 


Ui  eines  jeden  durch  einen 
Grundpunkt  P,-  des  Büschels 
gehenden  Strahls 

der  Bedingung  Genüge  zu  leisten  haben 
(502)  .   ^^—^IJ^^'^o,  I  ¥^^4A'A''U'U''=o,{bO^) 

weshalb  auch 


(502)  die  Gleichung  der  vier 
Grundpunkte  des  Kegel- 
schnittsbüschels ?7'+  X  U'*=o 
darstellt.  Nun  verschwindet 
aber  für  die  Coordinaten  einer 
jeden  der  acht  Tangenten, 
welche  man  in  den  vier  Grund- 
punkten Pi  an  die  beiden 
Grundkegelschnitte  U^  =  o 
und  Z7"  =  0  des  Büschels 
legen  kann,  eine  der  beiden 
ternären  Formen  ^,  ^',  und 
daher  wird  auch  der  contra- 
variante  Kegelschnitt  ^  =  o 
der  beiden  Kegelschnitte  i7'=o 
und  ?7"  =  o  von  denjenigen 
acht  Tangenten  gleichzeitig 
berührt,  die  man  in  den  vier 
Schnittpunkten  dieser  Curven 
an  letztere  legen  kann. 


(503)  die  Gleichung  der  vier 
Grundstrahlen  der  Kegel- 
schnittsreihe -S'  -|-  >l  -2*'  =  o 
darstellt.  Nun  verschwindet 
aber  für  die  Coordinaten  eines 
jeden  der  acht  Punkte,  in 
welchen  die  beiden  Grund- 
kegelschnitte 2J^  =  0  und 
2^"  =.  0  (oder  U'  =  o  und 
CT""  =  o)  der  Reihe  die  vier 
Grundstrahlen  (To)  berühren, 
eine  der  beiden  Formen  J7', 
?7",  und  daher  liegen  in  dem 
covarianten  Kegelschnitte 
V  z=z  0  der  beiden  Kegel- 
schnitte U'  =^0  und  Z7"  =  o 
gleichzeitig  diejenigen  acht 
Punkte,  in  welchen  diese  bei- 
den Curven  ihre  vier  gemein- 
samen   Tangenten   berühren* 


Nachdem  übrigens  bei  der  Transformation  der  Glei- 
chungen der  beiden  Grundkegelschnitte  des  Büschels,  respec- 
tive  der  Reihe,  die  Formen  2^^  2''  und  *  übergehen  in 
rf2 .2,  ö^.  2'  und  rf2 .  ^;  jene  A*  U',  ^"  J7"  und  W  aber 
in  J2 .  A'  U%   J2 ,  j^u  iju   ^^^  j2    y^   ^obei   6  und   A  die 

in  §  86  angegebene  Bedeutung  haben,  so  ist  daher  auch 
^2  —  A2*  S"  eine  simultane  Contravariante  und  T^  — 
AA*  A'*  U'  U"  eine  simultane  Covariante  der  beiden  ternären 
quadratischen  Formen  U'  und  Z7". 
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Satz.  Das  gemeinsame  Polardreieck  der  beiden  Kegel- 
schnitte U*  =^  0  und  J7"  =  0  ist  gleichzeitig  ein  Polar- 
dreieck des  Contravarianten  Kegelschnittes  ^  =  Oy  sowie 
des  covarianten  Kegelschnittes  V  =  o. 

Beweis.  Bezieht  man  nämlich  die  Gleichungen  der 
Kegelschnitte  {U*)  und  (?7")  auf  ihr  gemeinsames  Polar- 
dreieck, so  nehmen  diese  die  einfachen  Formen  an 

U    =  a^^ji    x^    -\-  a2f2    ^2     I     ^3?8    ^3   ^^^  ^; 
und  aus  diesem  Grunde  lauten  auch,  da  ja  diesmal  -äj,/  = 

.4^,2'  =  -4^,a"  =  0  .  .  .  .  werden,  nach  (489)  und  (490)  in 
§  88  die  Gleichungen   der  vorhin   erwähnten  Kegelschnitte 

(^)  und  (?F): 

«in"«3;30  «^2^  +  Kn'  «a^a"  +  «i;i"a2;20  %'=  Ö; 

(505)     .      Öt2;2'^2;2"(^in'^3>8"  T"  ^in"^8>3')  ^2      ~r  0^3,8' 0^373' 

(^171    ^272       "T   ^171      ^272  )  ^3       =    ö, 

aus  deren  Formen  man  sogleich  erkennt,  dass  das  gemein- 
same Polardreieck  von  (J7')  und  (Z7")  auch  gleichzeitig  ein 
Polardreieck  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  (*)  und  {¥)  ist. 


Satz.  Jede  Tangente  des 
Contravarianten  Kegelschnit- 
tes ^  =  0  durchschneidet  die 
beiden  Kegelschnitte  U^  =  o 
und  J7"  ==  0  in  zwei  harmo- 
nischen Punktpaaren. 


Satz.  Aus  jedem  Punkte 
des  covarianten  Kegelschnittes 
V  =  0  lassen  sich  vier  Tan- 
genten an  die  beiden  Kegel- 
schnitte U'  =  0  und  ^'  =  0 
(oder  U'  =  o  und  ?7"  =  o) 
ziehen,  und  diese  sind  har- 
monisch. 


Beweis.  Wir  beziehen  bei  der  Begründung  dieser 
Sätze  die  Gleichungen  der  beiden  Kegelschnitte  (?7')  und 
(ZT")  auf  ihr  gemeinsames  Polardreieck,  was  vermöge  der 
Contravarianten  Eigenschaft  von  ^  und  der  covarianten 
Eigenschaft  von  ?P  gestattet  ist,  und  beschäftigen  uns  daher 
mit  der  Aufsuchung  der  Bedingung,  welcher  die  Coordinaten 
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Ui  einer  öeraden 


Xi  eines  Punktes 


unterworfen  erscheinen^  wenn  die  beiden 


Punktpaare,  in   welchen  die- 
selbe die  Kegelschnitte 

=  0, 
U**  =  a^yi "  Xi    +  ag  ,2 "  x^    + 


J7'  =  öin'«! 


%;8  ^3 


a 


3;8 


"«,«  =  o 


durchschneidet,  harmonisch 
sein  sollen.  Eliminiert  man 
zu  diesem  Zwecke  x^  aus  der 
ersten  und  zweiten,  sowie  aus 
der  zweiten  und  dritten,  dieser 
Gleichungen, 


Tangentenpaare,  welche  man 
aus  demselben  an  die  Kegel- 
schnitte 


•^3;^  ^3 


2 


ziehen  kann,  harmonisch  sein 
sollen.  Eliminiert  man  aus 
diesem   Q-runde   u^    aus   der 


ersten  und  zweiten,  sowie  aus 
der  zweiten  und  dritten,  dieser 
Gleichungen, 

so  erhält  man  die  beiden  neuen  Gleichungen 

(-^i;!    ^3       r  -^sjs    ^1  ) 
Wi  *  +  2  ^43,3' i»i(K2^itta+ 

(-^2;2      ^3         1      -^878      ^2    ) 


(«) 


(ainX'H- 

^873 

S")'"! 

>«+ 

2  «373 

'«1 

t*2 

l        2 

+ 

(«272 

«." 

+ 

«8«'    ' 

«»') 

< 

0, 

(«in"^3*  +  Ö3?3"«^i*)a?i* 


09« 


2 


=    0, 


t^a"  =  o, 


(-^i;i  '^3  "r-^3?3' ^1  V^l 

+  2^3,3"a?ia52t*,  t^a  + 
(-a^;2"  ®8    "r  ^«"  ö?a  ) 


,Q>) 


u 


2 


2 


von  welchen  die  erste  dasjenige 


Geradenpaar  bestimmt,  wel- 
ches den  Punkt  M^  des  Co- 
ordinatendreiecks  mit  jenen 
Punkten  verbindet,  in  wel- 
chen der  Kegelschnitt  ?7'  =  o 
die  Gerade  L  =  0  durch- 
schneidet, 

während  die  zweite  dem 

Geradenpaar  angehört,  wel- 
ches jJfg  mit  den  Punkten  ver- 
bindet, wo  Z7"  =^  o  von  L^^^o 


Punktpaar  angibt,  in  wel- 
chem die  Seite  {x^)  des  Co- 
ordinatendreiecks  von  dem 
aus  dem  Punkte  if  ^=  o  an 
2"  =  0  gelegten  Tangenten- 
paar geschnitten  wird, 


Punktpaar  angehört,  wo  (x^) 
von  dem  aus  Jf  =  0  an  ^'  5=s  0 
gezogenen      Tangentenpaare 
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geschnitten  wird.  Damit  aber 
die  vorhin  erwähnten  Punkt- 
paare harmonisch  sind,  müs- 
sen jedoch  nach  dem  Satze 
von  Pappus  auch  (a)  die  Glei- 
chungen von  zwei  harmoni- 
schen Geradenpaaren 


getroffen  wird.  Damit  aber 
die  vorhin  erwähnten  Tan- 
gentenpaare harmonisch  sind, 
müssen  nach  dem  Satze  von 
Pappus  auch  (b)  die  Glei- 
chungen von  zwei  harmoni- 
schen Punktpaaren 


darstellen,   was   nach  GL  (297)  in  §  45   nur   dann   möglich 

ist,  wenn  die  Coefficienten  von 


X 


1    9 


Xi  a?a    und    X2  ^   in    den 


u 


1  y 


u^  U2    und    U2^   in    den 


Gleichungen  (6) 


Gleichungen  (a) 

der  Bedingung  genügen: 


(«: 


2;2      ^3 


+  « 


II 


373 


U, 


8 


)  + 


(«in"  ^3* +  «373"  ^1^) 


(« 
2  a 


272     ^3 


+  «; 


'373 


U 


373 


^373       ^1      ^2 


=  o 


7 


(-^171'  ^3     T"  ^ 


373 
II 
373 


oder 


(•^272       ®3      "r  -^373       ^2    )  T" 

(-^2  72     ^3      "r-^S73   ®2    ) 
(-^171       ^3     ~r  -^373       ^1    ) 
'^-^378     -^73       ^1     ^2       ^^^^    ^7 


\^272 

(a 


a 


373 


11 


+  a 


<i 


272 


a 


3  73 


'X+ 


373    ^171 


J4 


+  «373"«17l0^2*H- 

(^171    ^272         I     ^171      ^272  )  ^3     ^^^^ 
=   O, 


(-^272-^373     ~r-^272     -^873)^1  "T 

(-^378  -^171     "T~-^3»3     -^171 0^2  "T" 

(-^171   -^272        1-^171     -^272  )®3  ^^ 

=    O, 


womit  der  Beweis,  wie  ein  Blick  auf  die  Gleichungen  (504), 
respective  (505)  zeigt,  erbracht  erscheint. 

Zum  Schlüsse  beschäftigen  wir  uns  noch  mit  der  Auf- 
suchung der  Gleichung  des 

Contravarianten  Kegelschnit-     covariantenKegelschjiittes  (?^) 

tes  (^) 

der  beid^i  Kegelschnitte  (?/')  und  {U'*)  in 

trimetrischen  Punktcoordi-  in  trigonalen.  Liniencoordi- 
naten.  naten. 

Nimmt  man  auch  hier  wieder  an,  dass  die  Gleichungen  der 
Kegelschnitte  (Z7')  und  (?7")  auf  ihr  gemeinsames  Polar- 
dreieck sich  beziehen,   so   lauten  die  Gleichungen   von  (?7') 

und  (Z7")  in 


trimetrischen       Puuktöoordi- 
naten : 


in     trigonalen    Liniencoordi- 


naten : 
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C/'  = 


w 


2    _ 


"  ^    2 

272      •*'2 


+ 


a 


ii 


3;8 


t4?(i 


2*  =  a27a'  agjj'  w^    -f- 


a 


a 


8^8 


in 


^2^2     ^3       ^^^^    ^ 


^"  -a,„"a3,3"«i«  + 


li 


ii 


2 


^373  "  ^xn"  '^2*  "r 


a 


in 


«272       ^3 


während 


(504)  die  Grleichung  von  (^) 
in  trigonalen  Liniencoordi- 
naten 


(505)  die  Gleichung  von  (W) 
in  trimetrißchen  Punktcoor- 
dinaten 


repräsentiert.     Es  ist  daher  auch 


(«3,3    aj,i      +«171    «37S    ) 

(^i;i  ^272    "r  ^in    ^2>2')^i 

-|-(a2.2    0^3,3     -röt2?2     ^3?3  ) 

(c)  (a^ji  «2«  "T  ^m    ^2;2  )^2 

T"  (^2?2    ^373      "T  ^2;2     ^8?3  ) 

(%78    ^n      "r^3;3      ^I7l')^3 
=    0 


^272     ^8>3     ^72       ^8>3 
(^in'^3?3'      l     %n      ^373  ) 
(^171    ^279     "T    ^171      %72  )% 
^171     ^373     ^l7l       ^378 
(«272    ^373        I    ^272     ^373  ) 
(^171    ^272        I     ^171      0^272)% 
1     ^171     ^272     ^171       ^272 
(«272    0^3,3      -f-«272     ^tzn  ) 

(^17l'^373''"r^l7l"  ^3780^8 


,(d) 


die  Gleichung  des  Kegelschnittes 


(^),  dieser  als  Ortscurve  an- 
gesehen, d.  h.  entstanden  ge- 
dacht durch  die  Bewegung 
eines  Punktes. 


(?P),  dieser  als  Classencurve 
betrachtet,  d.  h.  entstanden 
gedacht  durch  die  Bewegung 
einer  Geraden. 


Nun  sind  aber  in   dem    vorliegenden   Fall   die   simul- 
tanen Invarianten: 


ö-A,i2    «171       «272 

« 


« 


ti 


"272 


373 
^171     ^373     *l 


'  + 


« 


II 


373 


^171      ^272    7 


3-^122  —  öti,i'  a 


II 


272 


« 


373 


"  + 


11 


«3,3"  + 


Äq»2     ^171       **373 

^373     "J71       **272    7 


3^112    -^'-^122    

^71 


^272      ^373 


171 


« 


II 


'272 


« 


373 


^272      ^171 


II 


a 


373 


«373     •**171        ^272     y 

o  -c/122  —  -^    -^112  — 
«1 


"171 


«o  «o         «< 


"272 


373 


(öl  71"  a 


272      Ö373 


« 


li 


«1 


2,2        "-171 

it 


a 


873 


« 


171 


'  + 


« 


272 
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und  daher  können,  wie  man  durch  eine  einfache  Rechnung 
sich  überzeugen  kann,  die  obigen  Gleichungen  (c),  respective 

(d),  auch  ersetzt  werden  durch: 


(506) 


SÄ,,,U'+^Ä,^,U"- 


¥  =  0. 


'iE,,,:S--\-ZE,^,I!'- 


A'  A"  0=0. 


(507) 


Es  ist  somit 


(506)  die  gesuchte  Grieichung 
des  Contravarianten  Kegel- 
schnittes (^)  in  trimetrischen 
Punktcoordinaten , 


(507)  die  gesuchte  Gleichung 
des  covarianten  Kegelschnit- 
tes {¥)  in  trimetrischen  Li- 
niencoord  inaten^ 


und  die  Form  dieser  Gleichungen  lehrt,  dass  der 


Contravariante      Kegelschnitt 
(^)  als  Ortscurve  covariant 


CO  Variante  Kegelschnitt  (^) 
als  Tangentengebilde  contra - 
variant 

ist,  wenn  noch  vorausgesetzt   wird,    dass   keine   der   beiden 
Curven  C7'  =  o  und  ü'*  =  o  dep^eneriert. 

Leicht  lässt  sich  nun  auch  die  Frage  beantworten, 
wann  ^  =  o  ein  Punktpaar  und  W  =  o  ein  Geraden- 
paar darstellt.  Nachdem  nämlich  die  Discriminante  von 
^  =  Oj  wie  ein  Blick  auf  (504)  zeigt,  gleich  erscheint  dem 
Producte 


{a 


2?2     ^3)3 


r   ^2Ji       ^3?3  )   (^IM      ^373       "T   ^171       ^fgjg  ) 

und  letzteres  wieder  ausgedrückt    wird  durch  die  simultane 
Invariante 

^-^112    ^—"122  -"■    -^     7 

wie  man  sich  überzeugt,  sobald  man  in  derselben  3  J-^ig 

durch   die   unmittelbar    zuvor    angegebenen    Werte    ersetzt, 
ferner  nach  Gl.  (505)  die  Discriminante  von  V  =  o  nur  um 

das  Product  «ni' a2,2' «3,3'  a^n**  ^2?a"  «373"  =  ^' ^"  voif  der 
Discriminante  des  Kegelschnittes   ^  =  0  sich  unterscheidet 

so  folgt,  dass  der  Kegelschnitt 


^  =  0 

ein  Punktpaar 


y  =  0 
ein  Geradenpaar 


repräsentiert,  wenn  die  simultane  Invariante 


(508) . . 


A'Ä"  =  0 


A.    A.     (d  ^^]^2  ■  *^'^122 

A'  A'')  =  0 


(509) 


ist. 


Hasker,  anal.  Gcom.  der  Kegelschnitte. 
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§  94    Ort  der  Mittelpunkte  der  Elemente  einet  Kegelsohnitts- 
bUtchels  nnd  einer  Kegebchnitttreihe.  —  Satz  von  Desarqne. 

Um  den  geometrischen  Ort  der  Centra  sämmtlicher 
Elemente  eines  Büschels^  respective  einer  Reihe  von  Kegel- 
schnitten zu  finden^  bestimme  man  vorerst  den  geometrischen 
Ort  der  Pole  einer  Geraden  in  Bezug  auf  diese  Kegel- 
schnitte, indem  ja  der  Mittelpunkt  eines  Kegelschnittes  als 
der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  bezüglich  dieser  Curve 
aufzufassen  ist.  Nun  lautet  nach  dem  bereits  Vorgeführten 
die  Gleichung  der  Polaren  eines  Punktes  y  von  den  Coor- 
dinaten  y,  bezüglich  des  Elementes  U  ^  U'  -{-  X  U"  =  o 
des  Büschels: 

[(«m'  Vi  +  <^ij%  ya  +  «i;3'  Vz)  +  ^  («im"  Vi  +  «1,2"  V^  "f 

«i^s"  2^3)]  a^i  ^  [(ß'in  Vi  +  «272'  y%  +  «2^3'  2/3)  +  ^-  («i;2"  Vi  + 

«2;2"»2  +  «273"  »3)]  «2  +  [(«i«'  Vi  +  <^%n  y%  +  «3«'  Vz)  + 

^  («1»3''  Vi  +  «273"  2^2  +  Ö2>3"  2^8 )]  ^Z    ==    Ö. 

Soll  jedoch  diese  Polare  mit  der  Geraden 

L   =   «1  Ä?i  ~("  «2  ^i  "l~  «3  ^3    ^^   ^ 

identisch  sein,  so  können  die  Polynome  der  beiden  hier 
vorliegenden  Gleichungen  nur  durch  einen  Factor  sich  unter- 
scheiden^  d.  h.  es  muss  dann  stets  ein  Factor  q  existieren^  für 
welchen  die  drei  Identitäten  bestehen: 

(«i;i'yi+«i72'y2+«i;3'2^3)  +  ^-(aui"2^i  +  «i;2''2^2+«i;3"2^3) 

=  Q.a^ 

(ai>2'yi  +  «a;2'y2  +  «2;3'2/8)  +  ^(«i;2"  Vi  +  «2^2"  y2  +  «2;3"  2^3) 

((^X7z  yi+  <^'2n  y^+  <^zn  Vz)  +  ^  («173"  2/1+  «273"  ^2  +«3;3"  2^3) 

*  =  P«3; 

aus  welchen  durch  die  Elimination  von  X  und  q  der  geo- 
metrische Ort  der  Pole  der  Geraden  i  =  0  in  Bezug  auf 
sämmtliche  Elemente  unseres  Büschels  sich  ergibt.  Der 
fragliche  Ort  ist  demnach  ein  Kegelschnitt,  bestimmt  durch 


tragiicne  urt  ist  aemnacn  em  Jvegeiscnnitt,  oestimmt  a 
die  Gleichung: 

(«i;i'a?i+ai;2'a^2+«i»8'a^8)  (öni"a?i-f  ai,2"a;2+ai.3"»3)  «ij 

(öt|;2   ^l'T«2;2  «^2"T"«2>3    ^3/  («1»2     ^l~r«2»2     ^2"T"«2'3     •^3/  «2 
(an3'a?l+«2»3'«J2  +  «3»3'«^3)  («1  »3  "  ^1 +«2»3"  «^2+a3»3"  ^^s)  «3 
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und  daher  ist  auch  der  geometrische  Ort  der  CeDtra  der  Ele- 
mente eines  Kegeischnittsbüschels  abermals  ein  Kegelschnitt. 

Ebenso  leicht  lässt  sich  aber  auch  der  geometrische 
Ort  der  Pole  einer  Geraden  in  Bezug  auf  sämmtliche  Ele- 
mente einer  Kegelschnittsreihe  ermitteln.  Sind  nämlich  die 
Punkte  M^  M'*  und  M  die  Pole  der  Geraden  L  =  Vj^  x^  -^ 
^2  ^2  +  ^3  ^3  =  ^  ^^  Bezug  auf  die  drei  Kegelschnitte 
2'  =  0;  U''  =  0  und  U  =  i;'  -\-Xi:''  =  0,  so  lauten  die 
Gleichungen  obiger  Punkte  beziehungsweise: 

M'  =  (^1,/  V,  +  ^1,2'  '^2  +  ^1«'  V3)  «*i  +  (A72'  ^1  + 

Ay-i'  ^3  +^2^3'  '^3)  «2  +(^l?3'  ^1  +^273'  "^2  +  ^3;3'  '^3)  ^3  ^^7 
^2?2"^2+^2;3"^3)^2  +  (4;3"^i+^J3"<^2+^373"V3)^3     =    ^ 

und 

M  =  [{A,,,^  +  X  A,„  ")  V,  +  (4,/  +  ^  4,2")  ^2  + 

(^„3'  +  X  4,3")  .^3]  t.,  +  [(^„2'  + ;.  ^-,,,)  1;,  + 
(^2,/  H-  ;i  ^2,2")  V,  +  (^2,3'  +  ^  ^2;3")  ^3]  ^2  + 

M,,3'  +  /  ^,,3^')  V,  +  (^2,3'  +  ;i  ^2,3")  ^^2  + 
(^3?3'+^A;3")V3]^3     =    Ö- 

Die  letzte  Gleichung  kann  aber,  wie  man  leicht  erkennt, 
ersetzt  werden  durch  die  folgende 

und  sagt  in  dieser  Gestalt  aus,  sobald  noch  X  als  ein  ver- 
änderlicher Parameter  angesehen  wird,  dass  der  geometrische 
Ort  der  Pole  von  L  =  o  bezüglich  sämmtlicher  Elemente 
der  Kegelschnittsreihe  eine  Punktreihe  ist,  bestimmt  durch 
obige  Gleichung.  Damit  erscheint  aber  auch  gleichzeitig 
constatiert,  dass  die  Centra  der  Kegelschnitte  einer  Kegel- 
schnittsreihe in  einer  Geraden  liegen.  Man  gelangt  sonach 
zu  den  beiden  Sätzen: 

Der  geometrische  Ort  der  Centra  sämmtlicher  Elemente 
eines  Kegelschnittsbüschels  ist  ein  Kegelschnitt. 

Der  geometrische  Ort  der  Centra  sämmtlicher  Elemente 
einer  Kegelschnittsreihe  ist  eine  Gerade. 

Es  erscheint  hier  noch  am  Platze,  die  Sätze  von 
Desarque  über  den  Kegelschnittsbüschel  und  die  Kegel- 
schnittsreihe vorzuführen.     Dieselben  lauten  nämlich: 
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Bringt  man  die  Ele- 
mente eines  Kegelschnitts- 
büscheis zum  Schnitte  mit  einer 
Geraden  {L),  so  erhält  man 
eine  quadratische  Punktinvo- 
lution. 

Beweis.  Man  wähle  das 
Coordinatendreieck  der  Art, 
dass  eine  Seite  desselben, 
z.  B.  jene  {x^\  mit  der 
Geraden  (i)  zusammen- 
fällt. Dann  unterliegen  die 
Coordinaten  der  Schnitt- 
punkte der  Elemente  des 
Kegelschnittsbüschels  mit  {x^) 
den  beiden  Relationen : 


«3  =  o, 


(^272     "r^'^272     )  •*^2       ^^^    ^7 

welche  nach  §  46  eine  qua- 
dratische Punktinvolution 
darstellen.  Dass  diejenigen 
Punkte,  in. welchen  die  Ge- 
rade (ajg)  von  zwei  Elementen 
des  Kegelschnittsbüschels  be- 
rührt wird,  die  beiden  tauto- 
logen  Elemente  der  Punkt- 
involution darstellen,  ist  an 
sich  klar. 

Dieser  Satz  kann  aber 
auch  synthetisch  bewiesen 
werden.  Es  seien  zu  diesem 
Zwecke  wieder  Pj . . . .  P^  die 
vier  Grundpunkte  des  Kegel- 
schnittsbüschels, während  M 
irgend  einen  Punkt  der  Ge- 


Zieht  man  aus  einem 
Punkte  M  Tangenten  an  die 
Elemente  einer  Kegelschnitts- 
reihe,  so  erhält  man  eine 
quadratische  Strahleninvo- 
lution. 

Beweis.  Man  wähle  das 
Coordinatendreieck  der  Art, 
dass  eine  Ecke  desselben, 
z.  B.  jene  üfg,  mit  dem 
Punkte  M  zusammenfällt. 
Dann  unterliegen  die  Coor- 
dinaten der  Tangenten,  ge- 
zogen aus  M^  an  sänunt- 
liche  Elemente  der  Kegel- 
schnittsreihe, den  beiden  Re- 
lationen : 

Wg     =     0, 
(-^272        r  ^  -^272*0  ^2        =^-  ^7 

welche  nach  §  46  eine  qua- 
dratische Strahleninvolution 
repräsentieren.  Dass  diejeni- 
gen Tangenten,  welche  man 
in  Jfg  an  die  beiden  durch 
Jfg  gehenden  Elemente  der 
Kegelschnittsreihe  legen  kann, 
die  beiden  tautologen  Ele- 
mente der  Strahleninvolution 
repräsentieren,  ist  an  sich  klar. 

Auch  dieser  Satz  kann 
leicht  synthetisch  nachge- 
wiesen werden.  Es  seien  zu 
diesemZweckewieder(jri).  . . 
(r4)dieviergemeinsamenTan- 
genten  der  Kegelschnittsreihe, 
während     (i)    irgend    einen 
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raden  (L)  darstellen  möge.  Die 

fünf  Punkte  P^ P^  und  M 

bestimmen  aber  einen  Kegel- 
schnitt eindeutig  und  letzterer 
als  eine  Curve  2.  Ordnung 
durchschneidet  die  (i)  noch 
in  einem  zweiten  Punkte  M\ 
Nachdem  aber  durch  jeden 
Punkt  M  von  (i)  nur  ein 
Element  des  Kegelschnitts- 
biischek  gelegt  werden  kann^ 
entspricht  auch  jedem  solchen 
Punkte  nur  ein  Punkt  M'  auf 
(i),  und  weil  Jfund  M'  noch 
überdies  vertauschungsftlhig 
sind,  repräsentieren  sie  ein 
Paar  entsprechenderElemente 
einer  quadratischen  Punkt- 
involution. 


durch  den  Punkt  üf  gezogenen 
Strahl  darstellen  möge.  *  Die 

fünf  Strahlen    (TJ (TJ 

und  (L)  bestimmen  aber  einen 
Kegelschnitt  eindeutig  und  aus 
ilf  lassen  sich  zwei  Tangenten 
an  letzteren  legen,  von  welchen 
die  eine  der  Strahl  (X)  ist, 
während  die  andere  {L')  heißen 
soll.  Nachdem  aber  nur  ein 
Element  der  Kegelschnitts- 
reihe existiert,  welches  einen 
durch  M  gelegten  Strahl  (Z») 
berührt,  entsprichtauch  jedem 
solchen  Strahl  nur  ein  durch  M 
gehender  Strahl  (i'),  und  weil 
noch  überdies  (i)  und  {L')  ver- 
tauschungsftlhig sind,  reprä- 
sentieren sie  ein  Paar  entspre- 
chender Elemente  einer  qua- 
dratischen Strahleninvolution. 


§  95.  Bestimmung  der  Brennpunkte  eines  Kegelschnittes  U  =  o 
und  Oleichung  aller  zu  dem  Kegelschnitte  U  ^=  o 

confocalen  Kegelschnitte. 

Nach  dem  in  diesem  Capitel  bereits  Vorgeführten  ist, 
sobald  X  einen  veränderlichen  Parameter  und  das  Symbol  2 
das  Polynom  J.^,!  t^^  -|-  2-4i,a  t^  v  + 4--^3>3  bedeutet, 


(510) 


i:—x.{u^  +  v^)  =  0 


die  Gleichung  einer  Kegelschnittsreihe,  deren  Elemente 
insgesammt  berührt  werden  von  den  vier  Tangenten,  welche 
man  aus  den  beiden  durch  die  Gleichung  u^  -\-v^  =  o 
bestimmten  Punkten,  d.  h.  [Siehe  §  40,  Gl.  (263)], 
aus     den     beiden    imaginären    Kreispunkten     der     Ebene 


des  Kegelschnittes  f7izai,i    ^^    "f*    ^    a^^^    ^  y   + 


+  ^8«  =    0    an    letzteren    legen    kann.      Das    Punktpaar 
-|- 1?2  =  0  vertritt  somit  hier  die  Stelle  des  zweiten  Grund- 


u 
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kegelschnittes  der  Kegelschnittsreihe.  Diese  vier  Tangenten, 
welche  gleichzeitig  die  Nullstrahlen  oder  Grundstrahlen  der 
durch  GL  (510)  bestimmten  Eegelschnittsreihe  repräsentieren, 
sind  selbstverständlich  imaginär  und  durchschneiden  sich  in 
drei  Punktpaaren,  von  welchen  das  eine  von  den  beiden 
imaginären  Ereispunkten  gebildet  wird,  folglich  imaginär 
erscheint,  während  von  den  beiden  noch  übrigen  Paaren  das 
eine  ebenfalls  imaginär,  das  andere  jedoch,  sobald  U  =  o 
eine  reelle  Curve  darstellt,  reell  ist.  Es  ist  klar,  dass  die 
vorliegenden  drei  Paare  gleichzeitig  die  drei  degenerierten 
Elemente  der  durch  Gl.  (510)  bestimmten  Kegelschnittsreihe 
angeben.  Plticker  nennt  nun  diejenigen  Punkte,  in  welchen 
die  aus  den  beiden  imaginären  Ereispunkten  der 
Ebene  einer  ebenen  Curve  an  diese  gelegten  Tangenten 
sich  durchschneiden,  die  Brennpunkte  der  Curve, 
weshalb  auch  ein  Eegelschnitt ,  als  eine  Curve  2. 
Classe,  vier  Brennpunkte  besitzt,  von  welchen  in  Anbe- 
tracht des  in  §  11  bewiesenen  Satzes,  dass  nämlich  in  einer 
imaginären  Geraden  nur  ein  reeller  Punkt  existiert,  nur 
zwei  reell  erscheinen.  Wir  werden  in  Hinkunft  sehen,  dass 
die  beiden  reellen  Brennpunkte  identisch  sind  mit  jenen 
Punkten,  die  wir  in  §  75  mit  diesem  Namen  bezeichneten. 
Es  wurde  aber  auch  früher  erwähnt,  dass  jeder  durch  Gl. 
(510)  bestimmte  Kegelschnitt  von  den  vier  Tangenten  berührt 
wird,  die  man  aus  dem  Punktpaar  u^  -^^  v^  =^  o  an  den 
Kegelschnitt  U  =^  o  legen  kann,  und  daher  besitzen  auch 
sämmtliche  Elemente  der  Eegelschnittsreihe  (510)  dieselben 
Brennpunkte  oder  ist  (510)  die  Gleichung  eines  Systems 
confocaler  Eegelschnitte.  Nun  bilden  aber  das  reelle  und 
das  imaginäre  Paar  der  Brennpunkte  des  Eegelschnittes  U=o, 
sowie  die  beiden  imaginären  Ereispunkte,  die  drei  degene- 
rierten Elemente  der  Eegelschnittsreihe  (510),  und  weil  die 
Gleichung  u^  -\-v^  =  o  aus  (510)  hervorgeht,  wenn  man  in 
der  letzteren  ^  =  cx)    setzt,   so  sind  nach  §  57 

(511). . .     2—X^  (w2-(-t;2)  =  o,     2—X^  {u^  +  v^)  =  o 

die  Gleichungen  der  beiden  Paare  von  Brennpunkten  des  Eegel- 
schnittes U  =  0,  sowie  aller  Elemente  der  Eegelschnitts- 
reihe (510),    sobald  2  =  A^y^  t^^  -|-  2^4^,2  n  v  -)-... .  +^3,3 


XIV.  §  95.  Bestimmang  der  Brennpunkte  eines  Kegelsohnittes.     471 


ist  und  yli,  X2  die  beiden  Wurzeln   der   in   k  quadratischen 
Gleichung 

-^l?2  ('^?2        ^)    -^2?8       "=   ^ 

bedeuten.     Die  in  der   letzten  Gleichung  erscheinende  Dis- 
criminante  ist  aber  auch  gleich 


A         ;2 


■■a?» 


-^171       -^173 
'^173       -^373 


.X  — 


A         Ä 


■•273 


373 


;i  +  ^, 


wenn  noch  die  aus  den  Coefficienten  Aijc  gebildete  synune- 
trische  und  3^  elementige  Determinante,  d.  h.  die  reciproke 
Determinante  von  Ay  mit  E  bezeichnet  wird,  und  weil  nach 
der  Determinantentheorie 


A         A 

-^171       -^173 


.73 


873 


=  jE?o,a  =  A,a 


'272 


272  7 


A         A 

-^272       -^273 

A 


273 


■■873 


=  ^m  =^.«171 


ist,  so  ergeben  sich  2^  und  X^  ^^  ^^^  Wurzeln  der  quadra- 
tischen Gleichung  : 

(512)      (ai,i«272— «172*)^^  — ^-^71  + 0^272)^  +  ^^    =    0. 

Bei    der   Parabel    ist    aber    das    Binom    a^,i    ac 


"272 


ai,2^  =  0  und  geht  dadurch  (512)  über  in  die  lineare  Glei- 
chung («in  -|-  «272)  -^  —  -^  =  ö»  ^^s  welcher  sofort  folgt 

[o  1  ö)  ...  /,*  =^  j — , 

^1  »1  "T  ^*2  »2 

während  die  andere  Wurzel  unendlich  groß  wird;  bei  der 
gleichseitigen  Hyperbel  ist  dagegen  a^n'^^^n  ==  ^7  ^^^' 
hin  nach  (512) 

*i  — 

(514)  .    .    . 

^2    


\\,7 


^171  ^272 


^  ^172  ^171   ^2  72 

Schließlich  mag  noch  der  Fall  untersucht  werden,  wo 
nämlich  die  Gleichung  (512)  zwei  gleiche  Wurzeln  besitzt. 
Dieser  Fall  tritt  nämlich  dann  ein,  wenn  A^.{a^j^  +  «272)^  — 
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4 A^ {ai,ia2y2  —  <^xn^)  =  ö,  oder  («1,1  —  03,2)^+ 4ai,2*  =  0 
wird,  was  aber  wieder 

ö^in     =    ^272        ^^d       ai,2    =    O 

bedingt.  Genügen  aber  die  Coefficienten  o,;*  der  Gleichung 
U  =  0  obigen  Bedingungen,  so  ist  Z7  =  0  ein  Kreis  5  es 
sind  somit  die  beiden  Wurzeln  X^  und  X2  der  Gleichung  (512) 
einander  gleich,  sobald  das  geometrische  Äquivalent  der 
Gleichung  U  =  0  ein  Kreis  ist. 

1.   Beispiel.     Es    sind  die  Brennpunkte    der  Ellipse 

und   Hyperbel    zu    bestimmen.     In    diesem    speciellen  Fall 

x^        y^  11 

ist  C7  =r  — ^  ±  -J-  —  1,   demnach  a^,!  =^>  ^2^2  =  ±-p- 

und  «8,3  =  —  1,  während  die  übrigen  Coefficienten  o,-,*  ver- 
schwinden;   folglich  wird  die  Discriminante  A  == 


und   nimmt   dadurch   die   quadratische   Gleichung  (512)  die 
Gestalt  an: 

Nachdem  aber  das  obere  Zeichen  für  die  Ellipse,  das  untere 
für  die  Hyperbel  gilt,  so  ist  bei  der  Ellipse 


J2>  -^  ^i, 

dagegen  bei  der  Hyperbel 

l  .  1 


^  12    ?  ^2 


und  lauten  folglich  die  Gleichungen  der  beiden  Paare  von 
Brennpunkten  in  dem  ersten  Fall: 

in  dem  zweiten  aber 

(«2  +  62)  ^2  ^  1  ^  ^^         (^2  ^  j2)  ^2  _  1  =  0, 

Setzt  man  daher  bei  der  Ellipse  a^  —  h^  =  e^,  bei  der 
Hyperbel  hingegen  a^-}"^^  ==  ^^  ^^^  bezeichnet  mit  »i, 
y,.  —  1  =  1,  2,  3,  4  —  die  Coordinaten  der  Brennpunkte,  so 
wird  zufolge  der  eben  gefundenen  Gleichungen  für  beide 
Curven 


v^ 
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^s=Oy    ys=ie\      x^  =  o,     ^4  =  —  i e, 
wobei  jedoch  noch  darauf  Bedacht  zu  nehmen  ist,  dass  hier 

e  ==  Va^ — i^  oder  e  =  Va^4-&*  zu  setzen  ist,  je  nach- 
dem  die  Curve    eine   Ellipse    oder   Hyperbel   repräsentiert, 

und  i  =  V  —  1  ist.  Es  fallen  mithin  in  der  That  die 
reellen  Brennpunkte  mit  jenen  Punkten  zusammen,  die  wir 
in  §  75  als  Brennpunkte  der  Ellipse  oder  Hyperbel  be- 
zeichneten. Wird  bei  derEUipse  a  =  6,  d.  h.  geht  letztere 
in  einen  Kreis  über,  so  ist  e  =  0,  demnach  a?,-  =  y»  =  0, 
d.  h.  dann  fallen  die  Brennpunkte  insgesammt  mit  dem 
Centrum  der  Curve  zusammen. 

2.  Beispiel.     Man  bestimme  die  Brennpunkte  der  Pa- 

rabel  — x  =  o.     In  dem  hier  in  Betracht  kommenden 

V                                                   11 
Fall   ist    Z7=  ~ Xy  demnach  a^j^  =  — ?  «i?3  = 0"? 

1 

-4  =  —  -T —  und  nach  Gl.  (513) 

1 
^1  =- 


4  • 
Durch  Substitution  dieses  Wertes   von  X^    in   die   erste  der 


v^   .    u 


Gleichungen  (511)  erhält  man  nun,  weil  ja  ^  = ^7  H 

ist,    zur  Bestimmung  der  reellen  Brennpunkte  vorliegender 
Curve  die  Gleichung 


-\-  IT  "=  0^ 


4  p 

welche  in  die  beiden  linearen  Gleichungen  zerfällt 

p 

Die  Coordinaten  der  beiden  reellen  Brennpunkte  der  Parabel 

— X  =  0  sind  daher: 

P 

^1  =  f-?    Vi  =0;  a?2  =  «^7     y2  =  —y 

und   hat    somit    die  Parabel    eigentlich   nur   einen    reellen 
Brennpunkt,  indem  der  zweite  dieser  Punkte  in  unendlicher 
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Ferne  liegt,  d.  h.  er  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  der 
Farabelachse.  Man  erkennt  daher  auch  hier  wieder  die 
volle  Übereinstimmung  mit  dem  in  §  75  Gesagten. 

Zu  Beginn  dieses  Paragraphen  wurde  bemerkt;  dass 
die  Gleichung  (510),  sobald  darin  X  als  veränderlich  erscheint, 
alle  Kegelschnitte  bestimmt,  welche  zu  dem  Kegelschnitte 
U  =  0   confocal  sind;   es  ist  folglich  (510),  oder 

(^1,1  —  2)  t^2  +  2  ^1,2  UV+  (^2,2  —  ;i)  V»  -f 

2ili,3  w  +  2  A^j^  V  +  A^,^  =  0 

die   Gleichung    aller    zu    dem  Kegelschnitte    U  ^  a^y^  x^  + 

2  ai,2  »y  4"  •  •  •  •  "h  ^s>3  =  ^  confocalen  Kegelschnitte  in 
Pliicker'schen  Liniencoordinaten.  Von  selbst  tritt  nun  die 
Frage  heran,  wie  lautet  die  Gleichung  dieser  confocalen 
Kegelschnitte  in  Cartesischen  Punktcoordinaten  ?  Die  Beant- 
wortung dieser  Frage  ist  aber  sehr  leicht ;  denn  setzt  man  wieder 

M^)    ==  4i;2  (^2;2 ^)    -^278 

A  A  A 

so  ist  nach  Gleichung  (368)  in  §  59,  wenn  noch  E^W  aus 
EW  in  derselben  Weise  hervorgeht,  wie  -4,-,*  aus  -4, 

E,,,W  x'  +  2E,JX)  xy  +  ^2,iW  y'  +  ^ J57„3(A)  x  + 

2  E,,,[l)  y -\- E,,,i})  =  0 

die  gesuchte  Gleichung,  und  letztere  lässt  sich  noch  zweck- 
dienlich umformen,  sobald  man  in  derselben  für  die  Sym- 
bole Ei^iW  ihre  Werte  substituiert.  Nach  einem  bekannten 
Satze  über  die  reciproken  Determinanten  ist  nämlich: 

^inW    F=    ^.«ui  —2-4.3,3,         ^1,2^    ==    ^.«1?2> 

■^273^  =  ^•«2;3  +  ^2;3  ^; 

^3,3«    =    ^.a3,3  -  {A,,^    4-  ^272)  ^  +  ^^ 

und  daher 

(P^AKs  Ä.U—  [^3,3  (aj2  +  y2)  _  2^j,3  X  —  2^,3  y 

COiOJ...  +(^,„+^2,2)]^  +  ^^  =  o 

die  Gleichung  aller  zu  dem  Kegelschnitte  U=  o  confocalen 
Kegelschnitte  in  Punktcoordinaten  des  Cartesius. 
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Die  obige  Gleichung  drückt  gleichzeitig  eine  Kegel- 
schnittsreihe auS;  und  es  müssen  demnach  durch  jeden  Punkt 
der  Ebene  des  Kegelschnittes  U  =  o  auch  zwei  Elemente 
dieser  Reihe  gelegt  werden  können.  Diejenigen  Werte  2' 
und  >l"  von  yl,  welche  den  durch  einen  bestimmten  Punkt 
Jfj  gehenden  Elementen  vorliegender  Kegelschnittsreihe  ange- 
hören, werden  gefunden,  sobald  man  in  obiger  Gleichung 
aj  5=  a?^^  y  =  y^  setzt  und  hierauf  selbe  nach  X  auflöst.  Ist 
M^  ein  Punkt  der  vier  gemeinsamen  Tangenten  der  Kegel- 
schnittsreihe, so  wird  X'  =  A"  und  müssen  folglich  die  Coor- 
dinaten  eines  jeden  solchen  Punktes  der  Gleichung  gentigen : 

und  diese  bestimmt  daher  gleichzeitig  die  vier  Tangenten, 
die  man  aus  den  beiden  imaginären  Kreispunkten  an  den 
Kegelschnitt  U  =  o  legen  kann.  Dass  eine  jede  dieser  Tan- 
genten je  zwei  Brennpunkte  von  17=^0  enthält,  ist  an  sichkKir. 

§  96.    Sätze   über  confocale  Kegelschnitte.  —  Die  elliptisclien 

Coordinaten  eines  Punktes. 

Nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  bereits  Erörterten 
bilden  sämmtliche  Elemente  eines  Systems  confocaler  Kegel- 
schnitte eine  Kegelschnittsreihe,  und  daher  können  auch  die 
verschiedenen  Sätze,  welche  in  den  früheren  Untersuchungen 
über  die  Kegel schnittsreihen  gefunden  wurden,  ohneweiters 
auf  ein  solches  System  von  Kegelschnitten  übertragen 
werden.  Man  ist  somit  berechtigt,  die  nachfolgenden 
Sätze  auszusprechen,  u.  zw.: 

Jeder  Strahl  in  der  Ebene  eines  Systems  confocaler 
Kegelschnitte  wird  von  einem  Elemente  des  Systems  berührt. 

Durch  jeden  Punkt  in  der  Ebene  eines  Systems  con- 
focaler  Kegelschnitte    gehen    zwei  Elemente    des    Systems. 

Die  in  diesem  System  enthaltenen  Punktpaare  sind  die 
beiden  Brennpunktpaare  und  die  beiden  imaginären  Kreis- 
punkte der  Ebene  des  Systems. 

Kein  Element  des  Systems  besteht  aus  einem  Qe- 
radenpaar. 
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Die  aus  irgend  eiDem  Punkte  M^  der  Ebene  eines 
Systems  confocaler  Kegelschnitte  an  sämmtliche  Elemente 
des  letzteren  gezogenen  Tangentenpaare  bilden  eine  qua- 
dratische Strableninvolution,  deren  Doppel  strahlen  diejenigen 
Tangenten  (TJ  und  (T^)  sijid,  die  man  in  diesem  Punkte 
an  die  zwei  Kegelschnitte  des  Systems  legen  kann,  welche 
durch  ihn  gehen  (Desarque),  d.  h.  das  aus  M^  an  irgend 
ein  Element  des  Systems  gelegte  Tangentenpaar  theilt  den 
von  (Ti)  und  (T^)  gebildeten  Winkel  harmonisch  (§  42). 

Aus  dem  letzten  Satze  fließen  aber  noch  andere  wich- 
tige Sätze.  Zu  den  Elementen  eines  Systems  confocaler 
Kegelschnitte  gehören  nämlich,  wie  bereits  mehrfach 
hervorgehoben  wurde,  auch  die  beiden  imaginären 
Kreispunkte,  weshalb  auch  diejenigen  Strahlen,  welche 
aus  Mj^  nach  diesen  beiden  Punkten  gezogen  werden,  mit 
den  Tangenten  (Tj)  und  (T^),  die  man  in  il/^  an  den 
beiden  durch  M^  gehenden  Elemente  des  Systems 
legen  kann,  einen  harmonischen  Strahlenbtischel  repräsen- 
tieren. Wie  aber  in  §  45  bewiesen  wurde,  sind  zwei 
auf  einander  senkrechte  Strahlen  und  die  aus  ihrem 
Schnittpunkte  nach  den  beiden  imaginären  Kreispunkten 
gezogenen  Strahlen  harmonisch,  weshalb  die  Tangenten 
(Tj)  und  (Tg)  ^^f  einander  senkrecht  stehen  und  unter 
gleichzeitiger  Berücksichtigung  des  vorher  Gesagten  der 
Satz  sich  ergibt: 

Die  durch  jeden  Punkt  if^  in  der  Ebene  eines  Systems 
confocaler  Kegelschnitte  gehenden  zwei  Elemente  dieses 
Systems  durchschneiden  sich  rechtwinkelig. 

Ferner  repräsentieren  aber  auch  die,  sämmtlichen  Kegel- 
schnitten des  Systems  gemeinsamen,  zwei  reellen  Brenn- 
punkte Fj^  und  K2  ein  Element  desselben,  und  demnach 
theilen  die  beiden  Strahlen,  welche  Mj^  mit  F^  und  F^  ver- 
binden, den  von  (Ti)  und  (T2)  gebildeten  Winkel  ebenfalls 
harmonisch,  was  jedoch  in  Anbetracht  des  Umstandes,  dass 
nämlich  (Tj)  auf  (Tg)  senkrecht  steht,  nur  dann  möglich 
erscheint,  sobald  (T^)  und  (Tg)  die  beiden  Winkel- 
halbierungslinien des  von  Jij  F^  und  M^  F^  gebildeten 
Winkels    darstellen.      Ist    nun    {E^)    der    eine    durch    M^ 
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gehende  Kegelschnitt  des  Systems  und  (T^)  die  in  Jf^  an 
(E^)  gelegte  Tangente,  so  wird  (Tg)  di©  Normale  dieser 
Curve  in  Mj^  und  daher  gilt  der  Satz: 

Die  in  einem  Punkte  M^  eines  Kegelschnittes  ver- 
zeichnete Tangente  und  Normale  repräsentieren  gleichzeitig 
die  beiden  Winkelhalbierungslinien  desjenigen  Winkels, 
welcher  gebildet  wird  von  den  Strahlen,  die  M^  mit  den 
beiden  reellen  Brennpunkten  F^^  und  F2  des  Kegelschnittes 
verbinden. 

Hierbei  muss  jedoch  eine  wichtige  Bemerkung  gemacht 
werden.  Bei  der  eben  angestellten  Betrachtung  wurde  näm- 
lich stillschweigend  angenommen,  dass  der  betreffende  Kegel- 
schnitt zwei  reelle  Brennpunkte  besitzt,  was  jedoch  nur 
dann  zutrifft,  wenn  entweder  eine  reelle  Ellipse  oder  eine 
Hyperbel  vorliegt,  während  die  Parabel  bekanntlich  nur 
einen  reellen  Brennpunkt  F  aufweiset,  indem  der  zweite 
dieser  Punkte  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Parabelachse 
ist.  Es  sind  daher,  wenn  der  Kegelschnitt  eine  Parabel  ist, 
die  in  einem  Punkte  M^  derselben  verzeichnete  Tangente 
und  Normale  die  beiden  Winkelhalbierungslinien  desjenigen 
Winkels,  welcher  gebildet  wird  von  den  Verbindungsgeraden 
des  Punktes  M^  mit  dem  Brennpunkte  F  der  Parabel  und 
der  durch  M^^  zur  Parabelachse  gezogenen  Parallelen. 

Bekanntlich  ist  a^u^-\-b^v^ — 1  =  0  die  Gleichung 
der  Ellipse  von  den  Halbachsen  a  und  b  in  Plücker'schen 
Liniencoordinaten,  daher  nach  (510)  auch  a^u^'-\'b^v^ — 1 
—  X.{u^'\'V^)  =  0,  oder 

Xa^  —  X)u^  +  {b^  —  X)v^  —  l  =  0 

die  Gleichung  aller  zu  dieser  Ellipse  confocalen  Kegel- 
schnitte, sobald  eben  wieder  der  hier  vorkommende  Para- 
meter X  als  veränderlich  gedacht  wird.  Obige  Gleichung 
ausgedrückt  in  Punktcoordinaten  a?,  y,  lautet  aber 

und  es  ist  somit  auch  (517)  die  Gleichung  aller  zu  der 
Ellipse   — ^  "H  "^2"  —  1=0     confocalen    Kegelschnitte    in 
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Punktcoordinaten.  Jede  Curve,  welche  aus  (517)  durch 
Specialisierung  von  X  hervorgeht,  ist  eine  Ellipse  oder  Hy- 
perbel; wobei  in  dem  ersten  Fall  auch  die  Curve  imaginär 
sein  kann.  Denn  erscheint  unter  der  Annahme  a>&  der 
Parameter  A<;&^,  so  wird  a*  —  yl>o  und  6^  —  X'^o  und 
ist  die  Curve  eine  reelle  Ellipse;  für  a^>>l>fe^  wird  da- 
gegen a^  —  2  >  0  und  6^  —  >l  <C  o,  daher  ist  die  Curve  eine 
Hyperbel;  wählt  man  endlich  X  größer  als  a^,  so  werden 
a^  —  /  und  b^  —  X  gleichzeitig  negativ,  d.  h.  die  Curve 
stellt  eine  imaginäre  Ellipse  dar.  Es  ist  somit  (517)  die 
Gleichung  eines  Systems  confocaler  und  centraler  Kegel- 
schnitte. 

Um  endlich  noch  diejenigen  Werte  X^  und  X^  von  X 
zu  iinden,  welche  jenen  Kegelschnitten  des  Systems  ange- 
hören, die  durch  einen  Punkt  M^  von  den  Coordinaten 
^i;  Vi  gel^CD;  setze  man  in  (517)  einfach  ^  =  x^y  y  =  y^ 
und  löse  hierauf  diese  Gleichung  nach  X  auf.  Es  sind  dem- 
nach ylj  und  X.2  die  beiden  Wurzeln  der  in  X  quadratischen 
Gleichung: 

F{X)  =a  (6«  -X)x,'+  (a'  -  X)  y,'' - 
^^  ^^•"  {a^  —  X){b^  —  X)  =  0. 

Nun  ist  aber,  da  hier  die  Annahme  a>b  vorliegt  und  M^ 
als  reell  vorausgesetzt  wird, 

F{a^)  =  {b^-^a^)x,^<:o 
F{b^)  =  {a''-b^)y,^>o 
F{—oo)  =  —  oo, 

weshalb  nach  der  Lehre  von  den  algebraischen  Gleichungen 
die  eine  der  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (518) 
zwischen  a^  und  b^  liegt,  d.  h.  größer  als  b^  ist,  während 
die  andere  zwischen  b^  und  —  cx)  sich  befindet,  somit  kleiner 
als  6*  erscheint.  Es  sind  daher  X^  und  X2  reell,  ferner  ist 
X^<Zb^  und  b^<CX2<Cci%  wodurch  auch 


(519)...     ^2__;^  ^  ^^2^^^     b'  —  X2=—b2^<Co 

wird  und  von  den  beiden  durch  den  Punkt  M^  gehenden 
Kegelschnitten  des  Systems  (517)  die  eine  Curve  eine  reelle 
Ellipse,   die    andere    aber   eine  Hyperbel    ist.      Aus  dieser 


XIV.  §  96.  Sätze  über  confocale  Kegelschnitte.  479 

kurzen  Betrachtung  resultiert   unter   gleichzeitiger  Berück- 
sichtigung des  Früheren  der  Satz: 

Durch  jeden  reellen  Punkt  M^  in  der  Ebene  einer  Ellipse 

E  ^  — ^  -4-  -f^  —  1  =  0  geht   eine  zu  derselben  confocale 

Ellipse    und    Hyperbel    und    die    letzteren    durchschneiden 
sich  in  M^  rechtwinkelig. 

Die  Gleichungen  der  beiden  durch  M^  gehenden  Kegel- 
schnitte sind: 


(520) 


wobei  a, *. . .  .62^  durch  die  obigen  Relationen  (519)  definiert 
erscheinen,  und  es  ist  daher  auch  klar,  dass  die  Coordinaten 
a?i,  y,  von  M^  obigen  Gleichungen  ebenfalls  genügen  müssen, 
übrigens  findet  man  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (520) 
nach  x^  und  y^j  wenn  man  gleichzeitig  die,  beiden  Kegel- 
schnitten gemeinsame,  lineare  Excentricität  mit  e  bezeichnet 
und  noch  darauf  Rücksicht  nimmt,  dass  e^  =  a^^  —  h^^  = 
a2*  +  62*  ^ß*; 


2^2  7»  2  I.  2 


Ui    a 


_  \n, 


^    ~        e'      '  y    —       ga      • 

Die  letzten  Gleichungen  bestimmen  aber,  in  Übereinstimmung 
mit  dem  Satze,  dass  zwei  Kegelschnitte  in  vier  Punkten  sich 
durchschneiden,  vier  Punkte,  und  ist  daher  durch  die  Angabe 
der  beiden  Kegelschnitte  E^  =  0  und  H^  z=  0  oder  deren 
Halbachsen  a^  h^  und  «2  ^2  ^^^  Punkt  M^  noch  nicht  eindeutig 
bestimmt.  Um  somit  einen  Punkt  durch  die  Angabe  von 
aj  61  und  a^  h^  —  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  Angabe 
von  X^  und  ^2  —  eindeutig  zu  bestimmen,  muss  man  noch 
überdies  angeben,  in  welchen  Quadraten  der  betreffende  Punkt 
sich  befindet.  Setzt  man  demnach  voraus,  dass  jäf^  im  ersten 
Quadranten  liegt,  so  bestimmen  X^  und  2-2  den  Punkt  M^  ein- 
deutig und  sind  aus  diesem  Grunde  auch  Coordinaten  von  Mj^. 
Man  nennt  nun  in  der  analytischen  Geometrie  die  Größen 
Xj^  und  X2   die   elliptischen  Coordinaten   des  Punktes  M^   in 
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sc         t/ 
Bezug  auf  die  Grundellipse  —j  -{-  ^  —  1  =  o.     Selbstver- 
ständlich ist  dann  auch 

a^  a2  b^  b.2 

und  weuu  r^  und  r^  die  Entfernungen  des  Punktes  M^  von 
den  Brennpunkten  F^  und  F^  der  Grundellipse  bezeichnen, 
nach  Gl.  (6)  in  §  75 

r^  =  a^  —  ex^  =  a^  —  e  —^ =  a^  —  a^, 

^2  =  a^-\-ex^  =z  a^-\-e =  a^  -f-  a^ , 

woraus  wieder  folgt 

«1  =  Y  (^1  +  ^2);  ^2  =  Y  (^2  —  ^'i)? 

welche  Relationen  a^  und  as;  mithin  auch  b^  und  b^;,  aus 
den  Brennpunkten  F^y  F^  und  dem  Punkte  -Mj  constructiv 
zu  bestimmen  lehren. 
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